PREDNASKA 6
Vlastnosti modularnich svazia

PAVEL RUZICKA

ABSTRAKT. Nejprve ukdZeme vétu o izomorfismu intervali v modular-
nich svazech. Odtud odvodime Oreovu-KuroSovu vétu. Dale ukazeme,
ze redukované rozklady prvkd modularniho svazu maji v8echny stejnou
velikost. Nakonec charakterizujeme nezavislé mnoziny v modularnich
svazech.

Bud (P, <) uspofadana mnozina a p < g usporadana dvojice jejich prvka.
Symbolem ¢/p ozna¢ime interval ohrani¢eny témito prvky, tj.,

q/p:={recP|p<x<gq}

Lemma 6.1 (Véta o isomorfismu intervali). Bud' A moduldrni svaz a a,b €
A. Potom jsou zobrazeni

azal/(aNb) — (aVb)/b
r—axVb

B:(aVvb)/b— a/(aAb)
y—yNa

vzdjemné inverznimi izomorfismy intervali a/(a A'b), (aV b)/b.

aVb

alb

OBRAZEK 1. Izomorfismy intervalti v modularnich svazech

Prednéska se konala v Karlin€ v seminérni mistnosti Katedry algebry, 12. listopadu
2018.
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Diikaz. Zobrazeni a a B jsou ob& monotonni. Staci tedy ukézat, Ze jsou vzé-
jemné inverzni. Z modularity svazu A odvodime pro kazdé x € A spliujici
anNb<zxz<a,ze

Ba(z)=(xVb)ANa=xV (bAa)=u=x.
Podobné pro kazdé y € A takové, Zze b < x < a V b, dostaneme rovnosti

af(y) = Aa)Nb=yA(aNb)=y.

O

Lemma 6.2 (Kuros, Ore 1935). Bud A moduldrni svaz, a € A a X,Y C
J(A) konecné podmnoZiny takové, Ze a = \| X = \/Y. Potom pro kazdé
x € X existuje y €Y takové, Ze a =y Vv \/(X \ {z}).

Diikaz. Bud = € X a polozme 2’ := \/(X \ {z}). Potom
a:x'\/\/Y: \/(:E'\/y).
yey

Protoze je svaz A modularni, existuje podle Lemmatu 6.1 izomorfismus
B:a/r' — x/(x AN 2') dany predpisem t — t A z. Odtud dostaneme, ze

z=aA\ (@ Vvy =\ (&A@ Vy).
yey yey

Protoze je prvek x spojové nerozlozitelny, existuje y € Y takové, ze x =
x A (2’ Vy) atedy x <2/ Vy. Odtud plyne, Ze

a::c’\/y:y\/\/(X\{a:}).
U
Bud A svaz. Rekneme, Ze konetna X C J(A) je redukovanygm rozkladem
prvku a € A pokud a = \/ X, ale a > /Y pro kazdou Y C X. Je zfejmé,

ze kazda Y C J(A) takova, ze plati a = \/ Y, obsahuje n&jaky redukovany
rozklad prvku a.

Lemma 6.3. Bud A moduldrni svaz. Necht koneéné X, Y C J(A) spliuji
a=\X=VY. Je-li Y redukovany rozklad prvku a, plati nerovnost |Y| <
ReE

Diikaz. Necht X aY jsou dva konec¢né rozklady prvku a. Pfedpokladejme, Ze
Y je redukovany rozklad a Ze X je nejmensi rozklad a. Bud X’ C X nejvétsi
takova, ze existuje Y/ C Y spliujici |[Y'| < |X'| a zaroven
a=\/(X\X)v\Y".
Predpokladejme, ze X' € X a zvolme z € X \ X’. Podle Lemmatu 6.2
existuje y € Y tak, ze
a=\/(X\ (X' u{z})v\/(Y'U{y}.

Z toho, 7ze |Y'| < |X'| a x ¢ X' plyne nerovnost |Y' U {y}| < |X ' U{z}| =
|X'| + 1. To je ve sporu s volbou mnoZiny X'
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Proto X = X’ a tedy a = \/ Y. ProtoZe je Y redukovany rozklad prvku
a, dostavame odtud, ze Y = Y. Z nerovnosti |Y'| < |X’| tak mame okamzité
Y| <|X|. O

Disledek 6.4. Bud A moduldrni svaz. KaZdé dva redukované rozklady proku
a € A maji stejny pocet proki.

Bud A svaz. Podmnozinu I C A\ {0} se nazveme nezdvislou pokud pro
kazdé konec¢né U,V C I plati, ze

Vua\v=\/wunv).

Lemma 6.5. Bud A moduldrni svaz. Podmnozina I C A\ {0} je nezdvisld

prave kdyz
VoA w=o
pro kaZdou dvojici konecnych disjunktnich U/ W C 1.

Diikaz. Implikace (=) je zfejméa z definice. UkaZeme (<=). Necht U a V' jsou
kone¢né podmnozny I. Protoze U NV C U, plyne z modularity svazu A, Ze

Vv =\ua(Voyov\wny)
_ (\/UA\/(V\U))v\/(UmV):\/(UmV),

nebot mnoziny U a V' \ U jsou disjunktni. U

Lemma 6.6. Bud A moduldrni. MnoZina {ay,...,a,} jeho nenulovych proki
je mezdvisld praveé kdyz

k—1
ag N\ \/ a; =0,
i=1
pro vSechna k =1,...,n.

Diikaz. Implikace (=) je zfejma. Implikaci (<) ukazeme indukci podle n.
Jednoprvkova mnozina {a;} je jisté nezavisla. Necht X,Y jsou disjunktni
podmnoziny {ai,...,a,}. Pokud X UY C {aj,...,a,—1}, plyne rovnost
VX NVY =0 z indukéniho predpokladu. Necht a,, € X UY. Bez Gjmy na
obecnosti muZzeme piedpokladat, ze a, € X. Potom Y C {ay,...,a,-1} a 2
modularity svazu A dostaneme, Ze

\/X/\\/Y < (\/(X\{an})\/an> Arylai

=\/(X\{an}) Vv <an A \_/ ai>
i=1
=\/(X\ {an}) VO =\/(X\{an}).

VXAVY =X \{a}h) A\ Y =0,

Proto
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opét podle indukéniho predpokladu, nebot plati, ze

(X \{an ) U\Y CHar,...,an 1}



