PREDNASKA 2
Modularni svazy

PAVEL RUZICKA

ABSTRAKT. Definujeme modularni svazy a ukaZeme, Ze vSechny mo-
dularni svazy tvoii varietu. Definujeme modularni svazy a ukdzeme, zZe
svazy podmoduli a normélnich podgrup jsou modularni. Naopak svaz
v8ech podgrup modularni byt nemusi. Nakonec popiSeme pétiprvkovy
nemodularni svaz N5 a ukadZeme, Ze svaz je modularni pravé kdyz N5
neni jeho podsvazem.

2.1. Modularita. Svaz A nazveme moduldrni pokud pro kazdé a,b,c € A
takové, Ze a < ¢, plati rovnost

(2.1) aV((bAc)=(aVb)Aec.
Vsimnéme si, Ze nerovnost
aV(bAc)<(aVb)Ac
plati za predpokladu a < ¢ v kazdém svazu. Proto jsou modularni svazy cha-
rakterizovany pravé tim, ze plati opa¢na nerovnost. Z vyse uvedené definice
neni patrné, Ze modularni svazy tvoii varietu nebot podminka v predchozi

definici je implikaci, nikoliv identitou. To, Ze je mozné nahradit tuto implikaci
identitou ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.1. Svaz A je moduldrni pravé kdyz
(2.2) (anc)V(bAec)=((aNc)VDb)Ac
pro vSechna a,b,c € A.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, Ze svaz A je modularni a polozme a’ = a/c.
Protoze o' = (aA¢) < ¢, dostavame, ze o’ V (bAc) = (@’ Vb) Ac coz odpovida
identité (2.2).

Naopak predpokladejme, Ze svaz A spliiuje identitu (2.2). Necht a, b, c € A
jsou takové, ze a < c¢. Potom a = a A ¢ a po dosazeni do (2.2) dostaneme
rovnosti aV (bAc) = (aNc)V(bAc)=((anec)Vb)Ac=(aVDb)Aec, tedy
svaz A je moduléarni. O

Vidime tedy, Ze tfida vSsech modularnich svazl je varietou a tedy je uza-

viena na podsvazy, direktni souciny a homomorfni obrazy. Varietu vSech
modularnich svazti budeme dale znacit M.
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OBRAZEK 1. Svaz N5

Tvrzeni 2.2. Bud R okruh a M néjaky R-modul. Potom je svaz vsech pod-
modulid modulu M moduldrni. Specidlné je moduldrni svaz vSech podprostori
libovolného vektorového prostoru nebo svaz vSech podgrup libovolné Abelovy

agrupy.

Diikaz. Pripomenme, Zze podmoduly modulu M tvori svaz v némZ spojeni
podmoduli X a'Y odpovida jejich sou¢tu X+Y :={z+y |z e X,y Y}
a pruseku odpovida prinik X NY.

Necht X,Y a Z jsou podmoduly modulu X takové, ze X C Z. Potom

(X+Y)NZ={z+y|lzeX,ycYartycZ=---.
Pokudz+yeZaxe X C Z, taky= (r+y) —x € Z. Proto méame,
o={rztylreX,yeYNZ} =X+ (Y NZ).
O

Tvrzeni 2.3. Svaz vsech normdlnich podgrup libovolné grupy je moduldrni.

Diikaz. Bud G grupa. Normalni podgrupy grupy G tvoii svaz, v némz spo-
jeni dvou normaélnich podgrup H a K odpovida jejich sou¢in HK :=
{zy | x€ H ay e K} a priuseku odpovida jejich prinik. Necht H, K a
L jsou normélni podgrupy grupy G takové, ze H C L. Potom HK N L :=
{vy | r€e H,y € K axy € L}. Protoze y = 2 '(zy) € HL C L, odkud
y € KN L, dostavame, ze HK NL = {ay | r€e Haye KNL} =
H(KNL). O

2.2. Zakazany podsvaz N5. Svaz Ny na nasledujicim obrézku neni mo-
dulérni:

Je totiz a < cazaroven aV (bAc)=a<c=(aVDb)Ac.

V souvislosti s Tvrzenim 2.3 poznamenejme, Ze svaz vSech podgrup mo-
dulérni byt nemusi. Uvazme napiiklad grupu Sy v8ech permutaci mnoziny
{1,2,3,4} a jeji podgrupy: A generovanou transpozici (1,2), B generovanou
¢tyt-cyklem (1,2,3,4) a C generovanou transpozicemi (1,2) a (3,4). Snadno
nahlédneme, Ze tyto podgrupy spolu s trivialni podgrupou a celou grupou Sy
tvori podsvaz svazu vSech podgrup grupy Sy, ktery je izomorfni Nj. Proto
svaz vSech podgrup grupy Sy neni modularni.
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Lemma 2.4. Bud A svaz obsahujici prvky a, b, c takové, Ze
(2.3) chb<a<c<aVhb.

Potom prvky ¢ A b,a,b,c,aV b tvofi podsvaz svazu A izomorfni svazu Ns.

Diikaz. Jestlize a < b, pak b =aVbatedy c=cA(aVb) =cAb<a. Pokud
b < a, dostaneme ¢ < a Vb = a. V obou pfipadech dostavame nerovnost
¢ < a, kterd je ve sporu s (2.3). Proto jsou prvky a a b neporovnatelné.
Odtud plyne, ze a A b < a. Z (2.3) snadno nahlédneme, 7ze ¢ Ab = a A b.
Podobné ukazeme, ze prvky b a c jsou neporovnatelné, a ze ¢ < aVb=cVb.
Proto je mnozina B := {¢ A b,a,b,c,a V b} péti-prvkova a zbyva ovéfit, ze
je uzaviena na suprema a infima. Jediné dvouprvkové podmnoZiny mnoziny
B jejichz prvky jsou neporovnatelné jsou {a, b} a {b,c}. Vzhledem k (2.3) je
aNb=cANbeBacVvb=aVbeB. O

Véta 2.5. Svaz A je moduldrni prdvé kdyZ neobsahuje podsvaz izomorfni
svazu Nx.

Diikaz. (=) Z definice plyne, ze t¥ida modularnich svazi je uzaviena na
podsvazy (ukazali jsme dokonce, Ze modularni svazy tvoii varietu). Podsvaz
modularniho svazu proto nemiZe byt izomorfni svazu Ny, ktery modulérni
neni.

(<) Predpokladejme, Ze svaz A neni modularni. Potom existuji a,b,c € A
takové, ze a < caaV (bAc) < (aVDb)Ac Polome a :=aV(bAc) a
d:=(aVb Ac. PotomjebANd =bA(aVb)Ac=bAc<aV(bAc)=d a
podobné ¢ = (aVb)Ac<aVb=aVbV(bAc)=aV (bAc)Vb=d Vb.
Podle Lemmatu 2.3 tvorf mnozina {¢’ A b,a’,b,c,a’ V b} podsvaz svazu A
izomorfni Nx. O



