PREDNASKA 1
Definice svazu

PAVEL RUZICKA

ABSTRAKT. Definujeme svaz jako algebru se dvéma komutativnimi a
asociativnimi operacemi priseku a spojeni, které jsou svizany axio-
mem absorpce. UkdZzeme, Ze svazy odpovidaji uspofddanym mnozindm
se supremy a infimy neprazdnych koneénych podmnozin. Déle definu-
jeme modularni svazy a ukdzeme, Ze svazy podmodulii a normaélnich
podgrup jsou modularni. Naopak svaz vSech podgrup modularni byt
nemusi.

1.1. Infima a suprema. Bud A mnoZina usporadana relaci <. Supremem
podmnoziny X C A budeme rozumét nejmensi s € A takové, ze x < s
pro vSechna x € X. Podobné infimem mnoziny X budeme rozumét nejveétsi
i € A takové, ze i < x pro vSechna x € X. Supremum, resp. infimum
mnoziny X budeme znacit sup X, resp. inf X. Obecné nemusi suprema a
infima kone¢nych podmnozin usporddané mnoziny existovat. VSimnéme si
jesté, Ze podle definice je supremum prazdné mnoziny nejvétsi prvek mnoziny
A a podobné infimum prazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny A.

Lemma 1.1. Bud A cdstecné uspoiddand mnoZina. Necht X a 'Y jsou jeji
podmmnoziny takové, Ze existuji suprema x :=sup X a y :=supY. Eristuje-li
sup{z, y}, potom existuje také sup(X UY) a plati rovnost

sup(X UY) = sup{z,y}.
Podobné pro infima.

Diikaz. Necht a € X UY. Jestlize a € X tak a <sup X =z, pokud a € Y,
tak a < supY = y. Proto plati, Ze a < sup{z,y}. Je-li s € A takové, Ze
a < s pro kazdé a € X UY, potom z definice suprema plyne, Ze x,y < s.
Odtud dostaneme, Ze sup{z,y} < s. Proto sup{z,y} =sup(X UY). O

Lemma 1.2. Bud A c¢dstecné usporddand mnoZina. Md-li kaZdd dvouprvkovd
podmnoZina mnoziny A supremum (infimum), potom md kaZdd neprizdnd
koneénd podmnozina mnoZiny A supremum (infimum).

Diikaz. Predpokladejme, Ze mé kazda dvouprvkovia podmnoZina mnoziny A
supremum a ukazme, Ze kazda neprazdné konecnd podmnoZina mnoziny A
ma supremum. Pfipad infima je analogicky. Pro spor pfedpokladejme, Ze
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tomu tak neni. Bud n nejmensi pfirozené &islo pro které existuje n-prvkova
podmnozina X, kterd nema v A supremum. Mnozina X je alesponi dvouprv-
kové, a proto je sjednocenim svych nepréazdnych vlastnich podmnozin M; a
Ms. Mnoziny M a My maji méné nez n prvka a proto maji podle induké-
niho predpokladu suprema. ProtoZe existuje supremum kazdé dvouprvkové
podmnoziny mnoziny A, existuje sup{sup Mi,sup Ms}. Vzhledem k Lem-
matu 1.1 je toto supremum rovno sup X, coz je ve sporu s volbou mnoziny

X. U

1.2. Definice svazu. Bud A uspofddana mnoZina jejiz kazda dvouprvkova
podmnozina mé supremum a infimum. Na mnoziné A definujme binarni ope-
race spojent , znacime “V”, a priseku, zna¢ime “A”, takto: a V b = sup{a, b}
a a Ab=inf{a,b}. Pravé definované operace maji tyto vlastnosti:
Komutativita:
e aVb=>bVa,
e aANb=bAa,
Asociativita:
e (avb)Vec=aV (bVc),
e (anb)ANc=aAN (bAc),
Absorpce: aV (aAb) =aA (aVb) =a,

pro vSechna a,b,c € A.

Diikaz. VSechny vlastnosti plynou snadno z definic. Zcela zfejma je komuta-
tivita. V piipadé€ spojeni dostaneme s vyuzitim Lemmatu 1.1, Ze

aV (bVc) = sup{a,sup{b, c}} = sup{a,b,c} = sup{sup{a,b},c} = (aVb)Ve.

Podobné postupujeme v pripadé priseku a tak ukdZeme asociativitu. Zbyva
absorpce. Podle definice mame a V (a A b) = sup{a,inf{a,b}}. Protoze a >
inf{a, b}, je sup{a,inf{a,b}} = a. Podobné a A (a vV b) = inf{a,sup{a,b}} a
protoze a < sup{a, b}, plati, ze inf{a,sup{a,b}} = a. O

Definice. Mnozinu A spolu s komutativnimi a asociativnimi operacemi “Vv”
a “A” svazanymi vlastnosti absorpce nazveme svazem.

Lemma 1.3. Bud A svaz. Potom plati
(i) a=aVa=aAa,
(il)) a=a Ab pravé kdyzb=a Vv b,
pro vechna a,b € A.

Diikaz. Diky absorpci plati, Ze a Va = aV (a A (a Vb)) = a a podobné

aNa=aA (aV(aAb))=a. Odtud plyne (i).
Predpokladejme, ze a = aAb. Potom aVb = (aAb)Vb = b. Posledni rovnost
plati opét diky absorpci. Opac¢nou implikaci bodu (ii) dokdZzeme analogicky.
U

Bud A svaz. Na mnoziné A definujme relaci “<” takto: a < b praveé kdyz
a=aAb (coz je podle Lemma 1.3(ii) ekvivalentni rovnosti b = a V b).
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Tvrzeni 1.4. Bud A svaz. Relace “<” indukovand svazovymi operacemi je
uspotdddnim mnoZiny A. Pritom pro vSechna a,b € A plati, Ze a V b =
sup{a, b} a aAb = inf{a,b}. Specidlné, kazdd neprazdnd konecnd podmnoZina
mnoZiny A md supremum a infimum.

Diikaz. Predpokladejme, Zze a = a A'b a zaroveh b = bAc, tj., ze a < b a
zaroveil b < ¢. Potom aAc= (aAb)Ac=aA(bAc)=aAb=a, odkud
je vidét, ze a < c¢. Proto je relace “<” tranzitivni. Plati-li a < b a zaroven
b < a, potom a = a Ab=0b. Podle Lemmatu 1.3(i) plati, Ze a = a A a, tedy
a < a. Proto je relace “<” uspofadanim mnoziny A.

Z absorpce a komutativity plyne, ze a = a A (aVb) ab =0bA (aVb),
odkud a,b < a V b. Je-li naopak a,b < ¢, plati podle Lemmatu 1.3(ii),
zec=aVec=bVe Odtudec=aVe=aV(bVe) = (aVb)Vca
proto a V b = sup{a,b}. Podobné ukazeme, Ze a A b = inf{a,b}. Existence
infim a suprem v8ech neprazdnych konecnych podmnozin mnoZziny A plyne
z Lemmatu 1.2. ]

Na svaz je tak mozné pohlizet jako na algebru se dvéma operacemi “V” a
“A” splhujicimi piislusné axiomy nebo jako na usporfadanou mnozinu v niz
mé kazda neprazdné koneéna podmnozina supremum a infimum.

Definice. Svaz A nazveme omezeny, ma-li nejvétsi a nejmensi prvek. Nej-
vetsi prvek svazu obvykle znacime 14, nejmensi pak 04 (nebo jen 1 a 0, je-li
svaz A jednozna¢né uréeny ze souvislosti).

Vsimnéme si, Ze je-li A usporadani mnoZina a znac¢i-li } prazdnou pod-
mnozinu A, jsou sup ), resp. inf ) rovny nejmensimu, resp. nejvétsimu prvku
mnoZiny A. Omezené svazy tedy odpovidaji uspofadanym mnoZzinam, jejichz
kazda konefné podmnozina ma supremum a infimum.

Definice. Svaz nazveme 4plngm, mé-li kazdé jeho podmnozina infimum.
Je-li A uplny svaz a X jeho podmnozina, potom je
sup X =inf{a € A|b < a pro kazdé b € X}.

Proto méa kazda podmnoZina tuplného svazu také supremum. V souladu se
znaCenim binarnich svazovych operaci budeme znacit \/ X, resp. A X supre-
mum, resp. infimum podmnoziny X usporddané mnoziny A.



