PRIKLADY Z LA
II. SEMESTR

PAVEL RUZICKA

1. SKALARNI SOUCIN

Priklad 8.1. Ovéite, Ze vektory vi = (1,2, —1)T, vy, = (2,—-1,0)7,
vy = (1,2,5)T jsou po dvou kolmé. Prevedte trojici vy, Vo, V3 na or-
tonormdlni bazi Q = {qi,qs,q3} prostoru R3. a urdete soutadnice
vektoru u = (1,1, 1) vzhledem k bdzi Q.

Reseni. Nejprve ukazeme, ze jsou vektory vy, vo a vz po dvou kolmé.
Vzhledem k symetrii skaldrniho soucinu staci ovérit, ze jsou souciny
(vy | va), (v1 | v3) a (vy | v3) nulové. Pfimym vypoctem dostaneme:

Vi | Vo :12+2—1+—10:2—2:0,
(V1] v2)
(vi|vs) =11422+(-1)5=14+4—5=0,
(v2 | v3)
Nyni polozime q; = v;/||v;||, pro i = 1,2, 3. Dostaneme
Vil = (v i) = 24 2 (1P =T+ 4+ 1=6,
[Vall* = {va | va) =2+ (-1 + =4+ 1 =5,
Vsl = (vs | vs) =12+ 22+ 52 = 1+ 4+ 25 =30

1
=— —=(2,-1,0)", q3 = ——
q1 \/6 \/5( ) a3 \/%
ProtoZe vektory qi, qs, qs tvofi ortonormélni bazi prostoru R?, jsou
podle Tvrzeni 8.14 soutradnice vektoru u vzhledem k této bazi rovny
skalarnim soucintim vektoru u s jejimi prvky. Spocteme

<1a27_1)T7 Q2 = (1,275)T.

1 2
(@ Ju) = (114214 (-1).1) = \/;

1 1
(qz | u) = \/5(2.1 +(=1).1+0.1) = 7

1 2
(qs | u) = ﬁ(“ +21+451)=4 =

1
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fulo — <@ %,4\/3?

Cviéeni 8.1. Normalizujte tyto vektory z prostoru R*:

(a) vi =(1,2,0,2)7,

(b) v = (1,-2,0,—2)7,

(c) vs=(1,1,3,—-1)7.
Resent. vi/ ||vi| = 1/3(1,2,0,2)T, vo/ [|va]| = 1/3(1, 2,0, —=2)T, v3/ ||vs]| =
V3/6(1,1,3,—1)7.

Cviceni 8.2. Pro kazdé n € N urcete normu vektoru

Vo= (1,V3,V5,...,v/2n - 1)T

a tedy

prostoru R™.
Resent. ||v,|| = n.

Problém 8.3. Pro dvojici redlnych cisel a < b oznacéme symbolem
C(a,b) redlnyg vektorovy prostor vSech spojitych funkci na uzavieném
intervalu [a,b]. Ukazte, Ze predpis

t.8) = [ fo)glade,

kde f = f(z), g = g(x) € C(a,b) definuje skaldrni soucin na prostoru
C(a,b).

Cviceni 8.4. Urcete normy téchto vektori prostoru C(—m,m):

(a) f = cost,
(b) g = cost + sint,
(€) h = ¥, o
Resend. || f|| = 1/2y/7, |lgll = 1/v2r, ||| = 1/2y/7
Problém 8.5. Necht ay, ao,..., a, je n-tice redlnych c¢isel a necht o

je néjakd permutace mnozZiny {1,2,...,n}. Pro kazdé i € {1,2,...,n}
poloZme b; = a; — a,(;). DokaZte, Ze plati

=1

Cviceni 8.6. Ouérte, Ze vektory vy = (1,0,1, —1)T, vy = (1,1, —1,0)7,
vy = (1,-1,0,1)T, v4 = (0,1,1,1)T jsou po dvou kolmé. Prevedte
ctverici Vi, Va, Vi, V4 na ortonormdlni bdzi Q prostoru R*. Urcete
soutadnice vektoru u = (1,1,1,1) vzhledem k této bdzi.
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Reseni. Q : %(1,0, 1,-1)T

ulo = 45(1,1,1,3)"

Problém 8.7. Dokazte, Ze norma ||x|| na redlném vektorovém prostoru
V je urcena skalarnim soucinem prdve tehdy kdyz platt

2 2 2 2
2(11ll + [y [17) =l = y[I” =+ lIx + vl

pro kaZdou dvojici X, y vektori prostoru V.

) %(17 17 _17O>T7 %(17 _1707 1)T a %(07 17 ) 17 1)T7

Problém 8.8. Dokazte, Ze pro 1 < p je norma definovand na n-
dimenzionalnim redlném vektorovém prostoru predpisem

n

x|l = (3 |z [?)7

i=1
urcena skaldrnim soucinem prdvé tehdy kdyz p = 2.

Priklad 8.2. Pomoci Gramova-Schmidtova algoritmu urcete ortonor-
mdlni bdzi podprostoru W prostoru R* generovaného vektory u; =
(1,2,1,0)7, uy = (0,3,0,3)T, ug = (0,2,2,0)T.
Re$end. Hleddme ortonormdlni mnozinu vektori {qi, qqs, qs}, kterd
spliiuje tyto podminky
() L{ai} = L{w},

(i) L{a1,q2} = L{uy, ua},

(i) L{aq1,4q2,q3} = L{uy,uy, uz}.
(V zachovavani téchto podminek spoé¢iva myslenka Gramova-Schmidtova
algoritmu.)

Krok 1: Spocitame ||[u;|* = 1.1+ 2.2+ 1.1+ 0.0 = 6 a polozime
uq 1

q = = —

o wl Ve

Krok 2: Nejprve spocitame vektor

(1,2,1,0)".

(8.1) dy =z — (Q | up) .
Podle definice je

1
W) = —(1.0+23+1.0+0.3) = V6.
<Q1| 2> \/6( )

odkud, po dosazeni do formule (8.1), dostaneme

V6
L =1(0,3,0,3)" — 2=(1,2,1,0)" = (-1,1,-1,3)".
q; = ( ) ﬁ( ) = )

Nyni spocitame

laall® = (=1)° + 1% + (-1)* + 3° = 12
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a odtud
q5 1 T 1 T
q = :7—1’1’—1’3 :7—171,_1,3 .
* = el ~ Vi = )
Krok 3: Nakonec ur¢ime vektory
(8-2) qé =uz — <Q1 \ 113> qi — <QQ \ 113> q2
a
q;
(8.3) Qg = ——.
las||

Podle definice spocitame

1
W) = — = (1.0+22+1.2+0.0)=vV6
<q1| 3> \/6 ( )

1
(q2 | us) = N ((=1).0 + 1.2 4 (=1).2 + (—3).0) = 0.

Dosadime do (8.2) a dostaneme

6
qs = (0,2,2,0)T—£(1,2, 1,007 =(0,2,2,00"—(1,2,1,0)" = (~1,0,1,0)".
V6
Je ihned vidét, 7e ||q}|| = v/2 a tak, po dosazeni do (8.3) dosta-
neme, ze
qs 1
a3 = ==
lasl V2
Sami jiz ovéfte, ze mnozina qi, gz, g3 je ortonormalni a plati podminky
(1), (ii) a (iii). O
Priklad 8.3. Urcete souradnice vektoru w = (0,1, —2,3)" vzhledem k
bazi Q = {qi1,q2,q3} podprostoru W.

(-1,0,1,0)".

Reseni. Nejprve si v§imnéme, 7ze w = us — ug a tedy w € W. Pro-
toze vektory qi, gz, q3 tvofi ortonorméalni bazi podprostoru W, jsou
soutfadnice vektoru w vzhledem k této bazi urceny skalarnimi souciny
(a1 | W), (q2 | W), (q3 | w). Pfimym vypoctem dostaneme,ze

1 —6 -2
Wzi7 Wziz—\/ga Wziz—\/ﬁ
(qi | w) \/6 (qz | w) 23 (az | w) \/5
a tedy [Wlo = (L, —v/3,—v/2). 0
Priklad 8.4. Urcete soutadnice ortogondlni projekce Pw(e1) vektoru
e; = (1,0,0,0)T na podprostor W wzhledem k bdzi Q = {qi,qz,qs}-

Urcete souradnice tohoto prumétu vzhledem ke standardni bdzi prostoru
R*.
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Reseni. Protoze je Q ortonorméalni baze prostoru W, jsou soufadnice
vzhledem k této bazi ortogonalni projekce vektoru e; na podprostor
W uréeny skalarnimi souciny (q; | e1), (qz2 | €1) a (qs | e1) (Dokazte!).
Plati

(a1 | e1) . (92 | e1) - (a3 | e1) —
e = —=, e = —, e = — =,
q: | €1 \/6 q2 | €1 9 \/— qs3 | €1 \/§
odkud dostvime, Ze [Pw(e1)lo = (5, 575, 75) - Zbva uréit soutad-

nice vektoru Pw(e;) vzhledem ke standardni bézi £ prostoru R*. K
tomu staci spocitat linearni kombinaci

3
(84) PW e1 Z q; | e1
i=1
Po dosazeni do (8.4) dostaneme, Ze

[Pw(el)le = i(3, 1,-1,-1)7".
O

Cviceni 8.9. Pomoci Gramova-Schmidtova algoritmu urcete ortonor-
mdlni bdzi {qi,qs,qs} podprostoru prostoru R* generovaného vektory
vi=(1,1,1,1)T, vo = (1,0,1,0)", v5 = (2,1,1,0)T.

Reseni. q1 = 1/2(1,1,1,1)7, qo = 1/2(1, 1,1, -1)7, q3 = 1/2(1,1, -1, —1)7.

Cviceni 8.10. Jak se zméni vysledek Cviceni 8.9 nahradime-li vektor
vy vektorem —vq ?

Resend. Dostaneme q;, —qa, qs.

Cviceni 8.11. Pomoci Gramova-Schmidtova algoritmu urcete orto-
normdlni bazi {fy, £, £} podprostoru prostoru C(—1,1) generovaného
vektory 1, x, x2.

Regeni. fy =1, f; = 3z, f, = %ﬁﬁ —

=

Problém 8.12. Necht 'V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim sou-
¢inem. Necht W' je podprostor prostoru 'V a necht O = {qq,...,qm}
je ortonormdlni bdze podprostoru W. Dokazte, Ze pro kaZdy vektor v
prostoru V jsou (v | dq1),...,(V | Qm) soutadnice ortogondlni projekce
vektoru v na podprostor W vzhledem k bazi O.

Piiklad 8.5. Urcete ortogondlni doplnék podprostoru W prostoru R*
generovaného vektory vi = (1,—1,0,1)7, vo = (2,0,1,0)T a v3 =
(-1,-1,-1,1)T.
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Reseni. Uvazme matici

1 2 -1
-1 0 -1
A= 01 —1
10 1

jejiz sloupce jsou tvotreny vektory vq, vo a v3. Potom je podprostor W
roven sloupcovému prostoru matice A a podle Véty 8.24 je

Wt = S(W)*t = N(AT).

Ortogonalni dopliek prostoru W je tedy roven podprostoru vsech fe-
Seni homogenni soustavy rovnic urcéené matici

1 -1 01
AT=] 2 0 10
-1 -1 -1 1
Matici AT upravime do fadkové odstuptiovaného tvaru
1 -1 0 1
0o 21 -2 |,
0 00 O

odkud urc¢ime hledany prostor vSech feseni dané homogenni soustavy
rovnic jako linearni obal vektori (1,1,—2,0)T a (—1,0,2,1)7. Tedy
Wt =£{(1,1,-2,0)", (-1,0,2,1)"}.
O

Cviceni 8.13. Uréete ortogondlni doplnék podprostoru prostoru R3
generovaného vektory (1,1,1)T a (1,2,2)T. Nacrtnéte si obrdzek.

Resend. £{(0,1,-1)"}.

Cviceni 8.14. Urcete ortogondlni doplnék k linedrnimu obalu vektori
(1,-1,1,0,1)7, (0,1,-1,1,0) a (2,1,2,0,—1)T v prostoru R>.

Resent. £{(-1,0,1,1,0)7, (—1,1,1,0,1)T}.

Priklad 8.6. Urcete ortogondlni projekci vektoru b = (1,0,1,0)T na
linedrni obal vektoru

u, = (1,0,—1, D)7, uy = (0,1,1,0)", uz = (1,1,1,0)".

Resend. Symbolem U ozna¢me linedrni obal vektord u;, uy a us. Hle-
dame vektor v € U takovy, ze b — v € Ut (Ut znaci ortogonalni
doplnék podporstoru U). Vektor v najdeme tak, Ze uréime jeho sou-
fadnice 1, w9, 3 vzhledem k béazi u;, uy, uz prostoru U. Pro kazdé
1=1,2,3 plati

(b—v|uw) =0,



odkud
(b w) = (v|w)
a tedy
(wy | W)z + (ug | W) zo + (ug | w;) x3 = (b | w;) .
Soutadnice x1, T2, 3 tak uréime ze soustavy rovnic
(ug |ug)zy + (ug | wg) 22 + (ug | uy) z3 = (b | uy)
(8.5) (ur | ug) z1 + (ug | ug) 22 + (uz | uz) v3 = (b | uy)
(ug | ug) 21 + (ug | uz) 9 + (us | uz) z3 = (b | uz),
jejiz koeficienty muzeme pfimo spocitat (vyuzivame symetrie skalér-
niho soucinu).
(up |uy) =3, (w [u) =—1, (u [ug) =0,
(us [ us) =
(b | u)

3

2, (112|113)—2 (113|113>:3,
0, (b|uz) =1, (b|uz) =2
(8.

Zbyva vytesit soustavu (8.5):
3 =1 0 |0 -1 2 2 |1 -1 2 2 1
-1 2 2|1 056 |3 ]|~ 010 | -1
0 2 3| 2 0 2 3| 2 0 2 3 2
-1 2 2 1
~ 010 | —-11,
0 0 3 4
odkud dostaneme, ze x3 = %, Ty =—1, 11 = —% a tedy
1 0 1 3
o1 0 |1 n 411 ] 1 1
v 3| -1 1 3 1] 3 2
1 0 0 1

Vsimnéme si, ze jestlize oznacime symbolem A matici, jejiz sloupce
jsou tvofeny po fadé vektory u;, ug, ug bude soustava (8.5) odpovidat
soustaveé

ATAx = A™b.
O
Cviceni 8.15. Urcete ortogondlni projekci v’ vektoruv = (1,2,2, —1, 1)T
na podprostor prostoru R® generovany vektory u; = (1,0,1,1,0)

u, = (0,1,1,0, l)T, uz = (1,-1,0,1, O)T.
Reseni. v/ = (1,0,0,—1,0)T.
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Cvigeni 8.16. Urcete ortogondlni projekci £ vektoru f = x* na pod-

prostor prostoru C(—1,1) generovany vektory 1, x, 2?2 a 3.

Resent. £/ = 2%/7+ 1/5.

Problém 8.17. Bud'P podprostor prostoru C(—1,1) generovany vsem;
polynomy. Urcete ortogondlni doplnék podprostoru X prostoru P gene-
rovaného polynomy 1, 22, x*,. ...

Priklad 8.7. Metodou nejmensich ctverci reste soustavu

Ax =D,
kde
1 00 9
0 —1 1 —1
A=l1 1 1 ¢ b= 9
0 0 1 3

Reseni. Hledame ortogonélni projekci vektoru b na podprostor M =
S(A). Soufadnice této projekce vzhledem k bazi prostoru S(A) tvorené
sloupci matice A nalezneme jako feseni soustavy

(8.6) ATAx = A'b.
Spoc¢teme souciny ATA a ATb:

1 010 (1) . (1) 2 1 1
ATA=|0 -110 L 11 |=l1tz20
0 111 0 0 1 10 3
a
1 010 _f 4
A™b=|0 -1 10 5 | =13
0 1 11 3 4
Dosadime do (8.6) a soustavu vyfesime. Upravime
211 4 1 0 3 4 10 3 4
1203 |[~]01 =5 —4 [~ 01 =5 | —4
1 03 | 4 0 2 -3 -1 00 7 7

a zpétnou substituci spocitame, ze 1 = 1, x5 = 1 a x3 = 1. Nakonec
uréime projekci Pyg(b) vektoru b na podprostor M:

1 0 0 1
3

0 -1 1 0
= 0 0 1 1



Priklad 8.8. Urcete QR-rozklad matice

1 0 -1
1 2 1
A= 11 -3
01 1

a metodou nejmensich ctverci reste soustavu
Ax =D,
kde b= (1,1,1,1)7.

Reseni. Hleddme matici Q typu 4 x 3 jejiz sloupce tvoii ortonormalni
mnozinu a horni trojihelnikovou matici R typu 3 x 3 s kladnymi prvky
na diagonale tak, ze

A =QR.

Nejprve najdeme matici Q. Snadno lze ovérit, Ze sloupce matice A jsou
linedrné nezavislé a tedy tvoif bazi s; = (1,1,1,0)7, s; = (0,2,1,1)7T,
s3 = (—1,1,-3,1)T prostoru S(A). Tuto bazi transformujeme pomoci
Gramova-Schmidtova algoritmu v ortonormélni bazi {qi,qs,qs} pro-
storu S(A). Vektory této baze budou tvofit sloupce matice Q.

Krok 1: Plati
S1 1

QW=7 7= 75
s /3

Krok 2: Vektor g}, urc¢ime ze vztahu

(1,1,1,0)".

q; =Sz — (q1 | s2) 1.

Spocitame

1 . A
{au | s2) = <\/§(1,1,1,0) (0,2,1,1) >_ V3

a po dosazeni dostaneme

1
d,=(0,2,1,1)" - ﬁ%(l, 1,1,00" = (-=1,1,0,1)7.

Vidime, Ze ||qb|| = V/3 a tedy

a5 1 T
Q@ =—=—(-1,1,0,1)".
laall V3
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Krok 3: Vektor g} urc¢ime ze vztahu

(8.7) q; =s3 — (a1 | s3) a1 — (92 | 83) Qo
Plati

1 . A
<q1|s-3>=<ﬁ(1,1,1,0) | (-1,1,-3,1) >_ V3

a

(q2 | s3) = <\}§(—1, 1,0,1)" | (—1,1,-3, 1)T> = /3.

Dosadime do (8.7) a tak dostaneme

1 1
L=(-1,1,-3, 17 — (=v3)—=(1,1,1,0)" — v3—=(-1,1,0,1)7
qs = ( ) —( )\/3( ) f< )
= (-1,1,-3, )" +(1,1,1,0)" —(-1,1,0,1)" = (1,1, -2,0) .

w

Nakonec spocitame ||qs|| = v/6 a polozime

q; 1 T
q3 = = 7<1717_270) .
lasl V6

Jak bylo feceno na zacatku tvoii vektory qi, q2 a q3 sloupce matice Q
a tedy

1

Lol

1 1 1 —
Q=— V2
V3|1 o0 —%
0 1 0

Matici R mtzeme urcit pfimo, nebot plati

[s1]] (a1 ]s2) (ai]ss)
0 lagl] (a2 ss)
0 0 Jlasll-

Pokud si vztah (8.8) nepamatujeme, mizeme urcit matici R na zakladé
nasledujici uvahy: Sloupce matice Q tvofi ortonormalni mnozinu a tedy

(8.9) Q'Q -1,
Odtud a ze vztahu

(8.8) R

plyne, ze
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Tj.

1 1 10 10 -1

R |1 1 o1 12 1

V3l L o1 _2 g 11 -3

V2 V2 V2 01 1

L (33 =3 11 -1

——10 3 3 1=v3[01 1
\/3003¢§ 00 V2

Zbyva vytesit metodou nejmensich ¢tverct soustavu
(8.10) Ax =b.

Snadno bychom ovéfili, ze vektor b nelezi v prostoru S(A) a proto nema
soustava (8.10) Feseni. Budeme hledat vektor x tak, aby byla ||Ax — b||
miniméalni, coz nastane pravé tehdy kdyz bude vektor Ax — b lezet v
ortogonalnim doplitkku prostoru S(A), tj. pravé tehdy kdyz bude platit

AT(Ax —b) =0,
odkud
(8.11) ATAx = A™b.

Rovnici (8.11) bychom mohli fesit pfimo, my vSak mame rozklad A =
QR! Po dosazeni do (8.11) za A dostaneme, ze

(QR)"QRx = (QR)"b,
odkud

R"Q"QRx=R"Q’Db.
Nyni pouzijeme vztah (8.9) a dostaneme, Ze

R'Rx =R7Q"b.

Matice R” je dolni trojthelnikova s kladnymi prvky na diagonile a
proto je regularni. Mizeme s ni tedy kratit a dostaneme konec¢né
(8.12) Rx = Q”b.

Soustavu (8.12) vyfesime piimo zpétnou substituci. V nasem konkrét-
nim pripadé mame

11 -1\ [ (11 10 } ,
V3l o1 1 o | =—| -1 1 0 1 -
3\ L oL 2 1 3
00v2)\w) V3G & -Z o) ] V3
a zpétnou substituci dostaneme, ze x; = %, To = %, x3 = 0. O
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Cviceni 8.18. Urcete QQR-rozklad matice
11
A= ( I )

- (1) n-i(i )

Cviceni 8.19. Urcete QQR-rozklad matice

0 —20 —-14
A=1]3 27 —4
4 11 -2
Resend.
0 —20 -—15 1 5 25 —4
Q=5 |15 12 -16 |, R=_|0 2 10
20 -9 12 5\o 0 10
Cvideni 8.20. Necht
1 6 0
-1 =2 0
A= 0 2 3
2 2 -3

je redlnd matice a b = (4,2,0,2)7 je vektor.
(a) Urcete QR-rozklad matice A.

(b) Metodou nejmensich ¢tverci feste soustavu rovnic Ax = b.

Resend. (a)
1 2 -1
Q- L| L 0-1 R_1(1)§—1
alo i) rali

(b) T = —2, Tog = 1, T3 = —1.
9. DETERMINANTY

Problém 9.1. Dokazte, Ze permutace p € S, je sudd prdvé kdyz ma
sudy pocet cyklu sudé délky a lichd prdave kdyZ ma lichy pocet cykli
sude delky.

Priklad 9.1. Urcéete znaménko permutace

(1 234 5 678 9 10 11 12
2459121813 7 6 10)°
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Regend 1. Permutaci p rozloZime v soudin transpozic (transpozice skla-
ddme zprava doleva jako zobrazeni). Napfiklad

p = (6,11)(1,8)(1,7)(1, 10)(1, 12)(1,5)(1, 3)(1, 9)(1,4)(1,2).
Pocet transpozic v tomto rozkladu je sudy a proto je sgnp = 1. 0

Re$end 2. Permutaci p rozloZime v soucin nezavislych cyklt (tento roz-
klad je az na poradi cykla jednoznacény):

p=(6,11)(1,2,4,9,3,5,12,10,7,8).

Vidime, Ze se permutace p € Sis rozklada v soucin dvou nezavislych

cyklii a proto je sgnp = (—1)'272 = 1, tj. permutace p je suda. O

Reseni 3. Permutaci p opét rozlozime v soucin nezavislych cykli:
p=(6,11)(1,2,4,9,3,5,12,10,7,8).

Ve vysledném rozkladu jsou dva sudé cykly a proto je permutace p,
podle Problému 9.1, suda. 0

Cviceni 9.2. Urcete znaménka téchto permutaci:

_(123456789101112)

128 73 156 24 9 11 10
- 12345 6789 10 11 12
7\ 1045971186312 2 1)
(1 2 3 4567 89 10 11 12 13 14 15
~\5 8 11 12 4 9 2 7 6 13 15 1 10 14 3
Reseni. Permutace maji tato znaménka: sgnp = —1, sgng = 1 a
sgnr = —1.

Cviceni 9.3. Spoctéte determinanty

1 9 1 21 1 21
dl:‘Z o 5 d2: 20 1 5 d3: 2 —1 1
010 0 20

Resend. Plati d; = —6, dy = 1, d3 = 2.

Problém 9.4. Dokazte, Ze determinant horni (dolni) trojihelnikové
matice je roven soucinu prvkid na jeji diagondle.

Priklad 9.2. Spoctéte determinant matice

123 0

-1 2 0 -1

A= 213 1
012 1
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Resend. Matici A upravime pomoci elementarnich fadkovych tprav na
horni trojuhelnikovy tvar a potom vynasobime prvky na diagonale vy-
sledné matice:

123 0 |1 2 3 0 1 2 3 0
120 -1 |0 4 3 -1| |0 1 2 1
213 1|°|0 -3 -3 1|~ |0 -3 -3 1
012 1| [0 1 2 1 0 4 3 -1
12 3 0| [12 3 0 1230
o2 1f_jo1 o2 1] Jo1 2
=7loo 3 4/7l0o0o -5 5= °l0011
00 -5 5| |00 3 4 0034
1230
0121
=Plogo11|” "
000 1

Priklad 9.3. Spoctéte determinant matice

1 0 2 0 1
0o -1 1 3 0
A=2 2 1 0 0
0o 1 2 -1 0
1 -1 -1 -1 -1

Reseni. Strategie: Matici A budeme upravovat pomoci elementérnich
rfadkovych nebo sloupcovych tprav. V ptipadé, ze dostaneme sloupec
nebo tadek ve kterém je dostatecné mnoho nul tak determinant podle
tohoto sloupce rozvineme.

1 0 2 0 1 1 02 01
0o -1 1 3 0 0 -1 1 30
detA=12 2 1 0 0|=}2 21 00
0o 1 2 -1 0 0 12 —-120
1 -1 -1 -1 -1 2 -11 -120

Vysledny determinant rozvineme podle patého sloupce. Dostaneme

0 -1 1 3 0 -1 1 3
2 21 0 2 21 0
detA=(=D"-1-\ o 7 5 1=y 12 1
9 —1 1 -1 0 -3 0 —1
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Nyni rozvineme podle prvniho sloupce a upravime:

-1 1 3 -1 1 3
detA=(-1D)"*.2.] 1 2 —-1|=-2| 3 0 -7
-3 0 -1 -3 0 -1

Nakonec rozvineme podle druhého sloupce

3 =7

_ _ 9. (_1\1+2 1.
det A = —2-(~1)1*2.1 '_3 1

SR

-3 -1
a spocitame podle definice
det A =2 (3 (~1) — (=3) (7)) = 2(~24) = ~48.

Cviceni 9.5. Spoctéte nejprve upravou na trojiuhelnikovy tvar, potom
upravami a postupnym rozvojem podle vhodnych rddku a sloupci de-
terminanty dy a ds:

1 0 -2 1 10 210
3 _1 -3 3 12 330
dl - 5 d2: —2 O —3 0 3
1 -1 3 1
1 0 0 -2 10 200
-1 2 0 3 2
Reseni. di =6 a dy = 2.
Priklad 9.4. Pro kazdé n € N spoctéte
2 -1 0 0 ... 0 O
-1 2 -1 0 ... 0 O
0o -1 2 -1 0 O
d, = 0O 0 -1 2 0 O
0O 0 0 O 2 -1
0O 0 0 O -1 2

Reseni. Rozvineme-li determinant d,, podle prvniho fadku, dostaneme

2 -1 0 ... 0 O -1 -1 0
-1 2 -1 ... 0 O 0 2 -1
0o -1 2 ... 0 O 0 -1 2
d, =2 +(—=1)(—1)
0 0 O 2 -1 o 0 O
0 0 O -1 2 0o 0 O




16 PAVEL RUZICKA

Rozvneme-li druhy ze s¢itanctt opét podle prvniho fadku, dostaneme,
ze

-1 -1 0 .. 0 0 0 1 0 o
0o 2 -1 0 O
0 -1 2 0 0 -2 0 0
=(=1)| oo +0
0 0 0 .. 2 -1 O
0O 0 0. -1 2 i
dn—2
Je tedy
(9.1) dy, =2d, 1 — d,_s.
2 y 2 -1 ,
Snadno spocitame, ze dy = 2, dy = 1 9 ‘ = 3 a postupnym
dosazovanim do (9.1) dostaneme, 7e d3 = 4, dy = 5, d5 = 6, atd. Nyni
indukci snadno ukazeme, ze d,, = n + 1. O

Zatim bez dikazu, dikaz uvedeme v nésledujici kapitole (Pfiklad 10.7),
si uvedme vztahy, které lze vyuzit pfi vypoctu nésledujicich dvou cvi-
¢eni. Nechf je dan rekurentni vztah

(9.2) d, = ad,_1 + bd,,

a hodnoty dy, ds. Jsou-li o, § koreny kvadratické rovnice
2> —ar—b=0,

potom jeslize a # 3, tak

(9.3) dp = a"c; — "¢,

kde
C—d2_6d1 a C_dg—&dl
Cala=0) 7 Bla—p)
a jestlize a = 3, tak plati
(9.4) dp = (n —1)a" 2dy — (n — 2)a" d;.

Poznamenejme jesté, ze v Piikladu 9.4 je a = 3 =1 a tedy

d,=Mm—-1)-3—(n—-2)-2=n+1.
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Cviceni 9.6. Pro kazdé n € N spoctéte determinant

11 00 ... 0 0

-1 1 120 0 0

0 -1 11 0 0

d, = 0 0 -11 0 0
0O 0 00 11

0o 0 O -1 1

nxn

Resent.

o= (57) (29) (59 ()

2 5—+5 2 545

Cviceni 9.7. Pro kazdé n € N spoctéte determinant

5300 00
2530 00
0253 00

d,=[0 0 25 00
0000 5 3
0000 25|

Reseni. d,, = 3ntt — 27+l

Priklad 9.5. Pro kazdé n € N spoctéte determinant

a T T ... T
T Qo T ... T
d,=| = a3 ... «x ,
xr T x an | .
kde x ¢ {ai,...,a,} (sami si miZete zkusit vyresit pripad, kdy © = a;

pro nékteré i =1,...,n).

Reseni 1 (Pfevedenim na dolni trojihelnikovy tvar). Matici jejiz de-
terminant pocitame prevedeme pomoci elementarnich tprav na dolni
trojihelnikovy tvar. Nejprve odecteme od druhého az n-tého sloupce
prvni sloupec.

aq xZ T T a r—ay Tr—ay ... r — aq
r a T ... X T Gy —T 0 ... 0
d,=| z x a3 r|=| x 0 as—z ... 0
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Nyni z i-tého fadku vytkneme vyraz a; — x. Dostaneme

B L |

n el 0

dp = [](a; — z) e 001 0
i=1

I

ze

00 0
i £ 10 ... 0
:H(ai_x) a;x 01 ... 0],
=1
anx_z 00 1
kde
=4 +zn: 1+Z
_al_x j2a3 I_ la]—l’

Vynéasobenim prvku na diagonale vysledné matice dostaneme nakonec,
7€

O

Reseni 2 (Rekurzi). Determinant d,, dimysiné rozlozime podle posled-
niho radku:

a T x x a, T x x a1 T x x
T A T ... T T a T ... T T a x x
d,=|  x a3 rT|=| T a3 Tz |+ x x as T
r T x an 0 0 O ap — T r T x T

Prvni ze s¢itanct rozvineme podle posledniho fadku, ve druhém ode-
¢teme posledni fadek od kazdého z fadk, ktery lezi nad nim. Po téchto
Uupravach dostaneme, ze

u . . a; —x 0 0 0
; . 0 ay—x 0 0
d, = (a,—1) 2 + 0 0 a3 —=x 0=
- a, | |
z T x z
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n—1
= (an — 2)dp1 + 2 [ (@i — ).
i=1

Indukci snadno ovérime, ze

i=1 =14 —
U
Reseni 3. Necht
aix a2 Q1n
A — 21 G22 Q2n
Qp1  Qp2 Gpp
a
a1 +xr ap+x ... a,+x
B— o1 +T Qo2+ ... Qopn+ X
p1 +T Qpo2+2T ... GQpn+ T
jsoumatice. Pro j = 1,...,n ozna¢me A ; matici ktera vznikne tak, ze v
matici A nahradime j-ty sloupcec vektorem (z,x, ..., x)T. Rozmyslete
si, ze plati
n
(9.5) det B =det A+ ) detA,.
j=1
Polozme
a,—x 0 . 0
A 0 ay—= 0
0 0 ap — T
Potom d,, = det B a snadno ovéfime, ze pro kazdé j =1,...,n je

detAj =z [] (a;—2).
i=1, i#j
Podle (9.5) je

n

dy=det A+ detA; =[[(ai—2)+> 2z [] (a;i—2).
‘ 1, i#j

j=1 i=1 j=1 i=
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Cvicéeni 9.8. Necht ay, ..., a, jsou takovd redlnd c¢isla, Ze ay - - - a, # 0.
Spoctéte determinant

o 1 1. 1
1 e 1. 1
d, = 1 1 - 1
11 1 Lo
Resend.
" @i

Problém 9.9. Necht A, B jsou matice jako na zacdtku predchdzeji-
ctho dikazu. Pripomernime, Ze pro 1 < i, < n znacime symbolem AY
matici, kterd vznikne vynechdanim i-tého radku a j-tého sloupce matice
A. Ukazte, Ze plati

det B :detA—l—ZZa:detAij.

i=1j=1

Cviceni 9.10. Pro kazdé n € N spoctéte

a1+bl CL1+b2 a1+bn
d — a2+b1 a2+b2 ag—f‘bn
a, +b1 a,+by ... a,+b,

Re§eni. d1 = +bl, d2 = albg+a2b1 —Cblbl —a2b2 a dn = 0, pron > 2.

Priklad 9.6. Pomoci Cramerova pravidla teste soustavu

21’1 + Ty — T3 = 1,
o + 333‘3 = 2,
3331 — XT9 + Trs = —1.
Reseni. Polozme
2 1 -1 1
A=]10 1 3 a b= 2
3 —1 1 -1

Nejprve spocitame determinant matice A:
2 1 -1

0o 1 3 :2’
3 -1 1

1 3
-1 1

1 -1
|+3’1 3|=8+12:20.
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Ptripomenme, ze pro ¢ = 1, 2, 3 znac¢ime A, matici, kterd vznikne
nahrazenim i-tého fadku v matici A vektorem b. Podle Cramerova

pravidla je

detA; 1 ; i _:1)) )
;El: = — = y
detA, 1]2 L =L 5
T T ] O s
detA; 1 (2) i ; 1
x?): = — = -
det A 20 3 1 —1
O
Cviceni 9.11. Pomoci Cramerova pravidla Teste soustavu
. — T3 + x3 = 1,
To -+ 21’3 = 07
3r1, + x9 + x3 = —1.
Resend. xy = —1/5, 1o = —4/5, 23 = 2/5.
Priklad 9.7. Spoctéte inverzi k matici
1 -1 2
A= 2 31
-1 01
Resend.
1 -1 2 3 =1 2 3 1
det A = 2 3 1|=]3 31 :‘3 3‘:12.
-1 01 0 01
1 3 1| 12 2 1| 13 2 3|
A= 0 1‘—3, A” = 1 1‘—3, A” = 10 =3,
21 -1 2] _ 22 1 2] _ 23 L —=1]_
AT = o1|__1’ A_—11‘_3’ AT=1 g 0|7
31 -1 2| _ 32 1 2] _ 33 _ (1 =11
A’ = 3 1 = -7, A = 9 1 = -3, A = 9 3 =5,
odkud
3 1 -7 1 3 1 -7
adjA=| -3 3 3 a A—l_E -3 3 3
31 5 31 5
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Priklad 9.8. Spoctéte inverzi k requldarni matici

s=(00)

Reseni. Protoze je matice A regularni, je det A = ad — bc # 0. Adjun-
govanou matici k matici A uréime okamzité:

ade:< d _b>
—C a

1 d —b
Al = .
ad — be ( —C Cl)

Cviceni 9.12. Spoctéte pomoci determinanti inverzni matice k mati-
cim

a tedy

O

cosa —sino COS & sin av
Ro, = < ) , Re, = ( ) )

sin « COS (v sinoe — cos«

Rozmyslete si, jakd zobrazeni z roviny do roviny jsou danymi maticems
reprezentovdna.

Resent.

_ coso sina _ COS & sin o
Ro ! = < ), Re ' = ( )

« —sina cos« a sina — Ccos «

Cviceni 9.13. Spoctéte pomoci determinanti inverzi k requldrni ma-

tict
1 2 -1
A=]10 2
31 1
Resent.
1 -2 =3 4
A l=2 5 4 -3
7
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10. VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY

Cviceni 10.1. Rozhodnéte, ktere z vektori

—1 1 —1 0
- 1 _ 0 - 0 1
u; = 0 ) U = -1 ) us = 2 ) Uy = -3
1 0 2 0
jsou vlastnimi vektory matice
-9 —6 -2 —4
-8 —6 -3 -1

A=l 9 15 8 5
32 21 7 12

a pro ty, ktere jsou vlastnimi vektory urcete prislusnd vlastni cisla.

Reseni. Vlastni vektory jsou uy, us, ug s prislusnymi vlastnimi ¢isly po
fadé 1, 3, 3.

Priklad 10.1. Urcete vlastni c¢isla a vlastni vektory matice

-3 —4 -4
A=| -3 -1 -3
5 4 6

Reseni. Nejprve uréime charakteristicky polynom matice A. Ten je
roven determinantu matice A — \ls:

(=3-)) —4 —4 (1-)) 0 —4
|A—)I;| = —3 (=1-21) —3|= 0 (2—N\) —3
5 4 (6-N) A=1) (A=2) (6-2))

Od prvniho a druhého sloupce jsme odecetli treti sloupec. Nyni miizeme
z prvniho, resp. druhého sloupce vytknout A—1, resp. A—2. Dostaneme

-1 0 —4 -1 0 —4
= (A-1)(A-2)| 0 -1 -3 [=(A-1)(A\-2)| 0 -1 -3
L1 (6-2) 0 1 (2—X

Déle rozvineme vysledny determinant podle prvniho sloupce. Tak do-
staneme, Ze
A-Lj=—-(—D—2)| L 3
3 1 (2-))
=—A=1DA=-2)A=24+3)=—A=-1)(A=2)(A+1).
Odtud vidime, Ze vlastni ¢isla matice A jsou —1, 1 a 2. Vlastni vektory
matice A ur¢ime postupné jako feseni homogennich soustav rovnic ur-
¢enych maticemi A + 13, A —I3 a A — 2I3. Dostanem tak, ze vlastnimu
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¢islu —1 odpovida podprostor vlatnich vektorii generovany vektorem
(2,1,—2)T, vlastnimu ¢&islu 1 odpovida podprostor vlatnich vektort ge-
nerovany vektorem (1,0, —1)7 a vlastnimu &islu 2 odpovid4 podprostor
vlatnich vektorti generovany vektorem (0,1, —1)7. O

Priklad 10.2. Rozhodnéte, zda je matice A z predchoziho prikladu
diagonalizovatelnd. Pokud ano, najdéte diagondlni matici D a requldrni
matici C tak, Ze

(10.1) D= C'AC.

Reseni. Charakteristicky plynom matice A mé jen jednoduché kofeny a
proto je matice A diagonalizovatelna. Diagonalni matice D vyhovujici
rovnici (10.1) musi mit stejné vlasni ¢isla jako matice A. Tato vlastni
¢isla tedy musi lezet na diagonale matice D. Sloupce matice C jsou
tvofeny vlastnimi vektory matice A v tom poradi v jakém jsou na
diagonale matice D prislusna vlastni ¢isla. Tedy, napiiklad pro
-1 0 0
D= 010
00 2
je
2 1 0
C= 1 0 1
-2 -1 -1
Sami spoc¢téte matici C™1 a ovéite, ze skuteéné plati rovnost (10.1). O

Priklad 10.3. Rozhodnéte, zda je matice

6 0 2
A=1]2 8 -2
2 0 6

diagonalizovatelnad.

Reseni. Nejprve spoc¢itame charakteristicky polynom matice A a ur-
¢ime jeji vlastni cisla.

6— A 0 2
A — )| = 2 8-\ =2 :(8—)\)‘6_/2\ 6_§‘
2 0 6—A\
= (8= ) (36 — 120+ A\* —4) = (8 — \)(\* — 12\ + 32)
= (8- N)>2(4—))

a tedy o(A) = {8, 4}. Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla 4 je rovna
jedné, zatimco algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla 8 je rovna dvéma.
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Matice A je diagonalizovatelnd pravé tehdy kdyz je dimenze podpro-
storu vsech feseni homogennni soustavy rovnice s levou stranou uréenou
matici A — 81 rovna dvéma, tj. kdyz r(A — 8I) = 1. Plati

-2 0 2 -1 0 1
A -8l = 2 0 =2 |~ 0 00
2 0 -2 00O
Tim jsme ovéfili, ze r(A — 8I) = 2 a proto je matice A diagonalizova-
telna. 0
Cviceni 10.2. Je ddna matice
5 =3 2
A=]|6 —4 4
4 —4 5

Urcete jeji vlastni ¢isla a prislusné podprostory vlastnich vektori.

Resend. Vlastni éisla matice A jsou 1, 2 a 3 a odpovidajici podprostory
vlastnich vektort jsou po fadé £{(1,2, 1)}, £{(1,1,0)T} a £{(1,2,2)"}.

Cviceni 10.3. Je ddna matice

2 5 —10 15
0 6 0 2
A= 0 2 8 —2
0 2 0 6

Urcete jeji vlastni cisla a rozhodnéte, zda je tato matice diagonalizova-
telna.

Reseni. Matice je diagonalizovatelnd a jeji vlastni ¢isla jsou —2, 4 a 8.

Cviéeni 10.4. Najdéte matici C takovou, Ze je matice C"TAC, kde

—4 -3 -3
A= 0o -1 o],
6 6 5

diagondlni.

Reseni. Napfiklad (feSeni neni uréeno jednoznacné)

10 1

C=111 0

01 -2

Priklad 10.4. Rozhodnéte, zda je matice
3 -3 -2
A= -1 -2 1

5 =3 —4
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podobna, pri vhodné volbé baze, matici linedrniho operatoru F' na pro-
storu R3 urceného predpisy F((1,0,0)7) = (=5,3,3), F((0,1,0)T) =
(—6,4,6)" a F((0,0,1)") = (0,0,—2)".

Reseni. Matice B operatoru F' vzhledem ke standardni bazi prostoru
R? je

-5 —6 0
B = 3 4 0
3 6 =2

Matice A je matici linearniho operatoru F' pii vhodné volbé baze pro-
storu R? praveé kdy# je podobna matici B, tj. pravé kdy# existuje re-
gularni matice C tak, ze

(10.2) B=CAC™.

Nutnou podminkou je, aby mély matice A a B stejné charakteristické
polynomy.

CEPY -3 —2 (3=X) -3 1-A
|A—\I;| = -1 (=2-=)) 1| = ~1 (=2-)) 0
5 -3 —4-) 5 -3 1-2A
(3-X) -3 1 (—2— 1) 00
=(1-X) -1 (=2—=X) 0|=(1-2X) -1 (=2=X) 0
5 -3 1 5 -3 1
—(1-NA+2)2%a
(=5 —A) —6 0
(=5 — ) —6
B-\L;| = 3 (4—A) 0|=—(A+2 ’
| | 3 6 (—2—\) A 3 (4-2)

= -+ 2)((A =9 +5) +18) = (1 - M)A +2)*

Algebraicka nésobnost vlastniho ¢isla —2 je rovna v obou pripadech
dvéma. Hodnost matice

5 =3 -2 1 0 -1
A+2I;=( -1 0 1 |~[0 1 -1
5 -3 -2 00 O
je rovna dvéma, zatimco hodnost matice
-3 —6 0 1 20
B+2I; = 3 6 0|~[0O0O0
3 60 000

je rovna jedné. Odtud plyne, ze matice B je diagonalizovatelna zatimco
matice A diagonalizovatelna neni. Proto neexistuje matice C takova,
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ze je podminka (10.2) splnéna a matice A nemtize byt matici linedrniho

F vzhledem k Zadné bazi. O
Cviceni 10.5. Urdcete vlastni ¢isla matic
2 16 8 3 -2 5
A:<_12 EI) B = 4 14 8|, C=10 14
-8 —-32 -—18 0 -1 5
06 3
D=| -1 51
-1 2 4

a rozhodnéte, které z nich jsou diagonalizovatelné.

Reseni. o(A) = {-3,4}, 0(B) = {-2,2}, o(C) = {3}, (D) = {3}.

Diagonalizovatelné jsou matice A, B.

Cvicéeni 10.6. Necht A, B, C a D jsou matice z predchoziho prikladu.
Urcéete matice P, Q takové, Ze matice P"*AP a Q'BQ jsou diago-
nalni. Rozhodnéte, zda jsou matice C a D podobne.

Resend. Naptiklad

4 0 1
11
P_<_1 _2> Q= -1 1 1

0 —2 -2
Matice C a D nejsou podobné.
Priklad 10.5. Bud
3 2 2
A= 0 20
-1 -2 0
redlnd matice. Urcete
nlirglo 27"A".

Reseni. Uré¢ime charakteristicky polynom, vlastni ¢isla a podprostory
prislusnych vlastnich vektori matice A. Charakteristicky polynom ma-
tice A je (1—\)(A—2)2. Podprostor vlastnich vektori pifslusnych vlast-
nimu é&slu 1 je generovan vektorem(1,0,—1)7, podprostor vlastnich
vektorii piislugnych vlastnimu éislu 2 je generovan vektory (2,1, —2)T
a (0,—1,1)". Pro matice

1 00 1 2 0
D=]0220 a C= 0 1 -1
0 0 2 -1 -2 1
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plati, ze C"'AC = D a tedy A = CDC™!. Odtud dostaneme, Ze pro
kazdé prirozené cislo n je
A"=(cDC™)" =Cc(D")C,
odkud
(10.3) lim 27"A"™ = lim 27"C(D")C'=C (lim 2—"D") c

n—oo n—oo n—oo

Protoze je matice D diagonalni, plati

1 0 0
D=0 2" 0
0 0 27
a proto
0 00
JirgOZ_"D”: 010
0 01
Spocitame matici
-1 -2 -2
C'= 1 1 1
1 0 1
a dosadime do vztahu (10.3). Dostaneme
1 2 0 000 -1 -2 -2
lim 27"A" = 0 1 -1 010 1 1 1
i -1 -2 1 00 1 1 0 1
2 2 2
= 0 1 0
-1 -2 -1
O
Cviceni 10.7. Urcete
g, A%
kde
71
— 5
()
Resend.
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Piiklad 10.6. Necht a+b+#0 a

Urcete e®.

Pozndmka. Matici e® miizeme definovat napiiklad pomoci Taylorova

rozvoje funkce e”, tedy

P
n=0 n:

Vyslednd matice odpovida tomuto souctu.

Re$end. Charakteristicky polynom matice A je |A —\I| = A(A+(a+Db))
a tedy o(A) = {0, —(a + b)}. Piislusné vlastni vektory jsou (b,a)”
(1,—1)". Polozime-li

o (8 ) + e (1)

je A = CDC™! a tedy

(10.4)
et = F_Z © C D (Zn‘>c—1:ceDc—1.
n=0 n=0 "

Porotoze je matice D diagonalni, plati, ze

D 60 0 o 1 0
e = 0 e—(a+b) - 0 e—(CH—b) :

Jesté spocitame
1 1 1
c!l=
a + b ( a —=b )

a dosadime do vztahu (10.4). Dostaneme

A 1 b 1 1 0
A T
a+b\ a —1 0 e(ath)
1 a —b b
_ —(a+b)
(e )+ ()

Cviceni 10.8. Urcete sin A, je-li
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) 00
SlnA—<0 0).

Problém 10.9. Dokazte, Ze pro kaZdou ctvercovou realnou matici A
plati

det(e®) = ™A,

Priklad 10.7. Vyreste rekurentni rovnici
(92) dn+2 = adn+1 + bdn
studovanou v Kapitole 9.
Reseni. Rekurentnimu vztahu (9.2) pfifadime maticovou rovnici

dny2 \ [ a b dnt1

dnJrl N 10 dn ’

A

ze které odvodime, Ze

dosa N [a b\ ([ dy
o9 )=(ve) ()
Charakteristicky polynom ya matice A je roven

a— A b
1 =)

':AQ—aA—b.

Rozebereme dva pripady:

1) Polynom xa mé dva rtizné kofeny «, (3. Potom je matice A di-
agonalizovatelna, vlastni vektory prislusné vlastnim ¢islim «, resp. (3
matice A jsou (a,1)T, resp. (8,1)T a plati

D =C'AC,

kde

[ a 0 [a B 1 1 -p
o=(53) e=(i1) er=am(a )

Odtud plyne, Ze

n I | a a” 0 1 -0
woowe =5 (1) (% 2 ) (4 )

B 1 < antl — 51@—}-1 _aﬁ(an _ ﬁn) >

a7 a"+f" —af(a"t =




Dosazenim do rovnice (10.5) dostaneme, Ze
Ozn+1 _ 6n+1 Q 6

dn+2: Oé—ﬁ dZ_Oé—ﬁ(Oé +B)d17

coZ po upravé dava

ni1 d2 — Bdy _6n+1 dy — audy
a—f a—p"’
—_———

N————
c1 Cc2

dn+2 =

tj. vzorec (9.3).
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2) Polynom y o mé jeden dvojnasobny kotfen a.. V tomto pfipadé neni
matice A diagonalizovetelna a vlastni vektor v prislusny k vlastnimu

¢slu a je (o, 1)T. Resenfm rovnice
(A—al)x=v

dostaneme x = (a + 1,1)”. PoloZme

. [ a a+l
C—(v|x)—<1 1).
Potom
clac=| ¢!
0 «
a tedy
n a 1\" 1 a” na" ! 1
wo amofy 1) ero( % o

Snadno spocitame, ze

C_l _ -1 1 + «
1 —a )’
Po dosazeni do vztahu (10.6) dostaneme, Ze
A" — a a+1 a” na™ ! -1 14+«
1 1 0 a” 1 —«
odkud, vzhledem k (10.5),

dpio = (n+1)a"dy — na"dy,

coz je vztah (9.4).

’I’LOznil

( (n+1)an

Priklad 10.8. Urcete spektralni rozklad matice
-7 —6 6
A= 9 8 -9
0o 0 -1

_nan+1

—(n—1)a"

)
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VyuZijte tohoto rozkladu k vijpoctu matice A1

Reseni. Nejprve spocitame charakteristicky polynom matice A; x4 ()
—(A+ 1)*(A — 2). Odtud je vidét, ze vlastni ¢isla matice A jsou —1 a
2. Dosazenim téchto hodnot spocteme, Ze (2, —3,0)T je vlastni vektor
odpovidajici vlastnimu ¢islu 2 a (1, —1,0)7, (1,0,1)T je linedrné neza-
visld dvojice vlastnich vektort pfislusnych k vlastnimu ¢éislu —1 (nyni
je vidét, Ze je matice A diagonalizovatelnd). Polozme

11 2

C=1| -1 0 -3

0 1 0

a spoctéme, ze

3 2 -3

cl= 0 0 1

-1 -1 1
—1 0 0
C'AC = 0 -1 0
0 0 2

Hledame matice E;, Ey takové, 7ze E; + E; = 1, A = —E; + 2E; a
EE; = 6;;E; (;; je rovno 0, resp. 1 je-li i # j, resp. i = j). Podle
Véty 10.15 jsou tyto matice urceny jednoznacné a rozborem dikazu
této véty snadno zjistime, zZe

11 2 1 00 3 2 -3 3 2 =2
E,=| -1 0 -3 010 o o0 1= -3 -2 3
01 0 0 00 -1 -1 1 0 0 1
a
11 2 0 00 3 2 -3 -2 =2 2
E;=| -1 0 -3 0 00 0o 0 1 ]|= 3 3 -3
01 0 0 01 -1 -1 1 0O 0 0
Z vlastnosti matic E;, E5 snadno odvodime, zZe
1 -3 -2 2 -1 -1 1 —4 -3
Al =Bt E=| 3 2 =3 |+| § 5 -3 |=| 3 3
0o 0 -1 o 0 0 0 0
O
Cviceni 10.10. Urcete spektrdalni rozklad matice
-8 —4 5
A= 6 3 —4

-8 —4 5
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Resent.
-4 =2 3 4 2 =2 1 0 -1
A= 4 2 -3 |- -2 -1 1 14+0 -2 0 2
—4 =2 3 —4 2 =2 00 0

Cviceni 10.11. Pomoct spektrdlni vety vyreste znovu Priklad 10.6.

Cviceni 10.12. Urcete spektrdalni rozklad matice

a-(2 1)

Pomoci tohoto rozkladu urcete matici A=1.

Reseni. A = E; — E,, kde
1 =2 2 2
El:( 1 2) a E2:<—1 —1)'
A=A,

Priklad 10.9. Pro redlnou matict

A:

— = RO
L
o R

najdéte ortogonalni matici C a diagondlni matict D tak, Ze plati
C"AC =D.

Reseni. Nejprve spocitame charakteristicky polynom a uréime vlastni
¢isla matice A.

2— )\ 1 1
det(A — \I) = 1 2—2) L=0@d-NN\-1)72
1 1 2-2)

odkud dostavame, ze vlastni ¢isla matice A jsou 1 a 4. Vlastnimu ¢islu
4 odpovida vlastni vektor v; = (1,1,1)7, vlastimu ¢islu 1 linedrné ne-
zévisla dvojice vlastnich vektortt vo = (1,—1,0)", vz = (1,0,—1)T.
Matice A je symetrickd a tedy normalni. Podle Tvrzeni 10.20 je vek-
tor vi; kolmy na linearni obal vektord vy a vs. Vektor v; norma-
lizuje (vysledek ozna¢ime q;) a pomoci Gramova-Schmidtova algo-
ritmu urc¢ime ortonormalni bazi qs a qz prostoru generovaného vek-
tory vy a vs. Dostaneme q; = 1/v/3(1,1,1)7, qz = 1/v/2(1,-1,0)" a
as = 1/v6(1,1,-2)7. Sloupce matice C jsou tvoreny vektory q;, qs,
qs a na diagonale matice D jsou vlastni ¢isla matice A (kazdé tolikrat,
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kolik je jeho nésobnost) v pofadi odpovidajicim uspofadani sloupct
matice C. Tedy napiiklad

C =

SHSHS
o&"‘&"ﬁ
SINS-S-

Q

w,

Il
S O =
O = O
e )

[l

Cviceni 10.13. Urcete diagondlni matici D a ortogondlni matici C

tak, aby CTAC = D, je-li

—4 -2 -2
A=| -2 1 1
-2 1 1
Resend.
6 00 —2/vV6 1/V/5  2/4/30
D=|000 a C= 1/vV6 1/v/5 —1/4/30
000 1/v6 0 5/v30

Cviceni 10.14. Urcete diagondlni matici D a unitdarni matici C tak,

aby C*AC =D, je-li
01
A_<_10>

' 1
D:<29> acz<¥ 1)
0 —1 V2 \ i —i
Cviceni 10.15. Urcete diagondlni matici D a unitdrni matici C tak,

aby C*AC = D, je-li

Resent.

0 10
A= -1 01
0 -1 0
Resend.
0 0 0 ) V2 -1 -1
D=| 0 —V2 0 a C=-= 0 V2 —/2i

0 0 V3 2\ 1 1
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11. SAMOOPRAVNE KODY

Priklad 11.1. Urcete linedrni kod C s generugjici matici

10011
C=(011°01
01010

Rozhodneéte, zda je kod C z predchdzejict ulohy systematicky a najdete
néjakou jeho kontrolni matici.

Resent. Plati, 7e C = R(C) a tedy C je trojdimenzionalni podprostor
prostoru Z3. Vynéasobenim matice C* matici

000011171
G=]1001100T11
01010101

Y

jejiz sloupce jsou tvoreny binarnimi kody cisel 0,1,...,7, zprava, zis-
kame matici v jejiz sloupce budou tvoreny pravé vektory kédu C. Do-
staneme tak, ze

0\ /0\ /0 0 1 1 1 1
0 1 1 o] [0 1 1 0
c=lofl,lof. x|, {2, lof. o], [1],]1
0 1 0 1 1 0 1 0
0/ \o 1 1 1 1 0/ \o

Kéd C je generovan libovolnou matici, jejiz fadky tvoii jeho bazi. Tedy
také matici

10011
C=|101010],
00111
odtud vidime, Ze je kéd C systematicky a podle Tvrzeni 11.6 je matice
11
10
D=|11
10
01
kontrolni matici tohoto kddu. 0

CvicCeni 11.1. Vyctem proki popiste linedarni kod C urceny generujici
matici

C:

o O =
i )
—_ o
o = O
S O =
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Rozhodnéte, zda jde o systematicky kod a najdéte néjakou jeho kontrolni
matici.

Resend.
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
C=<O0 |, 2,0}, 2|, L |,]O0O],l1{,]O
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
Jednd se o systematicky kod s kontrolni matici
01
10
D=|00
10
0 1

Cviceni 11.2. Rozhodnéte, které z matic Cy, Cy a C3 jsou generujici
matice linedrniho kodu s kontrolni matici D, kde

101
}i(l) 001001
Lool| C=l0o0011o0],
010 010001
111
110010 001110
C, 111100]| a C=[10110T1].
010001 100011

Reseni. Pouze matice C,.

Cviceni 11.3. Rozhodnéte, které dvojice matic generuji stejny linedrni
kod.

Alz

B

I
oSO +r OOk, O
R )R, OO O
— O RO = O
RO O0 RPOO R~k O
— )OO O = EFkO
—_OoO O HFOO O -

&

I
— R R, OO0 =OO0
— RO OO = =O
O = = R
—_OoO O RO ORF
oo OO OO~
_ OO RO R OO
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Reseni. Matice C; a C,.

Piiklad 11.2. Uréete vzdalenost d(C) linedrniho kddu C s generugjict
matict

C:

oo
_ = o
s S
[
—__ o

Reseni. Kéd C je roven fddkovému podprostoru matice C a tedy

0 1 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
C= o, 1,1 ]|,]0 |, O], 2T |,]1],]0
0 1 0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 1 0 0
Vzdalenost kédu C je rovna minimalni vysce nenulového vektoru, ktery
v tomto kédu lezi. Tedy d(C) = 1. O
CvicCeni 11.4. Urcete vzdalenost d(C) linedrniho kddu C s generugict
matici
1 0101
C=(11010
00111

Reseni. d(C) = 1.

Piiklad 11.3. Urcete vzddlenost d(D) linedrniho kodu C s kontrolni
matict

O = = OO
— == O = O
—_ O R = O

Resend. Podle Tvrzeni 11.1 je d(C) rovna nejmensimu po¢tu linedrné za-
vislych fadki v matici D. Snadno nahlédneme, ze kazda dvojice radki
matice D je linedarné nezavisla, ale existuje trojice radki, napriklad
druhy, tfeti a Sesty, kterd je linedrné zavisla. Proto d(D) = 3. O
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Cvi€eni 11.5. Urcete vzddlenost d(C) linedrniho kodu C s kontrolni
matict

O =R = OO
OO = OO
e = N

Resent. d(C) = 2.

Cvi€eni 11.6. Urcete vzddlenost d(C) linedrniho kodu C s kontrolni
matict

Il
OO = ==
= -0 O
_ o O = O

Resent. d(C) = 3.
Problém 11.7. DokaZte, Ze pro linedrni kod C plati
d(C) = min{wt(v) |0 £ v € C}.

Problém 11.8. Jak vypadd mnoZina vSech slov, které dokdZe dany
linedrni kod odhalit?

12. KVADRATIDKE FORMY

Priklad 12.1. Urcete kvadratickou formu f jejiz matice je

1 2 0
B=|2 0 -3
0 -3 1

Reseni. Podle definice matice kvadratické formy je

1 2 0 T
f(zy, 29, 23) = (21,22,23) [ 2 0 —3 Ty | = x%+4x1x2—6x2x3+x§.
0 -3 1 XT3

0

Cviceni 12.1. Urcete kvadratickou formu f jejiz matice je

1 2 3
B=|2 1 -1
3 -1 2
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Resent. f(x1,xq,23) = 23 + 4w179 + 62173 + T3 — 22973 + 222
Cviceni 12.2. Urcete matici B redlné kvadratické formy

2 2 2
f(z1, e, x3) = 227 + w129 + X5 — 20023 — T75.

Resent.
2 3/2 0
B=| 3/2 1 -1
0o —1 -1

Cviceni 12.3. Urcete matici B kvadratické formy

f(z1,20) = x% + 3z179 + 933

1 4
(1)
Priklad 12.2. Bud
f(z1, 29) = 325 + 22179 + 327

kvadratickd forma na prostoru R?. Urcete ortonormdlni bdzi C prostoru
R? vzhledem ke které md forma f tvar f(yi,y2) = ay? + bya.

nad télesem Zs.

Resent.

Reseni. Matice formy f vzhledem ke standardni bézi je

5o (31)

Ortogonalni matice C takova, Ze je matice CTBC diagonalni bude ma-
tici pfechodu od béaze C ke standardni bazi, tedy bazi C budou tvofit
sloupce matice C. Matici C ur¢ime podobné jako v Prikladu 10.9.
Vlastni c¢isla matice B jsou 2 a 4 a prislusné vlastni vektory jsou
(1,—1)T, (1,1)T. Tuto dvojici ortogonalizujeme a dostaneme, Ze

(1)

2 -1 1
odkud C = {g(l, -1)7, ?(1, 1)T}. (Poznamnejme jests, Ze vzhledem
k této bazi je forma f tvaru f(yi,vs) = 2y3 + 4y3.) O

Cviceni 12.4. Urcete ortonormdlni bdzi C prostoru R? vzhledem ke
které ma forma

f(z1,22) = 22129
tvar f(y1,y2) = ay? + by3.
Reseni. C = {J5(1,1)", 55(1, -1)"}
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Cvigeni 12.5. Urcete ortonormdlni bdzi C prostoru R? vzhledem ke
kterée md forma

f(xy, 22) = 2V3w 29 — 202
tvar f(y1,y2) = ay? + by3.
Resend. C = {(2, )T, (—1, )T},
Cvieni 12.6. Naleznéte ortonormdlini bazi C prostoru R® vzhledem
ke kterée md forma
[y, 29, 23) = 325 + 23129 — 22123 + 575 — 27273 + 323
tvar f(y1,y2,y3) = ay? + bys + cys a urcete koeficienty a, b, c.
Reseni. C = {(%,Q%)T, (%,\%,—%)T, (%,—%,—%)T} aa=2,
b=6ac=3.
Priklad 12.3. Rozhodnéte jaky typ krivky je dan rovnict
3x% + 2x129 + 33:% =12.

Urcete délky a sméry hlavnich poloos této krivky.
Reseni. Podle Piikladu 12.2 m4 forma

f(z1, 29) = 323 + 22129 + 325
vzhledem k bazi C tvar

Fyr,y2) = 297 + 4y
a tedy danda kfivka je popsana rovnici
2y7 + 4y = 12,

kterou upravime do tvaru

Y1 | Y2

=4+ ==1.

6 + 3
Vidime, Ze se jedna o elipsu s poloosami délek v/6, resp. v/3 a smért
odpovidajich vektoriim baze C, tj. (1, —1)T, resp. (1,1)7. O

Cviceni 12.7. Rozhodnéte jaky typ krivky je ddn rovnici
2.1'1.1’2 =1.
Urcete délky a sméry hlavnich poloos této krivky.

Reseni. Jedna se o hyperbolu jejiz obé& hlavni poloosy maji délku 1 a
jejich sméry jsou (1,1)T a (1,—1)7.



