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Délitelnost a struktura modult nad obory hlavnich
idealu
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Obory integrity Délitelnost

Umluva

Nebude-li feceno jinak, okruhem vZdy minime komutativni okruh s
jednotkou.

Definice

Obor integrity (téz jen obor) je okruh R ve kterém je ab # 0 pro kazdou
dvojici nenulovych prvka.

y

Postupné dospéjeme k nasledujici hierarchii obor( integrity:

Eukleid(v obor

4
Obor hlavnich idedlu (PID) = Dedekindvobor
4 \’

GaussUlv obor (UFD) Noetherovsky obor
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Obory integrity Délitelnost

Bud' R komutativni okruh.

e Pro a,b € Rtekneme, Ze b déli a, existuje-li ¢ € R tak, ze a = bc.
Toto zapiSeme relaci b | a.

 Rekneme, Ze prvky a, b € R jsou asociované, jestlize a| b a
zaroven b | a. Toto zapiSeme b ~ a.

Definice
Bud’ R komutativni okruh. Prvek a € R je
e prvocinitel, jestlize z a | bc plyne a | bnebo a | c.
e nerozlozitelny, jestlize z a = bc plyne a ~ b nebo a ~ c.

Snadno nahlédneme, ze
prvocCinitel —> nerozloZitelny.

Naopak to obecné neplati.
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Obory integrity Délitelnost

Definice

Obor integrity R je Eukleiduyv, jestlize existuje zobrazeni N: R — Ny
spliujici pro v8echna a, b € R, b # 0 nasledujici:

© pokud a | b, tak N(a) < N(b);
@ existuji ¢, d € Rtak, Ze a = bc + d a zaroven N(d) < N(b);

Priklad 1.1
© Obor Z celych Cisel s normou N(a) = |al;
® Obor Z[il| = {a+ ib | a,b € Z} Gaussovych celych Cisel s normou
N(a) = aa = & + b?;
® Obor T[x] polynomu v neurcité x nad (libovolnym) télesem T s
normou N(f) = deg f;
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Obory integrity Délitelnost

Pro dvojici neprazdnych podmnozin A, B okruhu R definujeme
@ A+rB={a+b|lacA be B},
@® AB={3]  abi|acA becBanecN}.

Definice

Ideal je neprazdna podmnozina / okruhu R splnujici
Q/+1C],
® RICI.

Umluva
Idealem vZdy minime ,viastni“ideal, tedy | C R.
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Obory integrity Délitelnost

Definice

ldedl okruhu R je hlavni je-li generovan jednim prvkem. ldedl
generovany prvkem a budeme znacit (a).

Obecnéji, ideal generovany prvky ay, a», . . ., a, budeme znadit
(81, a,..., a,,).

Definice
Obor integrity R je obor hlavnich idedlu, je-li kazdy jeho idedl hlavni.

v

Lemma 1.2
Eukleiddv obor je obor hlavnich ideald.
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Obory integrity Délitelnost

Priklad 1.3

@ Obory Z[v2] = {a = a+ v2b| a,b € Z} s normou
N(a) = |@® — 2b?| je Eukleidiv;

® Obor Z[v—-2] = {a =a++v—-2b| a,b e Z} s normou
N(a) = aa = & + 2b? je Eukleidiv;

® OborZ[(] ={a=a+(b|a,beZ}, kde ( = e'% s normou
N(a) = aa = & + ab + b? je Eukleidlv;

@ Obor Z[f], kde = %(1 + +v/—19) je obor hlavnich idedlu, ale neni
Eukleiduv;

©® Obory Z[/5], Z[v/—-3], T[x, y] nejsou obory hlavnich ideald;
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Obory integrity Délitelnost

Definice
Ideal P okruhu R je prvoideal, jestlize pro libovolné dva idealy /, J
okruhu R plati

IJCP = ICPneboJCP.

Lemma 1.4 ( )
Kazdy maximalni ideal je prvoideal.

Tvrzeni 1.5 ( )
Bud' Q ideal okruhu R.
e Q je maximalni pravé kdyz R/Q je téleso.
» Q je prvoideal prave kdyz R/Q je obor integrity.
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Obory integrity Délitelnost

Podivejme se jak souvisi délitelnost se strukturou hlavnich ideald: J

© a| bpravé kdyz (b) C (a);
® a~ bpraveé kdyz (b) = (a);
Prvek p oboru R je
© nerozlozitelny, prave kdyz je ideal (p) maximalni hlavni ideal;
® prvocinitel, prave kdyz je (p) prvoideal;
Pro prvky a, b, c oboru R plati
© (a) + (b) = (c) pravé kdyz c je nejvétsi spolecny délitel a, b;
® (a) N (b) = (c) pravé kdyz c je nejmensi spolecny nasobek a, b;
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Obory integrity Délitelnost

Definice

Rozklady a = bybs--- b, = c1C> - - - ¢y prvku a v oboru R nazveme
asociovaneé jestlize m = n a existuje permutace o mnoziny
{1,2,...,n} takova, Ze b; ~ ¢, pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Definice

Obor R je Gaussuv jestlize pro kazdé nenulové a € R existuje rozklad
a= p1p2- - - pp vV souCin nerozlozitelnych prvkd a kazdé dva takové
rozklady jsou asociované.

Véta 1.6

Obor R je Gaussuv prave kdyz
© neexistuje nekonecny ostre rostouci retézec hlavnich ideald;
® kazdy nerozloZitelny prvek R je prvocinitel;
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Obory integrity Délitelnost

Poznamka
e V libovolném oboru implikuje existence nejvétsiho spole¢ného
délitele to, Ze je kazdy nerozlozitelny prvek prvocinitel.
e V Gaussové oboru méa kazda dvojice prvku nejvétsi spolecny
délitel. Ve Vété 1.6 Ize tedy podminku @ nahradit podminkou
existence nejvétsiho spole¢ného délitele.

Tvrzeni 1.7
Obor hlavnich ideald je Gausstv obor.
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Obory integrity Délitelnost

Definice
R-modul M je noetherovsky, je-li splnéna néktera z nasledujicich
vzajemné ekvivalentnich podminek:
© Kazdy podmodul modulu M je kone¢né generovany;
® Kazda mnozina podmoduld M ma maximalni prvek;
® Neexistuje nekonecna ostre rostouci poslupnost podmodultl
modulu M, )

Lemma 1.8 ( )
Bud' N podmodul R-modulu M. Modul M je noetherovsky prave kdyz
jsou moduly N a M/N noetherovské.
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Obory integrity Délitelnost

Definice

Okruh R je noetherovsky, je-li splnéna néktera z nasledujicich
vzajemneé ekvivalentnich podminek:

© Kazdy idedl okruhu R je kone¢né generovany;
® Kazda mnozina ideald R ma maximaini prvek;
©® Neexistuje nekonectna ostre rostouci poslupnost idealt R;

Tvrzeni 1.9

Okruh R je noetherovsky pravé kdyZ je noetherovsky kazdy kone¢né
generovany R-modul.
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Obory integrity Polynomy

Véta 1.10 (Hilbertova o bazi )

Okruh R je noetherovsky prave kdyZ je noetherovsky okruh R|[x].

Dukaz.
Nejprve ukazeme snadnou implikaci («<):

e Konecné generovany R-modul M muzeme chapat jako
R[x]-modul, kde xm = 0 pro kazdé m € M, se stejnou mnozinou
generatord.

e Ten je dle predpokladu noetherovsky.
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Obory integrity Polynomy

Pokrac¢ovani dukazu Véty 1.10.
Nyni ukdzeme netrivialni implikaci (=-): Bud' R noetherovsky okruh.
e Pro spor predpokladejme v R[x] existuje ideal / ktery neni
konecné generovany.
e Induktivné pak Ize sestrojit nasledujici posloupnost polynomu:

o fo=0;
e f,.1 je polynom nejmensiho stupné z polynomu v (neprazdné)
mnozingé I\ (fo, fi, ..., fp);

e OznaCme a, vedouci koeficient polynomu f, a s, jeho stupen.
e Z konstrukce plyne, Zze sp < 51 < S, <....
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Obory integrity Polynomy

Dokonceni dikazu Véty 1.10.

Oznacme J, = (ao, ai, - - -, an)-
Protoze Jy C J; C J» C ... a R je dle predpokladu noetherovsky,
existuje k tak, ze Jx = Jx11.

To znamena, Ze ax.1 € (@, a1, ..., ak), t. a1 = Zf:o ria; pro
vhodna r; € R.
Pak ma ale polynom fx 1 — >_ rixS«+1=Sif; stupen mensi nez sx.¢ a
pritom nelezi v idedlu (fy, fi, . .., fx)-
To je spor.

L]

Disledek 1.11 ( )

Okruh R je noetherovsky pravé kdyZ je noetherovsky okruh
R[x1, X2, ..., Xn].
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Obory integrity Polynomy

Véta 1.12 (1.2.7)

Je-li R Gaussuyv obor je také R[x] Gaussuyv obor.

Dlsledek 1.13
Je-li R Gaussuv obor je také R[xy, X, . .., Xn] Gaussuv obor.

Priklad 1.14
© Obor T[x,y] je Gaussuy, ale ideal (x, y) neni hlavni;
® Obory Z[/5], Z[v/—3] nejsou ani Gaussovy;

Budeme smérovat k dilkazu Véty 1.12.
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Obory integrity Polynomy

Bud' R Gausslv obor a T jeho podilové téleso. Necht p € R je
nerozlozitelny prvek.

@ Pro a c R oznatme vp(a) nejvétsi a € Ny takové, ze p* | a. Cislo
Vp(a) nazveme p-valuace a.

® Pro u=a/b c T poloZime vp(u) = Vp(a) — Vp(b).

® Pro polynom f = apx" + --- + ayx + ag polozime
Cp(f) = min{vp(a;) | i=0,1,...,n}.

Lemma 1.15 ( )

Bud’' R Gaussuv obor, T jeho podilové téleso a p € R nerozloZitelny
prvek. Pro nenulové u € T af € T[x] je

Co(Uf) = Vp(u) + Cp(1).
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Obory integrity Polynomy

Definice
Polynom f € R[x] nazveme primitivni, jestlize jsou jeho koeficienty
nesoudélné.

Polynom f je primitivni pravé kdyZ c,(f) = 0 pro kazdé nerozlozitelné
pe<R.

Lemma 1.16 (Gaussovo )
Soucin primitivnich polynomu je opét primitivni polynom.

Dasledek 1.17 ( )

Pro vsechny nenulové f, g € T|[x]| plati

cp(fg) = ep(f) + €p(9)-
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Obory integrity Polynomy

Tvrzeni 1.18 ( )

Bud' R Gaussuv obor a T jeho podilové téleso. Polynom f € R[x] je
nerozloZitelny pravé kdyz

© degf =0 af je nerozloZitelny prvek R;
® f je primitivni polynom, ktery je nerozlozitelny v T[x];

Dlkaz.

e Je-lidegf =0, tedy f € R, jsou délitelé f prvky R a tedy f je
nerozlozitelny v R[x] pravé kdyz je nerozlozitelny v R.

o Predpokladejme, ze degf > 0 a f je nerozlozitelny v R[x].

e Je f = afy, kde f; € R[x] je primitivni a a € R. Potom je a nutné
invertibilni v R a tedy f ~ f;, odkud plyne, Ze f je primitivni.
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Obory integrity Polynomy

Pokracovani dukazu Tvrzeni 1.18.

Necht f = ghv T[x].

Existuji rozklady g = ugy, h = vhy, kde u,v € T a g4, hy jsou
primitivni.

Bud p € R nerozlozitelny. Polynomy f, g¢, hy jsou primitivni, tedy
0 = cp(f) = €p(g1) = Cp().

Podle Lemmatu 1.15 je ¢p(g) = Vp(U) + €p(g1) = Vp(u) a

Cp(h) = Vp(V) + Cp(h1) = Vp(V).

Podle Dusledku 1.17 je 0 = ¢,(f) = €p(g) + Cp(h) = Vp(U) + Vp(V).
Lze tedy predpokladat, ze uv = 1. Potom je f = g1 hy rozklad f v
R[x] a tedy, napriklad, g; je invertibilni. Odtud plyne, Ze je g
invertibilni v T[x].
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Obory integrity Polynomy

Dokonceni dikazu Tvrzeni 1.18.

o Predpokladejme, Ze f je primitivni a nerozlozitelny v T[x].
Necht f = ghv R[x].
ProtoZe f je nerozloZitelny v T[x] je nutné stupen jednoho z
polynom0 g, h nulovy. Necht naptiklad degg = 0,tedy g = a < R.
Bud' p € R nerozlozitelny. Protoze a € Ra h € R[x] je
0 < vp(a),cp(h).
Z predpokladu, ze f je primitivni a z Lemmatu 1.15 dostavame, ze
0 = cp(f) = Vp(a) + Cp(h).
Odtud vp(a) = 0 a tedy a je invertibilni v R.
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Obory integrity Polynomy

Véta 1.12 (1.2.7)
Je-li R Gaussuv obor je také R[x] GaussUv obor.

Dlkaz.

e Bud (f;) C () C ... nekonecna rostouci posloupnost idedld R[x].
Potom f; | fipro i < jadegf; > degf > .... Existuje tedy n tak,
Ze deg f, = deg f; pro vSechna j > n.

e Oznacme a; vedouci koeficient polynomu f;. Nutné a; | @; pro i < j
atedy (a1) C (a) C ...

» Protoze R je Gausslyv, existuje m > ntak, ze (am) = (&), tj.,
am ~ a;, pro kazdé j > m. Pak ale fy, ~ f; pro kazdé j > m, {j.,
il =) =

o Obor R[x] tedy splfiuje podminku €» z Véty 1.6.
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Obory integrity Polynomy

Pokracovani dukazu Véty 1.12.
o Zbyva ukazat, ze kazdy nerozlozitelny prvek R[x] je prvoCinitelem.
e Necht f € R[x] je nerozlozZitelny a f | gh.
e Je-lif=peR,je0 < cp(gh) =cp(g) + cp(h) podle
Dasledku 1.17. Proto p | g nebo p | h.

e Pfedpokladejme, ze deg f > 0. Podle Tvrzeni 1.18 je f primitivni a
nerozloZitelny v T|[x].

» ProtoZe je f nerozloZitelny (a tedy prvocinitel) v T[x], déli v T[x]

jeden z polynomU g, h. Necht napriklad g = tf pro nékteré
te T[x].
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Obory integrity Polynomy

Dokonceni dikazu Véty 1.12.
o Staci ukazat, ze t € R[x].
e Bud p nerozloZitelny prvek z R. Podle Dasledku 1.17 je

cp(g) = €p(1) + p(f).

 Protoze je f primitivni je ¢,p(f) = 0 atedy 0 < cp(g) = cp(1).
e Odtud jiz plyne, ze t € R[x] atedy f | g v R[x].
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Obory integrity Komaximalni idealy

Pro idealy /, J okruhu R plati, ze IJ C In J, pfitom obecné neplati
rovnost. Rozmyslete si jak je to v oboru celych Cisel.

Definice
Idealy /,J oboru R nazveme komaximalni, je-li I + J = R.

Lemma 1.19 ( )
Jsou-li idealy |, J komaximalni, potom IJ = I N J.

Poznamka

Uvédomme si, ze predchozi lemma je zobecnénim faktu, ze nejmensi
spolec¢ny nasobek nesoudélnych Cisel je roven jejich soucinu.
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Lemma 1.20
Necht I, J jsou idealy okruhu R. UvaZzme homomorfismus
e:R—R/IxR/J, r—(r+1r+J).

Potom ker p = INJ a p je na pravé kdyZ jsou idealy I, J po dvou
komaximalni.

Dikaz Lemmatu 1.20.
e Rovnost kerp = INJ je zfejma.
e Predpis (r+ 1,5+ J) — (r+ (I + J), s + (I + J)) definuje projekci
m: R/IxR/J— R/(I+J) x R/(I+J).
e Platimop(r)=(r+(I+J),r+(I+J)).
e Odtud je vidét, Ze je-li ¢ a tedy i slozeni 7 o ¢ na, je nutné
I+ J = R, tedy idedly /, J jsou komaximalni.
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Obory integrity Komaximalni idealy

Dokonceni dikazu Lemmatu 1.20.
e Pfedpokladejme, ze I + J = R.
e Uvazme (b+l,a+J) € R/l x R/J.Vzhledemk | + J = R Ize
predpokladat, ze ac la b € J.
e Potom p(a+ b) = (b+ 1,a+ J), odkud je vidét, Ze ¢ je na.

Tvrzeni 1.21 ( )

Necht I, b, . . ., I, jsou po dvou komaximalni idealy. Potom
O hLb---lh=Lhnbn---Nly;
® idealy I1l>-- - I,_1 a I, jsou komaximalni;
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Obory integrity Komaximalni idealy

Lemma 1.22 ( )

Necht Iy, b, . . ., I, jsou idealy okruhu R. UvaZzme homomorfismus
o: R— (R/l) x (R/k) x ---x (R/I),

r—(r+h,r+b,....r+1I).

Potom

© ¢ je naprave kdyZz jsou idealy Iy, b, . .., I, po dvou komaximalni;

ekel’g0:/1ﬂlgﬂ--'ﬂln,'

Dikaz.
Indukci s vyuzitim Lemmatu 1.20 a Tvrzeni 1.21.
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Obory integrity Komaximalni idealy

Dulsledek 1.23 ( )
Necht Iy, b, . . ., I, jsou idealy okruhu R. Potom je homomorfismus

f:R— (R/h) x(R/b)x---x(R/),

r—(r+h,r+b,....r+1I).

izomorfismem prave kdyZ jsou idealy I, b, . . ., I, po dvou komaximalni
a mayji nulovy pranik.

y

Dusledek 1.24 (Cinska véta o zbytcich — | 3 4)

Bud R okruh a ly, b, . . ., I, po dvou komaximalni idealy R, které maji
nulovy pranik. Potom pro kazdé ry, >, . . ., Iy existuje pravé jednor € R
tak, Zer =r; (mod l;)) proi=1,2,...,n.

v
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Obory integrity Komaximalni idealy

Jesté se podivejme na klasickou formulaci Cinské véty o zbytcich v
pripadé, kdy R = Z.

Dusledek 1.25 (Cinska véta o zbytcich (pfipad R = Z))

Meéjme po dvou nesoudélna prirozena cisla ny, no, . .., Nk a nezaporna
celacislar,nr,...,rg takova, Ze ri < n;. Potom ma soustava rovnic

x=r (mod n)
X=r (mod ny)

x=r, (mod ng)

prave jedno reseni splriujici 0 < x < nyno - - - n.
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Obory integrity Komaximalni idealy

Lemma 1.26 ( )
Kazdy ideal okruhu R je obsazen v maximalnim idealu. J

Mnozina nenulovych prvku okruhu R ktera je uzaviena na nasobeni se
nazyva multiplikativni podmnozina R.

Tvrzeni 1.27 ( )

Buad' S multiplikativni podmnoZina okruhu R a I ideal s ni disjunktni.
Potom existuje prvoidedl P tak, Ze | C PaSn P = 0.

Ideal P okruhu R je prvoidedl prave kdyz je R ~. P multiplikativni
mnozina. Podle pfedchoziho tvrzeni naopak pro kazdou multiplikativni
mnozinu existuje prvoidedl s ni disjunktni.
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Obory integrity Komaximalni idealy

Pro ideal / okruhu R polozme

VI={ac R|a" ¢ lproné&aké nc N}.
Tvrzeni 1.28
Pro ideal | okruhu R plati

VI=N{P|IC P aP je prvoideél}.

e Nilradikal okruhu R je prunik v§ech jeho nenulovych prvoideald.
Nilradikél je roven /0.

e Jacobsonuv radikal okruhu R je prunik vSech jeho maximalnich
ideald. Znacime jej J(R).

Tvrzeni 1.29 ( )
a € J(R) pravé kdyz 1 — ar je invertibilni pro kazdé r € R. J
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Moduly nad PDI Volné moduly

Necht M;, i € I, jsou R-moduly.
o [IM;={(mi) [ mj € M;};
e P M;={(m;) € [[ M| m =0 pro skoro v8echna i};

Tvrzeni 2.1 ( )
Necht M, i € i jsou podmoduly modulu M. UvaZme zobrazeni

W @Mi—) M, (mj)— Zm,-.

Potom plati, Ze
© zobrazeni i je prosté prave kdyZz M; 03~ .; M; = 0 pro kazdeé i € |
(moduly M; jsou nezavisle);
® zobrazeni i je na pravé kdyz >~ M; = M (moduly M; generuji M); )
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Moduly nad PDI Volné moduly

Necht M;, i € I jsou R-moduly. Jsou-li vSechny moduly M; rovny
néjakému modulu M, piseme @ M; = M),

Uvazme pro mnozinu B modul R(8), Pfitazenim

1 :i=b

b= (b)) b’_{o i4b

Ize ztotoZnit mnoZinu B s podmnoZinou modulu R(®).

41/236



Moduly nad PDI Volné moduly

Definice

e Podmnozina B modulu F je jeho volnou bazi, jestlize pro kazdy
modul M a zobrazeni f: B — M existuje pravée jeden
homomorfismus ¢: F — M tak, ze ¢(b) = f(b) pro kazdé b € B.

e R-modul F je volny, ma-li néjakou volnou bazi.

Tvrzeni 2.2 ( )

Dva volné moduly nad okruhem R jsou izomorfni, pravé kdyZ jejich
baze maji stejnou mohutnost.

Definice
Mohutnost baze volného modulu budeme nazyvat jeho hodnosti.
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Moduly nad PDI Volné moduly

Tvrzeni 2.3

Modul R(B) je volny s bézi B.

Tvrzeni 2.4 ( )
Buad' B podmnozina R-modulu F. Je ekvivalentni
© B je volna baze F;

® kazdy prvek a € F Ize jednoznacné vyjadrit jako linearni
kombinaci prvku B, tj., ve tvaru

a=) _apb, kdea, € R;
beB

® homomorfismus .: RB) — F rozsifujici identické vnofeni
i: B— F je izomorfismus.
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Moduly nad PDI Volné moduly

Tvrzeni 2.5 ( )

Bud' N podmodul R-modulu M. Je-li modul M/N volny, existuje
podmodul F modulu M tak, Ze M = N @ F. Zrejmé pak F ~ M/N.

Poznamka

Vlastnost popsana v pfedchozim tvrzeni charakterizuje projektivni
moduly coz jsou prave direktni s¢itance volnych moduld. Obecné vSak
projektivni modul nemusi byt volny.

v

V zaveéru této kapitoly zkoumejme strukturu volnych modult nad obory
hlavnich ideald.
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Moduly nad PDI Volné moduly

Bud' R obor a F-volny R-modul kone¢né hodnosti na a € F;
Bud ey, es,...,e,volnd baze Faa=>re;;

Oznacme C(a) ideal R generovany prvky rq,ro, ..., In.

Ideal C(a) nezavisi na volbé baze.

Tvrzeni 2.6 ( )

Necht R je obor hlavnich ideali a s je generator C(a). Potom existuje
volna baze eq, e, . .., e, modulu F tak, Ze a = se,;.

Tvrzeni 2.7 ( )

Bud’ R obor hlavnich ideali a M podmodul volného R-modulu F
konecné hodnosti. Potom mezi idedly C(a), a € M, existuje nejvétsi.

v
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Moduly nad PDI Volné moduly

Dukaz Tvrzeni 2.6.
e Tvrzeni ukdzeme indukci podle n. Pro n = 1 neni co dokazovat.
e Bud a= > riejapolozme b=a— rye;.
e Podle indukéniho predpokladu existuje baze ey, f, fa, ..., f,
modulu F tak, Zze b = tf,, kde C(b) = (1).

e Bud s generator C(a). Potom pro vhodné u,v € R, r = us a
= vs.
e Z&roven, protoze (s) = (n, t), existuji x, y € Rtak, Zze s = xry + yt.
e Odtud dostaneme, ze s = (xu + yv)s. Protoze je R obor, plyne
odtud xu + yv = 1.
e Polozme g1 = uey +vh, go = —yei +xhbagj=fiproj=3,...,n.
e Potom je g1, 9o, ..., 9n volna baze F takova, ze a = sg;.

Ol
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Moduly nad PDI Volné moduly

Dlkaz Tvrzeni 2.7.

ProtoZe je M noetherovsky, existuje ¢ € M s maximalnim C(c).

R je obor hlavnich idedlu, tedy C(c) = (s) pro nékteré s € S.
Podle Tvrzeni 2.6 existuje baze e, e, ..., e, tak, Ze ¢ = sey.

Bud b= > rie; libovolné. Ukazeme, ze r; € ().

Necht t je generator (s, ry) a x, y jsou takové, ze t = xs + yr;.
Potoma=xc+yb=xsei+yY rieg=tei+y>. ,ri€.
Vidime, Ze t € C(a) atedy (s) C (t) C C(a). Z maximality (s)
dostavame, Ze (s) = C(a).
Odtud ihned plyne, ze r; € (s) pro i
Zaroven ale t € (s) atedy (s) = (

Ol
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Moduly nad PDI Konecné gen. moduly

Definice
Bud R okruh a M modul nad R.
e Pro a € M polozme

Ann(a) = {r € R|ra=0}.

Ann(a) tvofi ideal R, ktery nazveme anihilator a.

e Mnozina
7(M) ={a€ M| Ann(a) # 0}

tvofi podmodul M, ktery nazveme torzni ¢ast M.

Definice

Bud' R obor integrity. Modul M nazveme
e torzni, je-li M = 7(M);
e beztorzni, je-li 7(M) = 0;
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Lemma 2.8 ( )
Bud’ M modul nad oborem integrity. Potom je modul M /7(M) beztorzni.

Tvrzeni 2.9 ( )

Konecnée generovany beztorzni modul nad oborem hlavnich ideald je
volny.

Dikaz.

e Existuje projekce ¢: F — M z volného modulu F konecné
hodnosti n. Volme navic ¢ tak, Ze hodnost n je minimalni.

e Pro spor predpokladejme, Ze ker ¢ # 0 a zvolme nenulové
C € ker .

e Podle Tvrzeni 2.6 existuji baze ey, e»,...,e,a s € Rtak, ze
c = seq. Protoze ¢ # 0 je také s # 0.

e Pak ale s € Annyp(eq), odkud plyne ¢(eq) = 0. To vede ke sporu s
minimalitou n. O
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Moduly nad PDI Konecné gen. moduly

Dulsledek 2.10 ( )

Bud’ M konecné generovany modul nad oborem hlavnich idealu.
Potom existuje volny modul F tak, Ze M = F & 7(M).

Pro ideal / okruhu R a R-modul M definujme
e M,={ac M| I"C Ann(a)};
o (M) =M, ={acM|3n:I"C Ann(a)};

Tvrzeni 2.11

Pro obor hlavnich ideali R oznacme P mnozinu vSech jeho
nenulovych prvoidealu. Pro torzni R-modul M plati

M = & 7p(M).

Pe®
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Moduly nad PDI Konecné gen. moduly

Dakaz Tvrzeni 2.11.

Nejprve ukazeme, ze M = > 7p(M).

Zvolme u € M abud r € Ann(u) s rozkladem r = p{"p32 - - - pp* v
soucin prvociniteld.

Polozme s; = r/p;". Ideal generovany s; je roven R, tedy

1 =3 x;s; pro vhodné x;.

Je siu € 7(p)(M) a u =} x;s;u. Odtud vidime, Ze idealy 7p(M)
generuji M.

Zbyva ukazat, ze Tp(M) N 3" g p 7q(M) = 0. Pro spor
predpokladejme, ze tento pranik obsahuje nenulové v.

Bud P = (p). Pak p®v = 0 pro néjaké kladné « a zaroven rv =0
pro néjaké r nesoudélné s p.

Proto existuji x, y tak, ze 1 = xp® + yr, odkud

v = (xp* + yr)v = xp®v + yrv = 0, coz je spor.
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Moduly nad PDI Konecné gen. moduly

Zameéfime se na strukturu moduld 7p(M) (kde M je torzni modul nad
oborem hlavnich idedli Ra P € ).

e Bud P nenulovy prvoideal R a p prvocinitel takovy, ze P = (p).

e Modul M splnujici M = 7p(M) budeme nazyvat p-modul.

e Bud a € M. NejmenSi n € N takové, ze p"a = 0 budeme nazyvat
p-vyskou prvku a (a znacit hp(a)).

e Pro n e Ny polozme Mh = {ac M| hy(a) < n}.

o M5 je podmodul M aplati0 = My C MY C MEC ...

¢ V oboru hlavnich idedlu jsou nenulové prvoidealy maximalni.
Faktor R/P je tedy téleso.

e Je P C Am(M?_,/M7) ana My /My Ize nahlizet jako na
vektorovy prostor nad R/P.
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Tvrzeni 2.12 ( )

Bud' M p-modul, a€ M ar € R nesoudélné s p. Potom hp(a) = hp(ra)
a prvky a, ra generuji stejny podmodul R.

Lemma 2.13 ( )

e Konecnée generovany p-modul Ize vyjadfrit jako direktni soucet
@7, 1 Ra; cyklickych moduli, kde Ra; ~ R/(p™) pro vhodné
m; € N.

e Tento rozklad je aZ na poradi jednoznacny.

Dlkaz.
e Bud' M konecCné generovany p-modul. Bud' k nejmensi takové, ze
M= MP.
k

e Je-li k =0jei Mnulovy. Je-li k =1 je M vektorovy prostor nad
télesem R/(p) a tedy je izomorfni @ R/(p). @)
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Moduly nad PDI Konecné gen. moduly

Pokra¢ovani dikazu Lemmatu 2.13.
e Dale budeme postupovat indukci podle k. Podle indukéniho
predpokladu existuji prvky uy, us, . . ., us tak, ze
M/MY = @ R(u; + MY). Oznaéme N = 3" Ru;.

e Ukazeme, ze > riu; = 0 implikuje rju; = 0, 1j., Ze N = & Ru;.

o Je Y ri(ui+ MP) = (3 riuy) + MY = MY, odkud riu; € MY
e Bud r; = p"x;, kde p 1 x;. Je m; > hp(u; + M1) > 1.
o Proto 0 = p(}° p™~'xu;), odkud 3° p™ =" x;u; € MY.

o To znamena, ze >_ p™~'x;(u; + M) = MY, odkud, dle induéniho
predpokladu, p™i ' x;(u; + MY) = MP atedy m; — 1 > hp(u; + M;).

e Protoze je hp(u; + M;) = hp(u;) — 1, je m; > hp(u;).
« To ale znamena4, Ze p/"x;u; = 0 podle Tvrzeni 2.12.
o Bud MY = (NN M) & K.

e Potom M =Na& K = (6 Ru;) @ (B R/(p)).
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Moduly nad PDI Konecné gen. moduly

Dokoncéeni dikazu Lemmatu 2.13.

e Jednoznacnost rozkladu M = @ Ru; plyne z toho, Ze pocCet u; s
vyskou vétsi bez k je roven dimenzi M; | /M. O

v

Véta 2.14 ( )

Bud’ M konecné generovany modul nad oborem hlavnich ideald.
Potom

M=Fo®L,M,

kde F je volny modul kone¢né hodnosti a M; jsou p;-moduly pro po
dvou neasociované prvocinitele p;. Navic

n;
M; ~ €P R/(p').
j=1

Tyto rozklady jsou aZ na poradi ur¢eny jednoznacné.
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Moduly nad PDI Podmoduly volnych modull

Véta 2.15 (1.6.2)

Necht F je volny modul hodnosti n € N nad oborem hlavnich ideald.
Potom pro kaZdy podmodul M modulu F existuje volna baze
e1,€o,...,ep modulu F a klesajici posloupnostideali ly > I, 2 --- D Iy
okruhu R tak, Ze M = @ l;e;.

Ddkaz.

o Ddkaz provedeme indukci podle n. Pro n = 1 je dikaz zfejmy.
Podle Lemmat 2.6 a 2.7 existuje a € M s nejvétSim C(a) = (s1) a
baze f;,f, ..., fytak, ze a = sifi.

Oznatme F' =3, {RffaM =MnF'.
Je-lib=>rifie M,jery € C(a)atedy s | ry, tj. 1 = sqt.
Potom b —tae M"atedy M = Ra® M'.

58/236



Dokonceni dikazu Véty 2.15.

e Dle indukéniho predpokladu existuji baze eo, ..., e, modulu F' a
prvky S, ..., sp okruhu R splnujici (s2) D - -+ D (sp) tak, ze
M = @ Rs;e;.

e Vzhledem k tomu, Zze C(a) je nejvétsi, plati navic (s1) 2 (s)).
e Polozime-lie; =fiali=(s)),platih 2 L2 ---2DlhaM=@ le.
[]

Dulsledek 2.16 ( )

Necht F je volny modul hodnosti n € N nad oborem hlavnich ideald.
Potom pro kazdy podmodul M modulu F existuje volna baze
e1,€2,...,8n modulu F aprvky ry,rs, ..., rm okruhu R spriujici r; | r; pro
i < j takové, Ze M = & Rrie;.

Je-li k nejvétsi takové, Ze r # 0, tvofi prvky rieq, ra€o, . .., r«ex volnou
bazi M.
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Moduly nad PDI Podmoduly volnych modull

Pro podmoduly A, B modulu M ozname

(A:B)={re R|rBCA}.

Lemma 2.17 ( )

Pro dvojici 1, J idealu okruhu R plati:
© (/:J) je ideal obsahujici I;
® (/:J)=Rprave kdyzJ C I;
O(:N)=0U:1+J);
O je-li J hlavni ideél, potom J(R/I) ~ R/(I : J);
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Moduly nad PDI Podmoduly volnych modull

Lemma 2.18 ( )
Bud’ R obor hlavnich ideald. Potom
© proideédly | C J plati | = J(I: J)
® pro idealy J;, J> C J idealy, plati
(J1 :J) = (Jo: J) pravé kdyz J; = Jo.

Véta 2.19 (1.6.9)

Pro konec¢né generovany modul M nad oborem hlavnich idealu R
existuje jednoznacné urcena klesajici posloupnost idealt
h2hb2---Dl,tak, Ze M ~ @ R/l
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Moduly nad PDI Podmoduly volnych modull

Dlkaz Véty 2.19.

Vzhledem k Dusledku 2.16 staci ukazat jednoznacnost.
Ptedpokladejme, ze M~ PR/~ P R/J,kde s 2 L2 --- DI,
aJi2dh 2 2Jn.
Dukaz povedeme indukci podle m + n. Pfedpokladejme, ze m > n
apolozme I = k.
Podle Lemmatu 2.17 je

IM~@R/(:1)~@R/J: ),
navic(lh : N2 - D(lh:Na(Ji: )22 Unm: ).
Protoze (/ : I) = R, muZzeme pouzit na ziskané rozklady indukéni
predpoklad, odkud dostaneme nutné (J; : /) = R coz znamena, ze
I C Jy.
Bud' P prvoideal obsahujici J;. Potom PM ~ @ P/l; ~ P/J; odkud
P/MP ~@(R/1)/(P/l) ~ (R/P)" ~ B(R/J)/(P/J;) ~ (R/P)™.

Proto m = n. O
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Moduly nad PDI Podmoduly volnych modull

Dokonceni dikazu Véty 2.19.
e Polozme J; = J. Je

M~ R/(;: J) ~ @ R/(J : J).

¢ Porovnanim rozkladd modulu JM dostaneme (/; : J) = (J; : J) pro

kazdéi=1,...,n.
 Protoze J je nejveétsi z idedll /;, J;, jsou podle Lemmatu 2.18
I = J,.
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Cast Il

Teorie téles a jeji aplikace
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Rozsifeni téles a stupen rozsiteni

e Dvojici téles T < U nazveme rozSirenim.
e Je-li T < U rozsSiteni a M C U, oznaéime

e T[M] nejmensi podokruh U obsahujici T a M.
e T(M) nejmensi podtéleso U obsahujici T a M.

e Bud T < U roz8ifeni. Stupen tohoto rozsiteni je [U : T] = dim7 U.
e Jsou-li T < U < V rozsifeni téles, plati

[V:TI=[V:U]U:T].
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Algebraicky prvek

e Bud T < U rozsiteni. Prvek o € U je algebraicky nad T je-li
kofenem néjakého polynomu f € T[x].

e Polynomy {f € T[x] | f(a) = O} tvofi idedl. Monicky generéator
tohoto idealu nazyvame minimaini polynom « (nad T) a znac¢ime
mr q.

e Prvek, ktery neni algebraicky se nazyva transcendentni;

e Bud T < U rozsireni, o € U. Je ekvivalentni

¢ « je algebraicky;

e T(a)=Tla];

e stupen [T : T(«)] je koneény;
Navic pak [T : T(«)] = deg mr .
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Algebraické rozSireni

e Rozsiteni T < U je algebraické, je-li kazdy prvek z U algebraicky
nad T.
e Pro rozsifeni T < U je ekvivalentni
o T < U je algebraické;
e pro kazdou M C U, T(M) = T[M];
e pro kazdou kone€nou F C U je stupen [T : T(F)] konecny;

e Bud T < U rozSiteni. Mnozina
{a € U | a je algebraicky nad T}
tvori téleso nazyvané algebraicky uzaver T v U.
e Téleso ja algebraicky uzaviené nema-li vliastni algebraické
rozSireni.
o Algebraicky uzaveér télesa je jeho algebraické, algebraicky
uzavrené rozsireni.
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Definice

Bud' T < U rozSifeni a f € T[x] je nerozlozitelny polynom. Je-li
U = T[a] pro néjaky kofen « polynomu f, nazveme U korenové
nadtéleso polynomu f nad T.

e Bud T < U, T < V dvojice rozsifeni. Homomorfismus f: U — V,
ktery je identicky na T (1j., f(t) = t pro kazdé t € T) nazveme
T-homomorfismem.

e Télesa U, V jsou T-izomorfni, existuje-li T-izomorfismus U na V.

Lemma 3.1
Korenova nadtélesa polynomu f nad T jsou T -izomorfni. }
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Definice

Bud' T < U rozSifeni a f € T[x] je polynom. Je-li U = T[A] pro néjakou
mnozinu A korenl polynomu f a f se v U rozklada na kofenové
Cinitele, nazveme U rozkladové nadtéleso polynomu f nad T.

Lemma 3.2
Rozkladova nadtelesa polynomu f nad T jsou T -izomorfni.

Véta 3.3
e Pro kazdé téleso existuje algebraicky uzaver.
o Algebracké uzavery télesa T jsou T-izomorfni.
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Prvotéleso
o Kazdé téleso T obsahuje minimalni podtéleso nazyvané
prvotéleso. Prvotéleso je izomorfni
Fp : je-li charakterisitika T rovna prvocislu p;
Q: je-li charakterisitika T rovna O;

o Provotéleso je fixni pfi kazdém endomorfimu télesa T.
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Konecna charakteristika

e Je-li T téleso konecné charakterisitiky p, ur€uje pfifazeni x — xP
endomorfisus T nazyvany Frobenitv endomorfismus.

e Konecné téleso charakterkistiky p ma p prvkd a je rozkladovym
nadtélesem polynomu xP* — x nad Fp. Znacime jej F .

e Multiplikativni grupa nenulovych prvk kone¢ného télesa je
cyklicka.
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Galoisova teorie Saparabilni rozsireni

Necht T < U, T < V jsou rozSifeni. Mnozinu v§ech T-homomorfismu
z U do V budeme znacit hom7(U, V).

Definice

Necht T < U < W jsou algebraicka rozsifeni, kde W je algebraicky
uzaviené. Mohutnost mnoziny homr(U, W) nazveme stupen
separability U nad T a oznacime [U : T]s.

Lemma 3.4

Necht T < U < W jsou algebraicka rozsireni a W je algebraicky
uzavrené. Potom

© Kazdy T-homorfismus z U do W Ize rozsirit na T-endomorfismus
w.

® Kazdy T-endomorfismus W je automorfismem.
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Galoisova teorie Saparabilni rozsireni

Lemma 3.5 ( )

Necht T < U < V < W je posloupnost algebraickych rozsifeni téles,
pricemz W je algebraicky uzaviené. Pro kazdé ¢ € homy(U, W)
zvolme rozsifeni g € homt(W, W) (které existuje a je automorfismem
podle predchazejiciho lemmatu). Potom pfirazeni (v, p) — p o1
urcuje bijekci

homy(V, W) x homr(U, W) — homt(V, W).

Dulsledek 3.6 ( )
Jsou-li T < U < V algebraicka rozsifeni, potom

[V:Tls=[V:UslU: T]s.
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Galoisova teorie Saparabilni rozsireni

Véta 3.7 ( )

Bud' T < U algebraické rozsifeni konecného stupné. Plati
O[U:Ts<[U:T];
® je-lia € U takove, Ze deg mr , = n a mr, ma ve svem

rozkladovém nadtélese pravé k ruznych korend, je
[U: Tls < k/n[U:T];

Definice

e Polynom f € T[x] je separabilni, nema-li ve svém rozkladovém
nadtélese vicenasobné koreny;

e Prvek a je separabilni, je-li mr ,, separabilni;
e Rozsiteni T < U je separabilni, je-li kazdé o € U separabilni;
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Galoisova teorie Saparabilni rozsireni

Tvrzeni 3.8 ( )

Pro rozsifeni T < U konecného stupné je ekvivalentni
© T < U je separabilni;
® U = TI[A] pro konecnou mnozinu A separabilnich prvka;
O[U:Tls=[U:T];

Definice

VSechny prvky z U separabilni nad T tvori téleso nazyvané separabilni
uzaver T v U.

<

Tvrzeni 3.9 ( )

Necht T < U < V jsou rozsiteni. Je-li U separabilninad T a V
separabilni nad U, je také V separabilni nad T.
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Galoisova teorie Saparabilni rozsireni

Tvrzeni 3.10 ( )

Necht' T je téleso a f € T|[x] polynom, ktery neni separabilni. Potom
plati

e charakteristika T je p > 0;
e existuje g € T|[x] tak, Ze f(x) = g(xP);
e nektery z koeficientd f neleZi v obrazu Frobeniova endomorfismu;

Definice

Téleso T se nazyva perfekini, jestlize je charakteristiky 0, nebo je
Frobenilv endomorfismus automorfismem. Napfiklad konecna a
algebraicky uzavrena télesa jsou perfektni.

Dusledek 3.11 ( )
Algebraické rozsifeni perfektniho télesa je separabilni.
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RozSifeni T < U je jednoduché, je-li U = T|q]. ]

Véta 3.12 (11.3.1)

Separabilni rozsifeni konecného stupné je jednoduché.

Dikaz.
Bud' T < U separabilni rozsifeni koneCného stupné.

e Je-litéleso T konecné, je i U konecné a jednoduchost rozsiteni
plyne z cyklicnosti U*.

o Predpokladejme, ze T je nekonecné a bud o € U zvoleno tak, ze
je stupen [T(«) : T] maximalni. Pro spor predpokladejme, ze
existuje 8 € U~ T(«). Oznatme V = T(a, ).

e Bud hom7(V,K) = {fi,f,..., f,}. Ze separability plyne

n=[V,T]>[T(«): T].
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Dokonceni dikazu Véty 3.12.

e Pro kazdé i < j je budto fi(a) — fi(c) # 0 nebo £(5) — £(3) # 0.
Proto je polynom

a(t) = I (fi(a) = fi(a)) + t(F(B) — £(B))

i<j
nenulovy.

e Protoze T je podle predpokladu nekonecné, existuje t € T tak, ze
g(t) #0.

e Pak ale pro i # j plati fi(« + t3) # fi(o + 1/3) a tedy
[T(a+t3): T]s > n.

e Odtud plyne, ze V = T(a + t3) coz je spor s volbou «.
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Definice

RozSifeni T < U nazveme normalni je-li algebraické a pro kazdy
endomorfismus f € homr(U, W), kde W je algebraicky uzaver U,
f(U) = U.

Normalni separabilni rozSifeni kone¢ného stupné se nazyva
Galoisovo.

Tvrzeni 3.13 ( )
© Rozkladové nadtéleso polynomu je normaini.
® Rozkladové nadtéeleso separabilniho polynomu je Galoisovo.

Tvrzeni 3.14 ( )

Kazdé Galoisovo rozsireni je rozkladovym nadtélesem
nerozloZitelného separabilniho polynomu.
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Bud M C T[x] mnozina polynomu. Rozkladové nadtéleso mnoziny M
je nejmensi rozSifeni U télesa T ve kterém se kazdy polynom z M
rozklada v soucin linearnich polynomd.

Tvrzeni 3.15 ( )

Rozsifeni T < U je normalni pravé kdyz existuje mnoZina polynomdu
M C TI[x] takova, Ze U je jejim rozkladovym nadtélesem.

Tvrzeni 3.16 ( )

Bud' T < U rozsifeni. UvaZzme mezitéleso V, které se sklada ze vsech
« jejichZ minimalni polynom se v U rozklada v soucin linedrnich
polynomu. Potom je V nejvétsi normalni rozsifeni T jeZ je obsazeno v
U.

Téleso V nazveme normalnim uzavérem T v U.
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Bud' T < U algebraické rozsiteni. Oznacme
Gal(U, T) = homr(U, U).
Pro podgrupu G grupy Aut(U) polozme

Fix(U, G) ={a € U| g(a) = a pro kazdé g € G}.

Tvrzeni 3.17 ( )

Bud' T < U rozsifeni a G C Aut(U). Potom
©® 7 <Fix(U,Gal(U, T));
® G < Gal(U,Fix(U, G));
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Lemma 3.18 ( )

Bud' U teleso a necht G je n-prvkova podgrupa grupy Aut(U). Potom
je U separabilni rozsifeni telesa Fix(U, G) stupné n a plati, Ze

G = Gal(U, Fix(U, G)).

Dlkaz.

e Oznacme T = Fix(U, G). Pro « € U polozme
G(a) ={9(«) | g € G} a uvazme polynom

fa = H (X_ﬁ)'
BEG(a)

e ProtoZze hG(a) = G(«) pro kazdé g € G, je polynom f, invariantni
vzhledem ke vS§em automorfismim z grupy G a proto f, € T|[x].
 ProtoZe je navic a kofen f,, plati Zze m, 1 | f.. O
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Pokracovani dukazu Lemmatu 3.18.

e Polynom f, je separabilni, proto je m, r separabilni a tedy je
rozSiteni T < U separabilni.
Ukazeme, ze rozsifeni T < U je koneCného stupné. Pro spor
predpokladejme, ze tomu tak neni. Potom existuje mezirozSireni
T <V < Ustupné k > n.

Podle Véty 3.12 existuje g € U tak, ze V = T(3). Potom ale

k=[V:T]=degmgr <degfz <n,

COZ je spor.
Opét podle Véty 3.12 existuje o € U tak, ze U = T(«). Plati

n < |Autr(U)| < [U: T] = degm, 7 < degf, < |G| = n.

Proto plati, Ze n=[U: T|=[U: T|satedy G = Gal(U, T). O
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Lemma 3.19 ( )

Bud' T < U Galoisovo rozsifeni. Potom

T =Fix(U, Gal(U, T)).

Dlkaz.
e PoloZzme S = Fix(U, Gal(U, T)).
e Podle Lemmatu 3.18 je S < U separabilni rozSifeni stupné
n=|Gal(U, T)|.
e T < U je normalni a separabilni, proto [U : T] = |Gal(U, T)| = n.
Odtud [U: T]=[U: S].
e Podle Lemmatu 3.17je T < Satedy T = S. O

v
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Lemma 3.20 ( )

Bud' U téleso a necht G < Aut(U). Potom pro kazdé f € Aut(U) plati

Fix(U, fGf~1) = f(Fix(U, G)).

Dlkaz.
e Pro kazdé u € Fix(U, G) a g € G plati
fof =" (f(u)) = fg(u) = f(u),

odkud plyne, Ze f(Fix(U, G)) C Fix(U, fGf~1).
e Podobné plati

f=1(Fix(U, fGf~")) C Fix(U, f1fGf'f) =

odkud Fix(U, fGf—1) C f(Fix(U, G)).

Fix(U, G),
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Galoisova teorie Galoisova korepondence

Definice

o Mgjme usporadané mnoziny A, B. Zobrazeni o.: A — B nazveme
anti-monotonni jestlize

a<a = ala)) > ala)

pro vSechna ay, a» € A.

 Dvojice (a, 8) anti-monoténnich zobrazenia: A— Bag: B— A
tvofi Galoisovu korespondenci je-li spinéno:

a<apa(a), b<pas(b)

90/236



Galoisova teorie Galoisova korepondence

Lemma 3.21 ( )

Zobrazeni o, 3 poskytuji vzajemne inverzni bijekce mnoZin 3(B)) a
a(A).

Dusledek 3.22 ( )
e Jsou-li a, 3 surjektivni, jsou bijekcemi.

e Tvori-li navic A, B svazy, jsou «, 3 vzajemné inverznimi
anti-izomorfismy téchto svazd.
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Galoisova teorie Galoisova korepondence

Véta 3.23 (Hlavni véta Galoisovy teorie — )

© Necht' U je Galoisovo rozsireni telesa T. Potom zobrazeni ur¢ené

predpisy
V — Gal(U, V) a G — Fix(U, G)

tvori anti-izomorfismus svazu vsech mezitéles rozsireni T < U a
v8ech podgrup grupy Gal(U, T).

® Normalni rozsiteni T odpovidaji normalnim podgrupam grupy
Gal(U, T).

@ Je-li T < V(< U) normalni rozsiteni, plati

Gal(V,T) ~ Gal(U, T)/Gal(U, V).
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Galoisova teorie Galoisova korepondence

Dlkaz Veéty 3.23.

e Obé zobrazeni surjektivni jsou antimonoténni. K dikazu @ staci
oveéfit, Ze jsou surjektivni. To plyne z Lemmat 3.18 a 3.17.

e Ukdzeme @.Bud T < V < U takové, ze T < V je normalni. Pro
g € Gal(U, T) je potom g~ '(V) = V.

e Proto pro libovolnd h € Gal(U, V) a v € V plati
ghg='(v) = g9~ '(v) = v atedy ghg~' € Gal(U, V). To znamena,
Zze Gal(U, V) < Gal(U, T).

e Bud G < Gal(U, T). Pro libovolné f € Gal(U, T) pak mame podle
Lemmatu 3.20 f(Fix(U, G)) = Fix(U, fGf~') = Fix(U, G).

e Znormality U nad T pak plyne normalita Fix(U, G) nad T.

e Pfifazeni f — f [ V urCuje homomorfismus z Gal(U, T) na
Gal(V, T) jehoz jadrem je prave grupa Gal(U, V). Odtud
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Galoisova teorie Radikalova rozsiteni

Lemma 3.24

Pro teéleso T znacme T* multiplikativni grupu jeho nenulovych prvka.
Je-li G konecna podgrupa grupy T*, potom je G cyklicka.

Lemma 3.25

Necht' T < U rozsifeni, kde U je rozkladové nadtéleso polynomu
x™ —1. Potom je grupa Gal(U, T) Abelova.

Dlkaz.
e Koreny polynomu f tvofi kone¢nou podgrupu grupy U*, ktera je
tedy cyklicka. Bud' « jeji generator.
o Pro kazdé g € Gal(U, T) je g(a) = o/ a j jednoznaéné uruje g.
e Pro g, he Gal(U, T), h(a) = of, plati
gh(a) = g(a*) = (/) = (a*) = h(df) = hg()
a vidime, Ze grupa Gal(U, T) je Abelova. O
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Lemma 3.26

Bud'T téleso, a € T a necht U je rozkladové nadtéleso polynomu
x" — a. Pokud T obsahuje rozkladové nadtéleso polynomu x™ — 1, je
grupa Gal(U, T) Abelova.

Ddkaz.
e Bud « kofen polynomu x" — a.

Ostatni kofeny polynomu x” — a jsou tvaru SBa, kde 3 je kofen
x"—1.

T-automorfismy télesa U jsou uréeny pfifazenimi o — (a.

Necht ¢: a— Ba a: a+— ya jsou dva z nich.
Potom
pY(a) = p(va) = yp(a) = YBa = Bya = BY(a) = Y(Ba) =
Yo(a).
Proto ¢y = 1 a grupa Gal(U, T) je komutativni. O
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Definice
e Grupa G je resitelna, jestlize existuje fetézec
1=GCGC---CG=G

splnujici Gj < Gj1 a Gj1/Gj je Abelova.
e Posloupnost Gy, . .., G, nazveme kompozicni fadou grupy G.

Lemma 3.27

Je-li H normalni podgrupa grupy G, je grupa G resitelna pravé kdyz
Jjsou resitelné grupy H a G/H.

Véta 3.28
Pro n > 4 neni symetricka grupa S, resitelna.
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Lemma 3.29

Bud’'T < U, kde U je rozkladové nadtéleso polynomu x" —anad T.
Pokud charakteristika télesa T nedéli n, je Gal(U, T) resitelna.

Dikaz.

« Derivace polynomu x" — aje nx"~'. ProtoZe charakteristika T
nedeéli n, je tato derivace nenulova, nesoudélna s f, a tedy f nema
vicenasobné koreny.

e Necht a4, ..., an jsou vSechny kofeny polynomu f.
Predpokladejme, ze a4 # 0.

o Potom tvofi zlomky «;/«q praveé vSechny koreny polynomu x" — 1
a ten se tedy v U rozklada.

e Bud V rozkladové nadtéleso x” —1.Je T < V < U atato
rozSifeni jsou normaini.
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Galoisova teorie Radikalova rozsiteni

Dokonceni dikazu lemmatu 3.29.
o Podle Lemmatu 3.26 je grupa Gal(U, V) Abelova.
e Podle lemmatu 3.25 je grupa Gal(V, T) Abelova.
e Podle Véty 3.23 je Gal(U, V) < Gal(U, T) a plati

Gal(V,T) ~ Gal(U, T)/Gal(U, V).

e Podle Lemmatu 3.27 je pak grupa Gal(U, T) feSitelna. O
Definice
RozSifeni T < U nazveme radikélove jestlize U = T(av,...,an), kde

pro kazdé j existuje n; € N takové, ze o) € T(ax, ..., qj1).
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Galoisova teorie Radikalova rozsiteni

Lemma 3.30

Normailni uzaveér radikalového rozsifeni je opét radikalové rozsifent.

Dukaz.
e Bud T < T(ay,...,am) radikdlové a U jeho normélni uzaver.

e Dukaz provedeme indukci podle m. Ozna¢me jesté V normalni
uzaver rositeni T < T(«q,...,am_1). Podle indukéniho

v rv

predpokladu je rozSiteni T < V radikalové.

v rv

e Potom je rozSifeni V < V(ap) radikalové a U je jeho normalni
uzaver a tedy vznikne pridanim vSech kofend minimalniho
polynomu prvku o, nad V.

e Prototoze ap € V, plati totéZ pro kazdy z téchto kofenli a
rozSiteni V < U a tedy také T < U jsou radikalova.

Ol
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Véta 3.31

Je-li T <U=T(a,...,an), kde o’ € T(ax,...,aj_1), normaini
radikalové rozsiteni a charakteristika T nedeli nj, je grupa Gal(U, T)
resitelna.

Dudkaz.

o Tvrzeni ukazeme indukci podle n. Necht o' = a€ T a uvazme
rozkladové nadtéleso V polynomu x™ —anad T.

e Potom je U = V(ayp,...,an) normalni radikdlove rozsifeni a dle
indukéniho predpokladu je grupa Gal(U, V) feSitelna.

e Podle Lemmatu 3.29 je grupa Gal(V, T) feSitelna a podle
Véty 3.23 je Gal(U, V) < Gal(U, T) a plati

Gal(V, T) ~ Gal(U, T)/Gal(U, V).

e Podle Lemmatu 3.27 je pak grupa Gal(U, T) feSitelna. Ol
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Galoisova teorie Radikalova rozsiteni

Definice

Necht T je téleso, f € T[x] a U rozkladové nadtéleso f. Rekneme, Ze
polynom f je fesitelny pomoci radikalu je-li U obsazeno v néjakém
radikalovém rozsireni T.

Definice

Necht T je téleso, f € T[x] a U rozkladové nadtéleso f. Galoisovou
grupou polynomu f (nad T) rozumime grupu Gal(U, T).

Véta 3.32

Bud' T téleso stupne 0. Je-li polynom f € T|x] fesitelny pomoci
radikald, je jeho Galoisova grupa resitelna.
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Galoisova teorie Radikalova rozsiteni

Dukaz.

Oznacéme U rozkladové nadtéleso polynomu f nad T. Podle
predpokladu je T < U < V pro néjaké radikalové rozSireni V
télesa T.

Podle Lemmatu 3.30 Ize predpokladat, ze rozSifeni T < V je
normalni.

Podle Véty 3.31 je Galoisova grupa Gal(V : T) feSitelna.
Rozsiteni T < U je normalni a tedy podle Véty 3.23 je

Gal(U, T) ~ Gal(V, T)/Gal(V, U).

Podle Lemmatu 3.27 je grupa Gal(U, T) feSitelna.
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Galoisova teorie Radikalova rozsiteni

Definice
Podgrupa G symetrické grupy S, se nazyva tranzitivni jestlize pro
kazdé i,j € {1,...,n} existuje g € G tak, ze g(i) =j.

Lemma 3.33
Bua' p prvocislo a G tranzitivni podgrupa grupy Sp. Obsahuje-li G
transpozici, je rovna Sp.

Véta 3.34

Bud' f € Q[x] nerozlozitely polynom prvociselného stuprie p. Ma-li f
pravé dva nerealné koreny, je jeho Galoisova grupa nad Q izomorfni
Sp.

Véta 3.35
Rovnice x° — npx + p = 0 pro n > 1 neni Fesitelna pomoci radikald.

v
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Dalsf vlastnosti téles Stopa, norma a diskriminant

e Uvazme rozsifeni T < U konecného stupne n a zvolme bazi

e=(eq,€q,...,ep) prostoru Unad T.
e Prvek a € U urCuje endomorfismus télesa U dany predpisem
u— au.

¢ Matici tohoto endomorfismu vzhledem k bézi e ozna¢ime Me(«).

Definice
e Normou prvku o v U nad T nazveme hodnotu
Nu|T(a) = det Me(()é).
e Stopou prvku v U nad T nazveme hodnotu Try7(a) = tr Me(c)
(tj., soucet prvkd na diagonale).
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Dalsf vlastnosti téles Stopa, norma a diskriminant

o Charakteristicky polynom ¢, matice Me(«) nezavisi na volbé baze
e ajeroven

Co = det(xly — Me(a)) = X"+ cr1X" ' + - + 1 X + .
e Z definice plyne, Ze Try r(a) = —Cp—1 @ Ny|7(a) = (=1)"co.
e Proto hodnoty Ny, r(a) a Try r(a) nezavisi na volbé baze.
Tvrzeni 4.1 ( )

Bud’' T < U rozsifeni kone¢ného stupné n a necht o € U. Potom
Qc = miT, kded =[U: T(a)];
® Nyjr(a) = (=1)"c = (—1)"a§ = (Nr(a)7())?;
O Tryr(a) = —Ch1 = dTr7)7(a);
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Dalsf vlastnosti téles Stopa, norma a diskriminant

Tvrzeni 4.2 ( )

Bud’' T < U separabilni rozsifeni a o € U. Potom
O c. =[I(x —g(a)),
@ Nyr(a) =[19(a),
O Tryr(e) = >-9(a),

kde g probiha véechny T-homomorfismy z U do jeho algebraického
uzaveru.
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Dalsf vlastnosti téles Stopa, norma a diskriminant

Proa,8 € Uje

e Nyj7(apf) = Nyjr(a)Ny7(5);

e Tryr(a+ B8) = Tryjr(a) + Try 7(8);
Mame tak grupové homomorfismy Ny 7: (U*,.) — (T*,.) a
Tryr: (U, +) — (T, +).

Tvrzeni 4.3
Necht' T < U < V jsou separabilni rozsifeni konecného stupnée. Potom

O Try7 = Tryj7 o Trypu;
® Ny |7 =Ny oNyy;
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Dalsf vlastnosti téles Stopa, norma a diskriminant

Definice

Bud' T < U separabilni rozSiteni stupné na aq,ap,...,an € U.
Definujeme diskriminant jako A(aq, az, ..., an) = det(Try r(aiq;)).

Lemma 4.4 ( )

Bud' W algebraicky uzaver U ahomy(U, W) = {g1,92,...,9n}-
PoloZzme M = (gi(a;)). Potom MMT = (Try 1 () a tedy
Aoq, g, ..., an) = det M2,

Tvrzeni 4.5 ( )

e Zobrazeni («, 8) — Try;7(a3) je nedegenerovanou symetrickou
bilinearni formou U x U — T;

e Jsou-liaq,as,...,anapf,B,...,0,dvebaze U nad T a
P = (pj), kde B; = >_ p;jBi, plati

(ﬂ17ﬁ27 s 7ﬁn) = (det P)ZA(Oé1,O£2, c. ,an) 75 0.

v
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Dalsf vlastnosti téles Stopa, norma a diskriminant

Lemma 4.6 ( )

1 oy oz? 04?_1
1 ozg ag_1
= ]](ej - )
.. "<j
1 ap oz% ag_1

Tvrzeni 4.7 ( )

Bud' T < T(~) separabilni rozsifeni stupné n. Potom

© A(1,7,--,7" ") = Tgzn(9(v) — h(7))?, kde g, h probihaji
vSechny homomorfismy z télesa T(v) do jeho algebraického
uzaveru;

© A(1,7,....7" ") = (= 1)ONy (., (7).
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Dalsf vlastnosti téles Algebraicka nezavislost a stupen transcendence

Lemma 4.8 ( )

v rv

Bud’' T < U rozsireni. Pro kazdou podmnoZinu M C U plati, Ze T(M)
sestava pravé ze vsech prvki tvaru p(aq, ag, ..., an)/q(B1, B2, - -, Bn),
kdeQ(/BhﬂZw-- 7ﬁn) ;é 0! P,q S T[X17X27’ o -;Xn] aaiaﬁi S M

Definice
© Podmnozinu M C U nazveme algebraicky nezavislou (nad T)
jestlize p(aq, ag, ..., an) # 0 pro kazdé po dvou rizné
aq,qo, ..., anakazdy polynom p(xq, Xo, ..., Xn) € T[X1, Xo, ..., Xp].
® Prvek 5 € U nazveme algebraicky zavisly na M (nad T) je-li
algebraicky nad T(M).

Lemma 4.9 ( )

MnoZina M C U je algebraicky nezavisla pravé kdyz Zadné (3 € M neni
algebraicky zavislé na M ~. {5}.
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Dalsf vlastnosti téles Algebraicka nezavislost a stupen transcendence

Definice

Necht M;, M jsou podmnoziny U. MnoZina M je algebraicky zavisla
na mnoziné M; (nad T) jestlize je kazdy prvek z M, algebraicky zavisly
na M.

v

Lemma 4.10 ( )
Necht My, M, M3 jsou podmnoZiny U. Je-li M3 algebraicky zavisla na
M, a M, algebraicky zavisla na My, je M3 algebraicky zavisla na Mj .

Definice

Podmnoziny My, M, télesa U nazveme algebraicky ekvivalentni (nad
T) jestlize je M; algebraicky zavisla na M, a zaroven M, algebraicky
zavisla na M.
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Dalsf vlastnosti téles Algebraicka nezavislost a stupen transcendence
Lemma 4.11 ( )

Bud' M podmnoZina U. KaZdou algebraicky nezavislou podmnoZinu
Mo mnoZiny M Ize rozsifit na algebraicky nezavislou podmnoZinu M;
mnoZiny M, ktera je s M algebraicky ekvivalentni.

Lemma 4.12 (O vyméné - )

Necht My, My jsou podmnoZiny U takové, Ze M, je algebraicky
nezavisla a algebraicky zavisla na M». Potom pro kazdé o € My ~ M»
existuje 5 € My ~. My tak, Ze mnoZina (M, ~ {3}) U {a} je algebraicky
ekvivalentni Ms.

Tvrzeni 4.13 ( )

Necht T < U a My, M» jsou podmnoZiny U takové, Ze M je
algebraicky nezavisla nad T a je algebraicky zavisla na M, na T.
Potom je mohutnost My nejvyse rovna mohutnosti M.
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Algebraicka nezavislost a stupen transcendence
Dlsledek 4.14 ( )

Kazdé dve algebraicky nezavislé algebraicky ekvivalentni podmnoZiny
U maji stejnou mohutnost.

Definice
Bud T < U rozSiteni.
e Algebraicky nezavislou mnozinu, ktera je algebraicky ekvivalentni
U nazveme transcendentni bazi.

e Mohutnost trascendentni baze (podle Tvrzeni 4.13 ji maji vSechny
stejnou) nazveme stupném transcendence U nad T a oznaCime
[U: T]tr-

Tvrzeni 4.15 ( )

Necht T < U < V je posloupnost rozsifeni. Potom plati

[V:Tle =[V:Ulx +[U: Tle.
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e Bud R okruh. Okruh S spolu s (okruhovym) homomorfismem
f: R — S nazveme R-algebrou.

e Zobrazeni f nazveme strukturni homomorfismus.
¢ Nize budeme vzdy predpokladat, Ze R-algebry jsou komutativni.

Lemma 5.1 ( )

Bud’ S komutativni R-algebra se strukturnim homomorfismem

f: R — S. Potom je S jako R-algebra konecné generovana prave kdyZz
Ize f rozsifit na okruhovy epimorfismus R[x1,...,Xs] — S.

v

Dasledek 5.2 ( )

Je-li R noetherovsky, je také kazda konecné generovana R-algebra
noetherovska.
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Tvrzeni 5.3 ( )

Necht' Sy < S jsou dvé R-algebry. Jestlize mnoZina A generuje Sy
jako R-algebru a mnoZina B generuje Sy jako Sy-algebru, potom
sjednoceni AU B generuje Sy jako R-algebru.

Dlsledek 5.4 ( )

Bud' R noetherovsky a S < Sy < S, posloupnost R-algeber, Ze
e Sy je konecné generovana R-algebra;
e S, je konecné generovany Sy-modul;

Potom je S; konecné generovanou R-algebrou.
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Tvrzeni 5.5 ( )

Bud’ R noetherovsky okruh. Necht Sy < S, jsou R-algebry splriujici:
e S, je konecné generovany S;-modul;
e S, je konecné generovana R-algebra;

Potom je také S; konec¢né generovanou R-algebrou.

Dlkaz.

e Budeme hledat mnozinu Sy tak, aby byly splhieny predpoklady
Dusledku 5.4.

e Bud M mnozina generatort S, jako S;-modulu a C mnozina
generatort S, jako R-algebry.

e Pro kazdé c € Ca m e M necht
cm = Zm’eM Scm,m’rn/7
kde S¢m,nv jsou prvky Sy. O
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Dokoncéeni dikazu Tvrzeni 5.5.

OznaCme Sy R-algebru generovanou prvky Sem qny @ bud” Sz
Sp-modul generovany mnozinou M. Ukazeme, ze S; = S.,.

Oznacme C* = {cico---ck | k € Na c; € C}. Staci ukazat, ze
C* C Ss.

Protoze 1 € M,je c =3 Sc1,mwm € Szatedy C C Ss.

Meéjme ¢4, Co, ..., ¢k € C a predpokladejme, ze
a=10CC--Cxk_q € S5.

Potom je a = > s;m, pro néjaké s, € Sp.

Odtud cyCy...ck = ack = ), SmCxmM =

= Zm Sm (Zm’ kafTLm'm/) = Zm’ (Z Smkam,m’) m € Ss.
m

€Sy

Ol
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Lemma 5.6 ( )

Bud' T téleso. Okruh T(xq,...,Xn) neni jako T-algebra konecné
generovany.
Ddkaz.
e Pro spor pfedpokladejme, Ze T(xq,..., Xp) je konecné generovano
prvky gi, ..., k-

e Bud g; =pi/q;, kde p;,qgi € T[xq, ..., Xn]

e Alespon jeden z polynom( g; je nenulového stupné, jinak by
91,---,9k € T[X1,...,xp) @ T-algebry T[xq,...,xa] @ T(Xy,...,Xn)
by se rovnaly.

. Potom lze kaédy prvek T(xi,...,Xn) vyjadrit ve tvaru
a/(qy" --- gy*) pro néjaké a € T[x1 b x,,] a aj € Np.
. Spemalne (q1 gn+1)""=a/(q]" --- g;¥), odkud

' gt =alg--gn+ 1),
e Proto (g1---gn+1)]q{" - qgy* coz je spor. O
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Definice

Bud' T téleso. Konetné generovanou T-algebru budeme nazyvat
afinni T-algebrou.

Lemma 5.7 ( )

Je-li afinni T-algebra télesem, je rozSifenim konec¢ného stupne.

Lemma 5.8 ( )

Bud'T télesoaay,...,an € T. Potom
@ idedal M = (xy —aq,...,Xnp— apn) je v T[xq,...,Xs] maximalni.
® polynom f € T[xq,...,xn] leZi videalu M = (x1 — a,...,Xn — ap)

prave kdyz f(aq,...,an) = 0.
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Dlikaz Lemmatu 5.8.

Bud f € T[x4,...,Xp]. PoloZme f, = f.

Pouzijeme-li algoritmus pro déleni polynomu se zbytkem,
dostaneme: f, = gn(Xn — an) + fr1, kde gn € T[xy,...,X5] @
fo1 € T[X1 jaoo ,Xn_1].

Podobné dostaneme f, 1 = gn_1(Xp_1 — an_1) + fr_1, kde
On-1 € T[X1,...,Xn1]afr2 € T[Xq,..., Xp_2].

Postupujeme-li podobné dale, dostaneme nakonec, ze
f=>gi(xi—aj)+f,kdefheT.
Odtud snadno plyne dokazované.
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Véta 5.9 (Hilbertova o nulach — )
Necht K je algebraicky uzaviené téleso a S = K|[x, ..., Xn|. Potom
© /deal M okruhu S je maximalni pravé kdyZz existuji a1, . . . , an tak,
Ze
M= (x1 —a1,...,Xn — an);

® Pro kazdy vlastni ideal J okruhu S je mnoZina
V(J) ={(a1,...,an) | f(aq,...,an) =0 pro vsechna f € J}
neprazdna a plati, Ze

VJ={g|9g(a,...,an) =0 pro véechna g € V(J)}.

Dasledek 5.10

Bud’ K algebraicky uzaviené teleso. Potom je kaZdy prvoideal okruhu
Kl[x1, ..., Xn] prinikem maximalnich ideald.
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Dlkaz Véty 5.9.

Bud M maximalni ideal okruhu Sa n: S — S/M kanonicka
projekce.

Podle Tvrzeni 5.7 je rozSifeni K < S/M kone¢ného stupné, tedy
algebraické. Protoze je K algebraicky uzaviené, je K = S/M.

PoloZzme 7(x;) = «;. Potom x; — o; € M a tedy
(X1 70[1,...,Xn*0[n) g M

Podle Lemmatu 5.8 je (x; — a1, ..., Xn — an) maximalni a tedy
rovno M.

Bud J ideéal S. Potom, opét podle Lemmatu 5.8,

O

V.
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Pokracovani dukazu Véty 5.9.

Ziejmé V(J) = V(v/J). Zbyva ukazat, ze pokud f(a) = 0 pro
kazdé a = (a1,...,an) € V(J), tak f € V/J.

Uvazme okruh U = S[y]avnémidealy A=JUa B=(1-fy)U.
Pro spor predpokladejme, ze idedly A, B nejsou komaximalni.
Potom existuji a € K" a g € K tak, ze f(a) = 0 a zaroven

1 — f(a)B = 0 coz je spor.

Okruh S je noetherovsky a tedy ideal J je generovan konecné
mnoha polynomy, g1, ..., Gk-

Protoze A+ B = Sly], existuji hy, ..., hc a h € S[y] tak, ze

1=> hgi+(1-fy)h

O

v
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Dokonceni diikazu Véty 5.9.

e Uvazme homomorfimus ¢: S[y] — K(x1, ..., Xn, y) roz8itujici
identitu na S o dosazeni y — 1/f. (Lze pfedpokladat f = 0).
e Dostaneme

1= ¢(h)gi+(1 - :)h =D _o(h)g;

Obrazy ¢(h;) jsou zlomky tvaru t;/f7, kde t; € S.
Vynasobime-li spoleénym jmenovatelem, dostaneme

f6 = Z fE’t,'g,'.

Dostavame 0 € J, odkud plyne, Ze f € v/J.
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Definice
e ProJ C T[xq,...,Xn] polozme
V(J)={a € T"| f(a) = 0 pro vSechna f € J}.
Podmnoziny T" tvaru V(J), kde J C T|[xy, ..., Xs] se nazyvaji
algebraické.

e Pro C c T" polozme naopak
I(C)={feT[xq,...,xn] | f(cx) pro vSechna a € C}.

Podmnoziny T|xi, ..., X, tvaru I(C) jsou idedly tohoto okruhu.
Tyto idealy nazyvam uzavrené.
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Lemma 5.11 ( )

(1)
* [(UG)=NLGC)
e V(UJ) =NV(h);
(2]
« C'CC — I(C)CIC);
« JCJ — V() CV(J);
(3]
o JCIV(J);
. CCVI(C);

Dusledek 5.12 ( )

Zobrazenil a'V tvofi Galoisovu korespondenci mezi podmnoZinami K"
a podmnoZinami K|[X1, ..., Xp].

4
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Afinni variety
Lemma 5.13 ( )
V(Ji1d2) = V(J1) UV(L).

Dlsledek 5.14
Algebraické mnoZiny tvofi systém uzavienych mnozin v topologii na
K". Tato topologie se nazyva Zariského topologie.

Definice

Algebraicka mnozina je nerozlozitelna pokud nelze vyjadfrit jako
sjednoceni vlastnich algebraickych podmnozin.

Lemma 5.15 ( )

Kazdou algebraickou mnozinu C Ize jednoznacné vyjadrit ve tvaru

C =, Ci, kde C; jsou nerozloZitelné algebraické mnoziny a Zadnou
z mnoZzin C; nelze vynechat.
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Lemma 5.16 ( )

Neprazdna algebraicka mnoZina je nerozloZitelna prave kdyZz je I(C)
prvoideal.

Véta 5.17 (V. 1.6)

Bud' T algebraicky uzavrené téleso. Potom pro kazdy vlastni ideal J
okruhu S = T[xq,..., Xn] plati, Ze

IV(J) = VJ = |{M | M je maximaini ideal S a J C M}.
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Cast Il

Celistvost a Dedekindovy obory
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistva rozsireni

Tvrzeni 6.1 ( )

Necht R < S jsou okruhy a | je ideal R. Necht M je S-modul, ktery je
Jako R-modul generovany n-tici prvku. Plati-li pro s € S, Ze sM C IM,
existuji a; € 1" tak, ze

s"+ap_ 18"+ + a;s+ ay € Ann(M).

Dikaz.

e Necht gy, ..., gnjsou generatory R-modulu M.

e Uvazme matici B = (bj) takovou, Ze sg; = > bjg;-
Polozme C = sl — B. Potom Cg” = 0, kde g = (g4, ..., gn)-

Bud' D matice adjungovana k matici C. Potom DC = (detC)I,
odkud detC € Ann(M).

Z definice determinantu dostaneme, ze det C je polynom
hledaného tvaru. ]
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Definice
Necht R < S jsou okruhy.

© Prvek u € S nazveme celistvym nad R jestlize je kofenem
monického polynomu f € RJ[x].

® Okruh S je celistvy nad R, je-li kazdy prvek z S celistvy nad R.
® Homomorfismus f: R — S je celistvy, je-li S celistvy nad f(R).

Tvrzeni 6.2 ( )

Necht R < S jsou okruhy a u € S. Potom je ekvivalentni:
© vu je celistvé nad R;
® R|[u] je konecné generovany jako R-modul;
© existuje podokruh S obsahujici R[u], ktery je konecne generovany
jako R-modul;
O existuje vérny R[u]-modul, ktery je jako R-modul konecné
generovany;
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistva rozsireni

Dlkaz Tvrzeni 6.2.

e (1 = 2) Je-li u kofenem monického polynomu f stupné n, je
R-modul R[u] generovan mocninami 1,u, ..., u"";

e (2 = 3)a(3 = 4)jetrivialni;

e (4 = 1) Bud M vérny R[u]-modul generovany n-prvky.

¢ Pouzijeme Tvrzeni 6.1 pro s = u, S = R[u] a | = R. Je totiz
uM C M = BRM a tedy f(a) € AnnM pro vhodny monicky polynom
z R[x] stupne n.

e Protoze je M vérny R[u]-modul, je pak f(u) = 0.

Tvrzeni 6.3 ( )

Bud’ R podokruh okruhu S. Jsou-li uy, . . ., u, celistvé nad R je okruh
Rluy, ..., un] celistvy nad R a jako R-modul konecné generovany.
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistva rozsireni

Dlsledek 6.4 ( )

Necht R < S jsou okruhy. Pak prvky u € S, které jsou celistvé nad R,
tvofi podokruh S obsahujici R.

Tento podokruh budeme nazyvat celistvy uzaver Rv S.

Tvrzeni 6.5 ( )

Necht R < S < U jsou okruhy takové, Ze S je celistvé nad R. Je-li
u € U celistvé nad S je celistvé jiZz nad R.

Dusledek 6.6 ( )

Necht R < S < U jsou okruhy takové, Ze S je celistvé nad R. Potom
jsou celistvé uzavery okruhti R a S v U shodné.
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistva rozsireni
Tvrzeni 6.7 ( )

Bud R< T < U, kde R jeokruha T, U jsou télesa. Je-lia. € U
celistvé nad R, jsou nad R celistvé také vsechny koreny a koeficienty
polynomu m,, 1.

Dudkaz.

e Lze pfedpokladat, ze U je rozkladovym nadtélesm m, 1. Bud’ K
algebraicky uzaveér U.

e « je celistvé nad R a tedy je kofenem néjakého monického
polynomu ¢ € R[x]. V T[x]| potom plati, ze m, 1 | c.

e Je-li 5 kofen m,, 7, je pak také kofenem c, tedy je celistvy nad
R[x].

« Koeficienty polynomu m,, 7 lezi v okruhu generovaném jeho
kofeny, proto jsou také celistvé.

Ol
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistva rozsireni

Dlsledek 6.8 ( )

Necht R< T < U, kde R je okruh a T < U je rozsireni téles
konecného stupne. Je-li o € U celistvé nad R, pak jsou nad R celistvé
také NU|T a Tru|T.

Tvrzeni 6.9 ( )

Necht R < S jsou obory a S je celitvé nad R. Potom je R télesem
pravé kdyz je S teélesem.

Tvrzeni 6.10 ( )

Necht R < S jsou obory a S je celitvé nad R. Ideal P okruhu S je
maximalni prave kdyz je maximaini ideal R N P.
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistvé uzaviené obory integrity

Definice

o Necht R < Sjsou okruhy. Rekneme, Ze R je celistvé uzaviené v
S je-li rovno svému celistvému uzaveéru.

e Obor R je celistveé uzavieny, je-li celistvé uzavieny ve svém
podilovém télese.

Tvrzeni 6.11 ( )

Bud’ R celistvé uzavieny obor integrity a T jeho podilové téleso. Bud’

T < U algebraickeé rozsireni téles. Potom pro celistvé « plati, Ze
@ minimalni polynom m,, t padne do R[x];

@ je-li T < U konecného stupne, potom Ny, (a) a Try (o) padnou
do R.
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistvé uzaviené obory integrity

Tvrzeni 6.12 ( )

Gaussuv obor je celitvé uzavrieny.

Duakaz Tvrzeni 6.12.

e Bud R Gaussuv obor, T jeho podilové téleso a necht u e T je
celistvy nad R.

e Potom u" + a,_1u" ' + ...+ ayu+ ay = 0 pro vhodna a; € R.
e Bud u=s/t, kde s,t € R jsou nesoudélné. Dostaneme

s"+ap_18" t+ -+ ayst™ ! + apt" = 0,

odkud 8" = —t(@,_18" ' + .- - + ayst" 2 + got" ).
e Pak ale t | s". ProtoZe jsou s, t nesoudélné, je nutné t invertibilni.
To znamena, ze u € R.

Ol

v
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Celistvé uzaviené obory integrity
UvaZzme nyni nasledujici situaci:
¢ R je celistvé uzavieny obor integrity a T je jeho podilové téleso;
e T < U je separabilni rozsifeni téles konecného stupné n;
e Sje celistvy uzaver Rv U,

Tvrzeni 6.13 ( )

Predpokladejme, Ze rozsifeni T < U je navic normaini a necht o € S.
Potom je o invertibilni prave kdyZz je Ny,t(«) invertibilni v R.

Lemma 6.14 ( )

Pro libovolna v, ..., ax € U existuje r € R tak, Ze ra; € S.
Definice
Baze a4,...,an télesa U nad T se nazyva celistva, jestlize aj € S a

kazdy prvek v s € S Ize vyjadfit ve tvaru s = )" rjaj, kde r; € R.

v
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistvé uzaviené obory integrity
Tvrzeni 6.15 ( )

Necht prvky aq,...,an € S tvofi bazi U nad T. PoloZme
A = Aoy, ...,ap). Potom AS C > Ray.

Dikaz.

e Misto Try 1 piSme jen Tr a oznacme T = (Tr(w;q)).

e Pro a € Unecht a =) tia;. Potom pro kazdé g € U plati
Tr(afB) = Tr((3_ tiei) B) = > tTr(3).

o Dostaneme, Ze vektor (t;) je feSenim soustavy rovnic
T(x;) = (Tr(awy)).

e Podle Tvrzeni 4.5 je A # 0.

e Podle Cramerova pravidla je toto feSeni tvaru r;/A, kde r; je

determinant matice vzniklé nahrazenim i-tého sloupce matice T

sloupcem (Tr(aq;)).
e Specidlnétedy r, € Ra Aa =3 ria;.

Ol
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Dulsledek 6.16 ( )

Je-li R noetherovsky je také S noetherovsky.

Tvrzeni 6.17 ( )

Je-li R obor hlavnich ideald ma U celistvou bazi.

Dukaz.
e Bud a4,...,an, € Sbaze U nad T. Podle Tvrzeni 6.15 je
AS C > Ra;.
e > Ra; je volny R modul s bazi aq, ..., a,. Podle Dusledku 2.16 je
AS volny modul hodnosti nejvyse n.

e R-moduly S a AS jsou izomorfni a S obsahuje volny modul
> Ra; hodnosti n.

e Proto je S volny R-modul hodnosti n a tedy U ma celistvou bazi.

Ol
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Celistvost a Dedekindovy obory Celistvé uzaviené obory integrity

Véta 6.18 (111.2.9)

Bud' R obor hlavnich idealu. Potom je kaZdy nenulovy kone¢né
generovany S-podmodul télesa U volnym R-modul hodnosti [U : T].

e Uvazme pfipad, kdy R =7Z, T = Q a U je algebraické rozsiteni
télesa Q kone¢ného stupné.

e Bud' Q algebraicky uzavér Q a oznaéme Zg celistvy uzavér Z v Q.
Prvky Zg budeme nazyvat algebraicka cela Cisla.

e Celistvy uzaver okruhu Z v U budeme znacit Zy. Mame
Zy = Z@ NnUu.
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Definice
Obor R nazveme Dedekinduyv, je-li
© celistvé uzavieny;
® noetherovsky;
® kazdy jeho prvoideal je maximalni;

Véta 6.19 ( )

Bud’ R Dedekinduv obor, T jeho podilové téleso. Je-li T < U rozsifeni
konecného stupné, je celistvy uzavér S okruhu R v U také Dedekindiv.
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Dikaz.
e Z Dusledku 6.16 plyne, Ze S je noetherovsky.
e Je-li P prvoidal v S, je PN R prvoideal R.
e PN Rjeneprazdny: Bud se Pa

X"+ a, 1x" "+ ... +a;x+ay € R[X]

polynom jehoz je s kofenem minimalniho stupné. Pak je nutné
a#0aay e PNA.

e Protoze je R Dedekindlv, je P N R maximalni. Podle Tvrzeni 6.10
je také P maximaini.

e Podle Lemmatu 6.14 je U podilové téleso S.
e Potom je S podle Dusledku 6.6 celistvé uzavieny.
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Lemma 6.20 ( )

Bud' R noetherovsky okruh. Potom pro kaZdy ideal | okruhu R existuji
prvoidedly Py, ..., Py tak, Ze | O Py - - - Py.

Necht R je Dedekindlv obor a T jeho podilové téleso.
e Pro podmnozinu A télesa T zname

(R:7 Ay ={teT|tACR}.
e Pro prvodedl P oboru R polozme P~ = (R :1 P).
Lemma 6.21 ( )

Bud’ P prvoideal Dedekindova oboru R. Potom pro kazdy nenulovy
ideal | oboru R plati

I C P~ = {Za,-p,- |aiel,pie P_1}.

v
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Dikaz Lemmatu 6.21.

e Z definice plyne, 2e RC P~'atedy / C IP~ 1.

e Zbyva ukazat nerovnost. Nejprve ukazeme, 2e R C P~'.

e Bud anenulovy prvek P a necht P; --- P C aR, kde P; jsou
prvoidedly a k je nejmensi mozné.

e Potom P; --- Px C P, odkud plyne, Ze pro nékteré i je P; C P.

e Je-li naptiklad P; C P, je P; = P nebot' P; je prvoideal a tedy
maximalni.

e Zminimality k plyne Py --- Px Z aR; Zvolme b € P, --- P\ aR.
Potom b/a ¢ R.

e Zaroven, protoze P = Py, ale a 'bP C a 'aR = R, odkud plyne,
eb/ac P,

O
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Dokonceni diikkazu Lemmatu 6.21.

Pro spor predpokladejme, Zze IP~1 = |.
Bud aj,...,a, mnozina generatort / a zvolme oo € P~1 \ R.

Uvazme translaci / — / danou pfifazenim 3 — a3 a bud’ A matice
této translace vzhledem k posloupnosti « = (s, . .., ap).

Potom (ol — A)a = 0.

Bud f(x) = det(xl — A). Pak f(«)A = 0, odkud f(«r) = 0 (jsme v
oboru integrity).

Pfitom f je monicky polynom nad R, tedy « je celistvy nad R.

Protoze R je Dedekindlv a tedy celitvé uzavieny je nutné o € R
-Spor.
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory
Lemma 6.22

Bud’ R Dedekindiv obor a P jeho prvoideal. Potom PP~ = R.

Véta 6.23 ( )

Kazdy vlastni ideal Dedekindova oboru Ize jednoznacne, aZ na poradi,
vyjadfrit jako soucin prvoideald.

Dikaz.

e Bud R Dedekinduv obor a predpokladejme, ze existuji idedly R,
které nejsou souciny prvoideall. Protoze R je noetherovsky
existuje maximalni takovy ideall, oznacme jej .

e Bud P prvoidedl obshuijici I. Potom je IP~' C PP~1 = R.

o V piipadé rovnostiby / = IR=IP~'P = PP~'P = PR = P, coz
neplati a tedy, vzhledem k Lemmatu 6.14, / C IP~" C R.

e Vzhledem k maximalité /je IP~" = P5--- Py, odkud | = PP5 - - - Py
- spor. O
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Dokonceni dikazu Véty 6.23.

e Ukazeme jednoznacnost. Necht | = P;--- Py = Qq--- Q).

e Potom P; --- P, C Qg atedy jeden z idedlu P; je obsazenv Q.
Vzhledem k jeho maximalité jsou si oba idealy rovny a tedy
napriklad Py = Q.

e Potom P1‘1 =Py - Py = Qo---Q ajednoznacnost ukazeme
indukci. O

Definice

Bud' R Dedekindlv obor a T jeho podilové téleso. Lomenym idealem
rozumime konec¢né generovany R-podmodul T.

Lemma 6.24 ( )

Nenulovy R-podmodul A télesa T je lomenym idealem prave kdyZz
existuje nenulové c € R tak, Ze cA je ideal R.
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Véta 6.25 ( )
Lomené idealy Dedekindova oboru tvofi grupu.

Dudkaz.

Bud' R Dedekindlv obor a T jeho podilové téleso. Snadno
nahlédneme, Ze lomené idedly s operaci nasobeni tvofi
komutativni monoid.

Pro lomeny ideal A polozme A~" = {t € T | tA C R}. Zfejmé je
A~" podmodul T a pro nenulové ac Aje aA~! C R, odkud
vidime, ze A~ je lomeny idedl.

Z definice plyne, ze AA~" C R. Ukazeme, Ze plati rovnost. K tomu
staci ukazat, Ze existuje lomeny ideal B tak, ze AB D R.

Je-li A = P prvoidedl, je PP~! = R podle Lemmatu 6.22.

Bud' Aidedl a A =[] P; jeho vyjadfeni v soucin prvoideall. Potom
pro B =[] P, plati, ze AB = R.

Je-li Alomeny idedla cAC R, je pro B = c(cA)*‘, AB = R. O
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Celistvost a Dedekindovy obory Dedekindovy obory

Tvrzeni 6.26 ( )

Kazdy lomeny ideadl A Ize jednoznacnée, az na poradi, vyjadrit ve tvaru
A =TI P, kde P; jsou po dvou riizné prvoidedly a «; jsou nenulova
cela cisla.

Oznacme J7 grupu vSech lomenych ideald.

Lomeny idedl tvaru tR, kde t € T* nazveme hlavni. Hlavni idaly
tvofi podgrupu grupy Jr, kterou oznacime Pr.

Polozme C¢1 = JI7/Pt. Gupu C¢7 nazveme tfidova grupa R.
Ztejmeé je C¢t = 1 prave kdyz je R obor hlavnich ideald.

Dasledek 6.27 ( )

Grupa 1 je izomorfni volné abelové grupé s bazi tvofenou vsemi
prvoidealy.
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Geometricka teorie Cisel Mrize

Definice
e Bud V redlny vektorovy prostor dimenze n. Podgrupu L Abelovy

Vv

grupy (V,+) nazveme mrizi, jestlize existuji linearné nezavislé
vektory ey, ..., en tak, ze

L={> kei| ki€ Z}.

Vv

e Je-li m = n, nazveme mfiz Uplnou.

e Zakladni burikou mfize L, vzhledem k linearné nezavislé volné
bazi ey, ..., em, Nazveme mnozinu

B={>_Ne|0<) <1}
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Geometricka teorie Cisel Mrize

Definice
Podgrupa D Abelovy grupy (V, +) se nazyva diskrétni, je-li kazdy jeji
bod izolovany.

Lemma 7.1 ( )

Diskrétni podgrupa D vektorového prostoru V je uzavrena.

Dukaz.
e Pro spor predpokladejme, Ze existuje x € CI(D) \ D.
e Bud U libovolné okoli bodu 0. Zvolme okoli U’ C U tak, Ze pokud
abelU,taka—beU.
e Zvolme riizné xy, x> € x + U'. Potom 0 # x; — xo € UN D.
e Vidime, ze v kazdém okoli bodu nula lezi néjaky nenulovy bod z
D. Proto je 0 hromadnym bodem D a tedy D neni diskrétni - spor.

Ol
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Geometricka teorie Cisel Mrize

Tvrzeni 7.2 ( )

Necht' V je konecné dimenzionalni redlny vektorovy prostor. Podgrupa
(V,+) je diskrétni pravé kdyz je mrizi.

Dukaz.
o Kazda mriz je evidentné diskrétni podgrupou V.
e Bud D diskrétni podgrupa V. Ukazeme, ze D je mfizi.
e Zvolme v D maximalni linearné nezavislou posloupnost vektor(
e1,...,em aoznatme L podgrupu D jimi generovanou.

e Bud B zékladni bunka mfize L vzhledem k ey, ..., en.
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Geometricka teorie Cisel Mrize

Dokonceni dikazu Tvrzeni 7.2.
e Mnozina CI(B) je uzaviena a omezena. Proto je kompaktni.

e Podle Lemmatu 7.1 je BN D podmnozina CI(B) bez hromadného
bodu. Proto tedy je konecna.

e Snadno nahlédneme, Zze |[BN D| = [D : L].

e Proto je grupa D/L kone¢nd, odkud plyne, ze D je kone¢né
generovana beztorzni Abelova grupa.

 Podle Tvrzeni 2.9) je D volna. Bud' €, ..., €], jeji volné baze.

e PoloZme [D: L] = k. Potom jsou ke; € L a tedy ndsobky
ke, ..., ke, generuji volnou podgrupu L. ProtoZe je L volng
Abelova grupa hodnosti m, je n < m.

e ProtoZe L je podgrupou D, je naopak m < natedy m = n.

e Dimenze podprostoru generovaného L je n = m, odkud plyne, ze
€,,..., e, jsou linearné nezavislé. Proto je D mfiZi. O
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Lemma 7.3 ( )

Vv

Necht L je miizi ve V. Potom je L dplna pravé kdyz Ize nalézt
omezenou mnoZinu B C V tak,Ze V = L+ B.

Dikaz.
e Je-li L uplnd, muzeme za B volit jeji zakladni bunku.
e Predpokladejme, ze V = L+ B pro néjakou omezenou mnozinu B.
e OznaCme U vektorovy prostor generovany L. Ukazeme, ze U = V.

e Bud x € V. Pro kazdé k € N existuji ux € U, b, € B tak, ze
kx = uk + by, odkud x = uk/k + by /k.

e ProtoZe je B omezena, je
klim bx/k = 0, odkud klim ux/k = x.

e ProtoZe je U podprostor V, je to jeho uzaviena podmnozina. Proto
xeUatedy U=V. O
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Mira uréena mfizi
e Bud' V redlny vektorovy prostor s danou bazi e = {ey, ...
Pak baze e urCuje skalarni soucin

(ulv)=>uv,
kde u=> uje;, v=>_ vie,.
e Z tohoto soucinu odvodime Lebesgueovu miru vole na V.

e Uvazme vektory vq,..., v, € V. Tyto vektory urCuji
rovnobéznostén

Avi) ={>Xaivi [0 <a; <1}
Je-liv; =3 aje; a A = (a;), potom plati

vole(A(v;)) = |detA| = /| det({v; | v)))|.
(Je totiz ((v; | vj)) = AAT.)
e Je-lia={ay,...,an} baze, pak pro méfitelnou M plati

vola(M) = VOle(M)VOIe(Ar1

7en}-
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Geometricka teorie Cisel Mrize

e Fixujme bazi e a polozme vol = vole.

Lemma 7.4 ( )

Bud' L dplna miiz ve V. Nechta = {ay,...,an} ab={by,..., by} jsou
baze V takové, Ze L = {>_kiaj | ki € Z} = {D_kib; | ki € Z}. Jsou-li A,
resp. B, zakladni buriky vzhledem k bazim a, resp. b, potom

vol(A) = vol(B).

e Polozime vol(L) = vol(A) = vol(B).

Véta 7.5 (Minkovského o mfizovém bodeé - ( )

Bud' L dplna mfiz v realném vektorovém prostoru dimenze n. Potom
kazda konvexni stfedové souméerna mnozina M C V, (tedy M = —M),
ktera splriuje

vol(M) > 2"vol(L)

obsahuje alespori jeden mriZzovy bod.
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Geometricka teorie Cisel Mrize

Dlkaz Véty 7.5.
¢ Nejprve sporem ukazeme, ze existuji rizné xy, x» € L tak, ze
(X1 + IM) N (X2 + IM) # 0.
o Bud' A zakladni bufika L. Mnoziny AN (x + 1M, x € L jsou po
dvou disjunkini a tedy

vol(A) > ZVOI(A N(x+ %M))
xeL
e Posunutim o —x dostaneme vol(AN (x + %M) = vol((A—x)N %M).
e Odtud plyne

vol(A) > > " vol((A—x) N %M) — Vol(%M) — %(vouw),

XeL

CoZ je spor. O

v
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Geometricka teorie Cisel Mrize

Dokonceni dikazu Véty 7.5.
o Necht pro xy # X, z L plati x; + 3y1 = xo + 5yo, kde y; € M.
e Potom x; — xo = %( Y2 — y1), €0z je stied UseCky spojujici body
—y1 ayo.

e ProtoZe je M konvexni, lezi tento bod v M. Protoze x; — xo € L,
lezi tento bod v M N L.
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Geometricka teorie Cisel Ciselna télesa

Malé opakovani

o Komutativni téleso K je Ciselnym telesem je-li koneCnym
rozsSirenim Q.

e Prvky téles K jsou algebraicka komplexni Cisla. Ty z nich, ktera
jsou kofenem monického polynomu ze Z[x] nazveme algebraicka
cela ¢isla. Tyto prvky tvofi celistvy uzavér Z v K, ktery znaCime
Zk.

e Zk je volny Z modul hodnosti n = [K : Q]. To plyne z existence
celitvé baze. Pfitom hodnota diskriminantu A(Zk) nezéavisi na
volbé celistvé baze.

e Bud' / nenulovy ideal okruhu Z. Por libovolné nenulové ¢ € Zg je
zobrazeni x — cx izomorfismem Z-modulll Zk a cZk. Proto maji
oba tyto volné Z-moduly stejnou hodnost. Pfitom, pokud c € |, je
CZk C | C Zg. Proto je I volny Z-modul hodnosti n. Specialné ma
I n-prvkou celistvou bazi.

170/236



Geometricka teorie Cisel Ciselna télesa

Absolutni norma lomeného idealu

e Uvazujme dale o nenulovém idedlu / okruhu Zg. V Zk existuje
celistva baze ey, ..., e, tak, Ze myey, ..., myey je, pro vhodna
kladna cela Cisla m;, celistva baze I. Potom |Zk: I| =] m; a

A(l) = |Zk : IPA(Z).

e Vime, ze Zk je Dedekinduv obor. Podle Lemmatu 6.24 jsou
lomené idealy oboru Zx volnymi Z-moduly hodnosti n. Podobné
jako celé idealy tak maji celistvou bazi a pro dvojici 1 < J
lomenych idealu je

A(J) = |J: NA(D).

e Specialné pro lomeny ideal / oboru Zk oznacime N(/) index
|Zk : 1] a nazveme jej absolutni normou /.
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Lemma 7.6 ( )

Bud' | = aZk hlavni ideal okruhu Zk. Potom

N(/) = |Zk : | = [Ngg()]-

Dukaz.

e Je-lie: eq,...,encelistva baze, potom je aey,...,ae, n-prvkova
mnozina generatord volného Z-modulu / hodnosti n a tedy je to
jeho volna baze.

» Potom dle definice pro matici Me(a) = (a;), kde ae; = ) aje;,

plati, ze
NK‘Q(O{) = det Me(a).
e Podle Lematu 6.17 existuje celistva baze e: ey, ..., e, télesa K.
e Pak existuji cela kladna ¢isla my, ..., m, tak, ze myey,..., mpe,

tvori bazi / jako volného Z-modulu.

O
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Geometricka teorie Cisel Ciselna télesa

Dokonceni dikazu.

e Uvédomme si, Ze sloupce matice Me(«) stejné jako sloupce
diagonalni matice s prvky my, ..., m, na diagonale jsou tvoreny
soufadnicemi (vhledem k bazi e) volnych bazi Z-modulu /.

e Matice pfechodu mezi celistvymi bazemi maji celoCiselné
souradnice a jsou regularni. Proto je absolutni jejich determinantt
rovna jedné.

e Odtud plyne, ze
| detMe(a)| = | T mil.

Z: 1| =TT mil,

plyne z pfedchozi formule dokazované.

e Protoze.
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Lemma 7.7 ( )

Bud’ R Dedekinduv obor a P jeho prvoideal. Potom, pro kazdé n > 0,
je P"/P"1 jednodimenzionaini vektorovy prostor nad télesem R/ P.

Ddkaz.

e ProtoZe je P- P" = P™' je P C Ann(P"/P"*1). Proto mizeme
P"/P"t1 chépat jako R/P-modul a vzhledem k tomu, Zze R/P je
téleso, jako R/P-vektorovy prostor.

e Podle Véty 6.23 ma P" jednoznaény rozklad v soucin prvoidall, a
tedy P™1 C P7,

o Stagi ukazat, ze R-modul P"/P"*1 je cyklicky. Zvolme proto
libovoIné o € P"\ P™' a polozme J = aR + P,

o ProtoZe a ¢ P™', mame P™' C J C P". Vynasobime idedly v
tomto fetézci lomenym idealem P~", dostaneme P C JP~" C R.

e Vzhledem k maximalité P je JP~" = R, odkud J = P" a tedy
(R/P)(a + P+1) = pn/pn+1. O
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Tvrzeni 7.8 ( )
Necht' | = P{‘ e P{(k Je faktorizace idealu | okruhu Z.x na prvoidealy.

Potom
N(I) = N(P1 )" - N(Py ).

Dlkaz.
« Nejprve pfedpokladejme, Ze | = P/. Potom
N(P) = |Zx: Pl| =|Zk: P|-|P: P?|---|PI=1: PI].
« Podle Lemmatu 7.7 jsou |Zg: P| = |P'~": P'|, odkud dostavame,
e N(PJ) = N(PY.

o Podle Cinské véty o zbytcich (Lemma 1.22) je Z /I ~ @ Zk /P!,
odkud plyne

N() =TI~ =TI NPy

Ol
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Geometricka teorie Cisel Ciselna télesa

Lemma 7.9

Bud' R Dedekindiv okruh a necht a € R. Necht aR = Pl ... Pl je
rozklad aR v soucin prvoideald. Potom pro libovolny prvoideal P, a € P
pravé kdyZ P = P; pro nékteré i < k.

v

Dukaz.
e aRC Piatedyac Pj,prokazdéi=1,... k.
e Je-li P prvoidedl takovy, ze a € P, je [| P,’."' C Patedy P; C P pro
nekteré .
e ProtoZe v Dedekindové okruhu jsou prvoidealy maximalni, je
potom P; = P.
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Tvrzeni 7.10 ( )

Pro kaZdou konstantu ¢ > 0 existuje jen konecné mnoho ideald |
okruhu Zy takovch, Ze N(I) < c.

Dlkaz Tvrzeni 7.10.

e Necht P je prvoideal v Zk. Potom je P N Z prvoideal v Z
(Tvrzeni 6.10), a tedy PN Z = pZ pro vhodné prvocislo.

e Podle Lemmatu 7.9 je pak p € P a Z/ P je konecny Z, modul.
Proto je
N(P) = |Zk: P| = p'.
e Pokud je p € P, vyskytuje se prvoideal P v rozkladu idealu pZ.
Takovych prvoidedlu je jen kone¢né mnoho.
e Protoze je jen kone¢né mnoho prvocisel mensich nebo rovnych c,
dostavame odtud dokazované.

Ol
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Lemma 7.11 ( )

Oznaéme D = {(ay, a) € C? | a; = @} a definujme zobrazeni

G: D — R? pfedpisem (a4, a) — (X, y) pro a; = x + iy. Potom je G
isomorfismus redlnych vektorovych prostord a pro (ai, az), (by, b2) € D
fe

(G(ay, a2) | G(by, b2)) = (a1by + agbz)/2.

Necht dale znaci K Ciselné téleso stupné nnad Q.

OznaCme K komplexni vektorovy prostor {(ug) | g € hom(K,C)}.
Protoze je rozsiteni Q < K separabilni, je mnozina hom(K, C)
n-prvkova a tedy dim(Kg) = [K: Q] = n.

Pro g € hom(K, C) definujme g : a — g(a).

Uvazme jednak komplexni skalarni soucin (U | V) = > ugVvg,
jednak zobrazeni F: Kt — Kc takové, ze pro F(u) = v je vy = Ug.
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Lemma 7.12 ( )
Necht u,v € Kc. Potom plati, Ze

(F(u) | F(v))c = (u| V)¢

Dusledek 7.13
Necht' u,v € Kc. Je-li F(u) = u a zaroveri F(v) = v, potom
(ulv)c eR.

v

e Pohlizime-li na K¢ jako na realny prostor, je F jeho automorfismus.
Pevné bodu tohoto zobrazeni tvofi realny podprostor K¢, ktery
oznacime jako Kr. Navic restrikce hermitovského skalarniho
soucinu na prostor Kg na ném definuje realny skalarni soucin.

e Prostor Kk s timto skalarnim sou¢inem nazveme Minkovského
prostor. Metriku odvozenou od tohoto skalarniho soucinu budeme
nazyvat kanonickou a oznacime ji vol.
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Znaceni
e Ozna¢me r = |hom(K,R)|, tj. po¢et homomorfisml z hom(K, C),
jejichz hodnoty jsou realné a s pocet dvojic komplexné zdruzenych
homomorfist z hom(K, C) \ hom(K,R). Zfejmé je n = r + 2s.
e Oznatme K& = {(ay) | g € hom(K,C) a a5 € R} - mnozinu véech
realnych posloupnosti z hom(K, C).

Lemma 7.14 ( )

Bud’'x~ podmnoZina hom(K, C) obsahujici hom(K,R) a navic z kazdé
dvojice komplexné sdruZenych nerealnych homomorfismu prave
Jjeden. Definujme G: Kr — Kg, tak, Ze G(ag) = ag, pro g € hom(K,R)
a ag = G(ag) + iG(ag) pro g € ¥ \ hom(K,R). Dale polozme 74 = 1
pro g € hom(K,R) aty = 2 pro g € hom(K,C) \ hom(K,R). Na KE
definujme (a | b) = )" tgagby. Potom je G isomorfismus, ktery
zachovava skalarni soucin.
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Dusledek 7.15 ( )

Bud' volg standardni mira na K& ~ R'2S. Pak pro kaZdou méfitelnou
mnozinu M C Ky plati, Ze vol(M) = 25voly(G(M)).

Definice
e Pro u = (ugy) € Kc definujme stopu Tr(u) = > ug. Snadno
nahlédeme, zZe jde o linearni formu Tr: K¢z — C, ktera navic
splnuje Tr(F(u)) = Tr(u). Speciélné restrikce tohoto zobrazeni na
Kgr dava linearni formu Tr: K — R.
e Definujme f: K — Kc tak, ze f(a) = (g(a))gehom(k,c)- Snadno
nahlédneme, Ze F(f(a)) = f(a) pro kazdé a € K.

Lemma 7.16 ( )

Pro kaZdé o € K je Tr(f(a)) = Trx|g().-

v
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Tvrzeni 7.17 ( )

Je-li | nenulovy ideal v Zg, pak je f(I) = {f(«) | a € I} dplnou mfiZi v
Kr a plati, Ze

vol(f(/)) = /[A()]-

Ddkaz.
e Bud aq,...,a, celistva baze idealu /. Potom
(1) = {3 nici | nj € Z}.
e Podle Tvrzeni 4.4 je
A(l) = Aoy, . . . ,an) = det?(gi(ey)),

o Podle Tvrzeni 4.5 je A(/) # 0. Sloupce matice (gj(«;)), tvofeny
vektory f(«;), jsou pak linearné nezavislé. Dle definice je f(/)
mrizi.

e Pak je vol(f(/)) = |det(gi(oy)| = V|A(/)]-

Ol
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Lemma 7.18 ( )

Bud' I nenulovy ideél v Zk a necht cg, pro g € hom(K,C), jsou kladna
Cisla takova, Ze cq = cg. Je-li
ERVIINUIES I -2

potom existuje o € I, a # 0, tak, Ze pro véechna g € hom(K, C) plati
19(a)| < ¢q.

Dlkaz.
e Definujme M = {u € Kg | |ug| < ¢4 pro v8echna g € hom(K,C)}.
 Uvazme vybér ¥ a zobrazeni G: Kr — K jako v Tvrzeni 7.14.
e Potom
(M) {(ag) € KE| {|a.a;g|+<azcg< ) pro g € hom K,R}.
gt a;<C; proge >

O
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Dokonceni diikkazu Lemmatu 7.18.
e Z definice odvodime

vol(GM)) = [ @cy) [[(=cd) =27 ] co

g: K—R gex g: K—C

e Podle Dusledku 7.15 a Tvrzeni 7.17 je pak

vol(M) = 25vol(G(M)) = 2" (g)s [T co> 2"vol(£())).

g: K—C

e Podle Véty 7.5 (Minkovského o mfizovém bodé) existuje nenulové
a € ltak, ze

(9(a))gehom(k,c) = f(a) € M,
odkud |g(«)| < ¢g pro kazdé g € hom(K, C). O
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Tvrzeni 7.19 ( )

Necht | je nenulovy ideal okruhu Zk v Ciselném télese K. Pak existuje
a € l,a#0, takové, Ze

Nk(@)] < (3)°VIAM).

Dukaz.

 Pro kazdé ¢ > 0 zvolme ¢g € RT, kde g € hom(K, C), ¢y = cg tak,

Ze
S
Ilcg =<+ (2)° VIAM
e Z Tvrzeni 7.18 plyne existence nenulového « € [ tak, ze
|g(a)| < cg pro kazdé g € hom(K, C).
o Podle Tvrzeni 7.2 je Ng|g(a) = [ 9(«) a tedy
INkjo(e)| = ITlg(e)| <TIcg = E.
e Podle Tvrzeni 6.11 je Nk|g(«a) celé Cislo pro kazdé a € Zg, odkud
dostavame dokazované, nebot ¢ Ize volit libovolné malé. O]
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Lemma 7.20

Bud' K ciselné téleso a poloZme ¢ = (2/7)°+/|A(Zk)|. Potom v
kazdém nenulovém ideal | oboru Z existuje nenulové o tak, Ze
N(aZgk) < eN()).

Dukaz.

e Z Gvah na zacatku predchazejici kapitoly (pfipomenme, ze
znacime N(/) = |Zg: 1)) plyne, Ze pro nenulovy idedl / okruhu Zg

plati
VIAD] = VIAZK)|Zk: 1| = /1A(Zk)IN(T)
e Podle Tvrzeni 7.19 existuje nenulové a € ltak, Zze

Nkjo(e)l < (2)° VIAD] = (2)° VIAZKIN() = eN(!

e Podle Lemmatu 7.6 je N(aZK) = [Nkg()| odkud dostavame, Ze
N(aZk) < eN(I). O
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Véta 7.21 ( )

Tridova grupa Clk Ciselného télesa K je konecna.

Dlkaz.

e Bud A nenulovy lomeny ideél Zx. Pak je A~ také lomeny idedl a
podle Lemmatu 6.24 existuje nenulové v € Zk tak, ze J = yA~1 je
celistvy idedl.

e Podle Lemmatu 7.20 existuje nenulové o € J tak, Zze
N(aZk) < eN(J). Polozme | = ad~".

 Nejprve ukazeme celistvost /: Je a € YA~ a J~' = 4y~ A. Proto
| =ad ' CyA 'y 1A= AA~" = Z, odkud plyne celistvost
ad 1.
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Geometricka teorie Cisel Minkovského prostor

Dlkaz Véty 7.21 - ¢ast 2.

Nyni ukazeme, Zze N(/) < c:
Dle pfedchoziho jsou idedly aZk, J a aJd ' celistvé.
Necht aZk = P{"--- Pi* a J = P{"--- P/* jsou rozklady ideall
aZk a J v soucin prvoidedld. Potom aJ~' =[] P#""" a, protoze je
idedl aJ 1 celistvy, jsou u; — vj nezaporné.
Podle Tvrzeni 8.2 pak plati, ze N(aZk) = [[ N(P;)*,
N(J) = [IN(P)" a Na~") = [IN(P)~*.
Protoze N(aZk) < eN(J), plati [[N(P)* < ¢ N(P;)", odkud
N() =N(ad™") = [[N(P)* i < c.
Protoze vJ = A", je

A=~ =2/ e Pkl
Pfitom N(/) < c a takovych ideall je vzhledem k Tvrzeni 7.10 jen
kone¢né mnoho. Odtud plyne kone¢nost grupy Clg. O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Lemma 8.1

Pro n € N a kaZzdou konecnou mnoZzinu posloupnosti (iy, . . ., in—1)
nezapornych celych Cisel existuje pfirozené Cislo t tak, Ze pro kaZzdou
dvojici posloupnosti (iy, . . . ,in—1) @ (Jjo, - - - ,jn—1) Z této mnoZiny

o+ it + . it = o + jpt 4 gt

pf'éVé kdyZv (io, 500 g in_1) = (jo, 500 ,jn_1 )

Dikaz.
o Je Spsgikth = SoRZ itk prave kdyz Sp—g (i — jk)tk = 0.
e Dostavama tak jen kone¢ného polynomu a proto existuje

prirozené Cislo t, které neni kofenem zadného z nich. Toto ¢
vyhovuje podminkdm lemmatu. O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Lemma 8.2 ( )

Necht K je komutativni téleso a necht’ y, € K|Xo, . .., Xn—1] je
nekonstatni polynom. Potom existuji polynomy
Y1,y ¥Yn-1 € K[Xo, ..., Xn_1] S ndsledujicimi vlastnostmi:
O Klxo, y1,- -, Yn-1l = Kxo, - - -, Xn_1];
@ existuieme N, konstantace K afy,....,fn1 € K[y1,-.., ¥n_1]
tak, Ze .
Yo =cxg' + Z fiXo-

i<m
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dlikaz Lemmatu 8.2.

Bud yo(Xo,-- -+ Xn—1) = 3 @ig...ip 1 X -+ - X1

aj,.....i._, 7 0 jen pro kone¢né mnoho (fp, . .., in—1). Bud' t pfirozené
Cislo splnujici podminky Lemmatu 8.1 vzhledem k témto
posloupnostem.

Polozme y; :x,-—xé', prol1<i<n-1.
Protoze je x; = y; + x;, mame
K[XOaX17' o0 ,an'I] = K[X07Y17- o0 ,Ynf1] a
t z tn71 i i
Yo=72 @, in (Xt Y1) (g Yno1)"Xg
odkud po roznasobeni dostaneme vyjadreni y, v pozadovaném
tvaru.

Rozmyslete si jeste, Ze Ize volit
n—1 :
m= maX{ZkZO Iktk ‘ 8ip,...sip_1 7 0}.

Ol

v
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace
Tvrzeni 8.3 ( )

Necht K je komutativni téleso a A= K|xg, ..., Xn_1]. Necht' yy € A je
nekonstani polynom a ozna¢me | ideal generovany y,. Potom Ize

nalézt yy,...,¥n—1 € K[xo, ..., Xn_1] takové, Ze
O A je celistvé nad K|yo, - .., Yn-1l;
® Yo, ...,Yn, jSou algebraicky nezavislé nad K ;

®© InKlyo, ... ¥n-1] = YoK[¥o,-- -, Yn-1l;

Dikaz.
e Zvolme yy,..., ¥n jako v predchozim lemmatu. Potom
Yo=oxX§'+ > i mfiX}
pro f; € K[ys, ..., yn_1] atedy xg je celistvé nad K[yo, . . ., ¥n_1]-
e Protoze podle Lemmatu 8.2 navic plati, ze
Klxo. 1, -, ¥Yn—1] = KXo, - . s Xp—1],
je Acelistvé nad K[y, .-, Yn_1]- O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dokonceni dikazu Tvrzeni 8.3.
e Podle Tvrzeni 4.15 je
[K(Yo,---,¥Yn-1) : Kle = [K(X0,---,Xn—1) : K]ee = N.

e Maximalni algebraicky nezavisla podmnozina mnoziny
Yo, -- -, ¥Yn—1 pak musi byt n-prvkova a tedy yp, ..., ¥n,_1 jsou
algebraicky nezavislé nad K.

e Zbyva ukazat, ze I N K[yo, .-, Yn-1] = YoK[Yo, - - -, ¥n_1]- Necht
tedy pro néjaké u € Aplati w = you € K|yo,- - -, ¥n_1]. Potom
(protoze A je celistvé nad K|y, - ., ¥n_ 1] eX|stu1| k e Na
9o, 9k—1 € K[Yo, - - ., ¥Yn_1], tak, Ze u¥ +Z, o giu' =0.

e Odtud

0= yO (UK+Z/ ogl )—W"+Z, og/yO

o Z algebraické nezavislosti yy, . .., yn—1 plyne, ze K|yo, ... ,y,,_1] je
Gausslv obor. Mame y; | wk a protoZe je y, prvoginitel
dostavame, zZe y, | w. Odtud w € yoK[yo,- - -, ¥Yn_1]- O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace
Tvrzeni 8.4 ( )

Bud' | vlastni ideal okruhu A = KXo, . .., Xn—1]. Potom existuji
Y0,---s¥Yn1 € K[Xo,-..,Xn_1] @ nezaporné d < n tak, Ze

© )o, ..., Y1 Jsounad K algebraicky nezavislé;

® A je celistvé rozsifeni K|yo, ..., ¥n-1];

O INKyo, .- Y1l =2 icq ViKIYo, - - Yn-1l;

Dlkaz.
e V pfipade, ze | = 0 staci polozit d = 0 a y; = x;. Pfedpokladejme,
ze | #£0.
e Tvrzeni ukdzeme indukci podle n. V pfipadé, ze n =1, je A obor
hlavnich idedlu a tvrzeni plyne z Tvrzeni 8.3 (nebo Ize snadno
nahlédnout pfimo).

o Predpokladejme, ze n > 1 a tvrzeni plati pro kazdou mensi
hodnotu. O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dukaz Tvrzeni 8.4 - ¢ast 2.
e Zvolme nenulové z, € I a aplikujme Tvrzeni 8.3. Dostaneme, Ze
existuji zq,...,z,_1 € Atak, ze
© z,....2z,_1jsounad K algebraicky nezavislé;
® A je celistvyym rozsitenim K|z, ..., Zy_1];
O 2ANK[zy,...,2n-1] = 20K][20, - - -, Zn-1];
e J=INK]|z,...,2,_1] je vlastnim idedlem B = K|z, ..., Z5_1].
Podle indukéniho predpokladu existuji y1, ..., ya—1 € B tak, ze pro
vhodné kladné d < n

© vi,....y,—1jsou nad K algebraicky nezavislé;
® B je celistvym rozsitenim K[y, ..., ¥n_1];

® JnB= Pi<j<a YiK1s - Yaals
e Polozme yy = zy. Uk&zeme, Ze yy, ..., yn_1 Vyhovuji pro zvolené
d podminkam tvrzeni.
e Okruh K[z, ...,2z,_1] je celistvy nad K[z, y1,- .., ¥n_1]. Protoze
Zo = Yo a Aje celistvé nad K|z, ..., z,_1], je A celistvé také nad
Ko, - - Yn-1]- O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dlkaz Tvrzeni 8.4 - ¢ast 3.

Protoze zy, ..., z,_1 jsou algebraicky nezavislé nad K, je
[K(Zo, c. ,Zn,1) : K]tr =n.

Protoze je K|z, ..., z,_1] celistvym rozSitenim K|yo, .. ., Yn_1]

podle Tvrzeni 4.15

n=1[K(zo,...,2n-1) : Kle =[K(¥0,---,¥Yn-1) : Kl
To znamena, ze yy, ..., ¥n—1 jsou nad K algebraicky nezavislé.
Protoze y; € I pro Ci i < d, zbyvéa ukazat, ze
INK[yo, .- ¥n-1] € X ica KIYos - -, Yn—1].
Bud w € INK[yo,...,Yn_1]. RozloZme w = yowy + wy, kde
Wo € Kyo, ..., ¥Yn—1law € K[y1,..., ¥n-1].
Protoze plati yg € I, je wy € latedy wy € INK][y1,...,Yn_1]-

To podle predchoziho znamena, ze
W1 € X 1<jcq YiKIVA, - - Yn—1], odkud plyne dokazovane.

,je

O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Pfipomenuti

Pripomenme, ze afinni K-algebrou (kde K je téleso) rozumime
komutativni K-algebru jez je kone¢né dimenze nad K.

Lemma 8.5 ( )

Bud' ¢: A — B surjektivni homomorfismus K -algeber. Necht
2o, ...,2Zm_1 jSOU prvky takove, Ze

O z....,2zn_1 jsou nad K algebraicky nezavislé;

® A je konecné generovany K|z, ..., Zm_1]-modul;

® pro nejaké nezaporné n < m plati

ker(p) N K|z, ..., Zm_1] = anijK[ZOa ey Zm—1]-

Potom jsou prvky ¢(2p), ..., ¢(zn_1) € B algebraicky nezavislé nad K
a B je jako K[y(2p), - - ., ¢(2n—1)]-modul kone¢né generovany.
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dldkaz Lemmatu 8.5 - ¢ast 1.

e Nejprve ukazeme, Ze B je koneCné generovany
Kle(20), - - - s ©(Zm—1)]-modul.

e A je dle pfedpokladu jako K|z, ..., Zn_1]-modul kone¢né
generovany; necht ay, ..., ax je néjaka mnozina jeho generatoru.
To znamena, Ze pro kazdé a € A existuji polynomy
f1a, ceey fka € K[Zo, soa 7Zm,1] tak, ze

a=) fa;.

e Potom, vzhledem k tomu, Ze ¢(z;) = 0, pro n < j (tyto prvky lezi v

jadru), dostaneme, ze ¢(f?) € K[p(2),. .., v(2r—1)] a zfejme plati
p(a) =X o(ff)e(a) € 3o v(aNKlp(2o), - - -, p(zn-1)]-

e Protoze je ¢ surjekrivni, je B kone¢né generovan nad

Klp(20), - - - p(Zn-1)] PrVvky ¢(ai).

O
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dldkaz Lemmatu 8.5 - ¢ast 2.
e Nyni ovéfime, Ze ¢(2y),...,v(Z5—1) jsou nad K algebraicky
nezavislé.
» Pro spor predpokladejme, Ze ¢(f) = 0 pro n€jaké nenulové
fe K[Zo, 500 ,Zn_1].
e Potom f € ker ¢, odkud plyne, Zze
f=2 2zg
n<j
pro vhodneé g; € K[z, ..., Zm_1].
e Z algebraické nezavislosti zy, . .., z»_1 v8ak plyne, Ze

f=> 29 #0.

n<j

COZ je spor.

Ol

v
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Véta 8.6 (O normalizaci - )

Bud' A netrivialni afinni algebra nad komutativnim télesem K a | jeji
viastni ideal |I. Potom existuje n-tice yy, ..., Yn_1 € A @ nezaporné
d < n tak, Ze

© Yo, ...Yn1jsou algebraicky nezavislé nad K ;

® A je celistvym rozsifeni K|y, ..., Yn_1];

O INKyo, - Yol =D icqViKYo, - Ynal;

Definice

Prvky yo, - .., Yn_1 netrivialni afinni algebry A tvofi noetherovskou
normalizaci jeslize plati, ze

© A je celistvym rozsitenim Klyo, ..., ¥n_1l;
® )vo,...,Yn—1 jsou nad K algebraicky nezavislé;
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Normalizace,lokalizace, valuace Noetherovska normalizace

Dlkaz Véty 8.6.
e Pro dostatecné velké m existuje surjektivni homomorfismus
(ol K[Xo,... ,Xm_1] — A
e Podle Tvrzeni 8.4 existuji zp,...,2zm_1 € K[Xo,...,Xm_1] @
nezaporné n < mtak, ze

© z,...,2z,_1 jsou algebraicky nezavislé nad K;
O K[xo,...,Xm_1] je celistvé rozsiteni K[z, ..., 2Zm_1];
O keronNKlz,...,zm 1] = Son<iZiKlz1, - Zma);

e Podle Tvrzeni 8.5 jsou ¢(2y), ..., ¢(z,—1) algebraicky nezavislé

nad K a algebra A je celistva nad K|z, ...,z,_1];

e Podle Tvrzeni 8.4 existuji yo, ..., ¥n-1 € K[p(20), - - ., ¢(Zn—1)] tak,

Ze pro vhodné nezaporné d < n plati
© z=.....zn 1 jsou algebraicky nezavislé nad K;
O Klp(20),.--,¢(2n-1)] je celistvé nad Klyo, .. ., Yn-1l;
O INKy, - Yol = Eica ViKYo, -, Ynal;
e Celistvost A nad K|[yp, . .., ¥n_1] plyne z tranzitivity celistvosti.

Ol
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Lemma 8.7 ( )

v v

Bud' S celistvé rozsireni oboru R. Potom pro kaZdou multiplikativni
podmnoZinu U oboru R je U~'S celistvé rozsiteni U~'R.

Lemma 8.8 ( )

v v

Bud' S rozsiteni okruhu R a U multiplikativni mnoZina v R. Oznacme
R celistvy uzavér R v S. Potom je U~'R celistvym uzavérem U='R v
U-'s.
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Dlikazu Lemmatu 8.8.

Podle Lemmatu 8.7 je U~'R celistvé nad U~ 'R.
Necht je s/u € U~'S celistvé nad U~ R. Potom existuji
ri/ui € UT'R tak, Ze

(8) 4 ()" b iy B g

u Up_q \U

Polozme v = up - - - u,_1 @ vynasobme 2|skanou rovnost (u"v")/1.

Dostaneme fy, ..., t,_1 € R takové, ze
(v8) -ty 1(v8)" -ty (vS)+ly 0
- =0.

Dostavame, ze w((vs)" + t,_1(vs)"™ '+ --- + t(vs) + fp)
vhodné w € U.

Potom je s/u = wvs/wwvu a wvs celistvé nad R a tedy
wvs € R.

=0 pro
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Lemma 8.9 ( )

Necht M < N jsou R-moduly. Potom je M = N pravé kdyz Mq = Ng
pro kazdy maximalni ideal Q okruhu R.

Dikaz.
o Predpokladejme, zZe M < N a zvolme n€ N\ M.
e Polozme I = {a€ R | an e M} abud Q néjaky maximalni ideal R
obsahujici /.
o UkaZeme, Z2e n ¢ Mq.
e Kdyby platilo, ze n € M, existovalo by b € R\ Q tak, Zze bn € M,
coZ neplati nebot b ¢ 1.
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Tvrzeni 8.10 ( )

Pro obor integrity R je ekvivalentni:
© R je celistvé uzavieny;
® Rp je celistvé uzavreny pro kazdy prvoideal P oboru R;
© Rq je celistvé uzavieny pro kaZzdy maximalni ideal Q oboru R;

Dlkaz Tvrzeni 8.10.

e Bud T podilové téleso oboru R. Potom pro kazdy prvoideal P
oboru Rplati R < Rp < T.

e Oznacme S celistvy uzavér R v T. Podle Lemmatu 8.8 je Sp
celistvy uzavér Rpv T az R = Splyne Rp = Sp.

e Ukazalijsme (1) = (2) = (3).

e Implikace (83) = (1) plyne z Lemmatu 8.9. O

208/236



Lemma 8.11 ( )

Bud' U multiplikativni mnoZina okruhu R. Pak pfifazeni P — U~'P
urCuje vzajemné jednoznacnou korepondenci mezi prvoidealy R
disjunktnimi s U a prvoideély okruhu U~R.

Dukaz.

e Bud P prvoideal disjunkini s U. Necht (a/u)(b/v) € U~1P, tj., pro
vhodné c/w ¢ U~'P:

<Io

— S0

C
w
o Odtud plyn, Ze existuje x € U tak, Zze x(wab — uvc) = 0, odkud

xwab € P.
e Protoze P je prvoideal disjunktni s U a xw € U, je a € P, nebo
b e P, tj.,a/uec U P, nebo b/v e U~'P.

e Je-li Qprvoideal Rje {ac R|Ju e U: a/u € Q} prvoideal v R
disjunktnis Ua U~ 1P = Q. O
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Lemma 8.12 ( )

Bud’ S celistvé rozsireni okruhu R. Jsou-li Q;, Qo prvoidealy okruhu S
takové, Ze Q1 N R = @ N R, potom Q; = Q.

Dlkaz.
e Polozme Q=Q; N, aoznatme P=QNRaU=R\P.
Potom U~'Q je prvoidedl U-'Sa U-'Qn Rp = PRp.
Podle Lemmatu 8.8 je U~'S celistvy nad U~'R a PRp je jediny
maximalni ideal okruhu Rp.
Odtud plyne, 2e U~'Q je maximalni idedl U~'S.
Z maximality U~'Qplyne, 2e U 'Q=U"1Q; = U ' Q..
Podle Lemmatu 8.11 to znameng, ze Q = Q; = Q.

Ol
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Tvrzeni 8.13 ( )

Bud' S celistvé rozsiteni okruhu R. Pro kazZdy prvoideal P okruhu R
existuje prvoideal Q okruhu S tak, Ze P = QN R.

Dlkaz.

e Oznaéme U = R\ P.V U~'S zvolme n&jaky maximalni idedl;
podle Lemmatu 8.11 je tvaru U~'Q pro vhodny prvoideal Q
okruhu R.

e Podle Lemmat 8.8 2 6.10 je (U~'Q) N Rp maximélni v Rp. To véak
znamena, ze (U"'Q)NRp = PRp = U~ 'P.

e Protoze (U~'Q)N Rp = U~1(QnN R), odvodime z Lemmatu 8.8,
zeP=QnNnA.

Ol

4
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Tvrzeni 8.14 ( )

Necht S je celistvé rozsifeni okruhu R. Necht' Py C Py jsou prvoidealy
okruhu R a Q je prvoideal S takovy, Ze Qo N R = Py. Potom existuje
prvoidal Qi okruhu S tak, Ze Q1 N R = P;.

Dlkaz.
e S/Q je celistvy nad (R + Qy)/ Qo ~ R/ Py.
e Podle Tvrzeni 8.13 existuje provideal Q; tak, ze
Q1/Qo N ((R+ Qo)/ Qo) = (P1 + Qo)/ Qo-
e Odtud plyne, ze P; + Qy = Q1 N (R + Q).
e Proto
Pi=RnN(Pi1+Q)=RNn(QiNn(R+ Q)= NA.

Ol

y
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Lemma 8.15 ( )
Necht' S je celistvé rozsifeni okruhu R. Potom

VIS={se S|s"+ ! ajs' =0, kde a; € I}.
10

Dlkaz.

o Jelis"+ Y1) ais' =0,jes"= -7/ a;s’ € ISaproto s € VIS.
o Pfedpokladejme naopak, ze s € V/IS.
 Potom pro vhodné k je sk = > i biti, kde b; € I a t; € S. Polozme
A=R]Js ..., t_1]. Protoze je A celistvy nad R je podle
Tvrzeni 6.3 kone¢né generovany jako R-modul.

e Navic sKA = (3 bitj)A € IA?2 = IA a zfejmé je A vérny R-modul.
Podle Tvrzeni 6.1 existuji ¢y, ...,cm_1 € I tak, ze

(sK)m + Z ci(s¥) = 0.

Ol
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost
Tvrzeni 8.16 ( )

v rv

Bud' R celistve uzavreny okruh a S jeho celistvé rozsiteni. Bud'’ | ideal
okruhu R a oznacme T podilové téleso R. Potom je kazdé s € IS
algebraické nad T a vsechny koeficienty (mimo vedouciho)
minimalniho polynomu s leZi v \/I;

Dikaz.

e ProtoZe je S celistvé nad R, je kazdy prvek z S algebraicky nad T.

o Bud mrs =Y ax’ minimalni polynom s nad T. Nejprve
ukazeme, Ze vSechny koefiicenty tohoto polynomu jsou celistvé
nad R a tedy, vzhledem k celistvé uzavienosti R, mr s € R[x].

e Necht sp,. .., sk_1 jsou v8echny kofeny mr s. Aplikaci
Lemmatu 8.15 ukazeme, Ze tyto kofeny jsou celistvé nad R.

e Odtud vyplyva, ze A = R|sy, ..., Sk_1] je kone¢né generovany
R-modul a vSechny koeficienty mr s padnou do A. Proto jsou nad
R celistvé. O
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Dokonceni dikazu Tvrzeni 8.16.
o Podle Lemmatu 8.15 lezi vdechny kofeny polynomu mr s v VIA.

e Odtud plyne, Ze také vSechny koeficienty (kromé vedouciho)
polynomu mr s padnou do v/IA.

e Opét podle Lemmatu 8.15 jsou keficienty a; kofeny monickych
polynomd jejichZ koeficienty (kromé vedouciho) lezi v /.

e Protoze a; lezi v R, lezi (znovu podle Lemmatu 8.15) v VIR = /1.
L]

v
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost
Tvrzeni 8.17

Bud' R celistve uzavreny obor integrity, necht’ S je celistvé rozsifeni R.
Necht Py C Py jsou prvoidealy oboru R a Qq prvoideal S takovy, Ze
Q1 N R = Py. Potom existuje prvidal Qy C Qy oboru S takovy, Ze

QN R=PF,.

Dusledek 8.18 ( )
Bud' R celistvé uzavieny obor a S jeho celistvé rozsifeni. Necht
PogP1g~--gP,,,1an

je fetézec prvoidealt oboru R a Q je prvoideal S takovy, Ze
QN R = P,. Potom Ize sestrojit fetézec

QS-S 1Ch=Q
prvoidealu S takovy, Ze QN R = P;.
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Ddkaz Tvrzeni 8.17 - ¢ast 1.
e OznaCme U= S\ @, V= R\ P, a polozme
W={uv|ueUyveV}
Snadno nahlédneme, Zze W je multiplikativni mnozina v S.
Ukazeme, ze PhSN W = 0.

e Pro spor predpokladejme, Ze existuje s € Pp.SN W.

e Oznacme T podilové téleso R. Protoze je s celistvy nad R, je
algebraicky nad T; bud

mrs= XM+ am_1x’"‘1 + -+ a1 X+ a
jeho minimalni polynom. Podle Trzeni 8.16 jsou a; € /Py = Py.
e Protoze s€ W je s = uv pronéjaké ue Uav e V. Potom
mrt s(uv) = 0, odkud, po vynasobeni v~ dostaneme, Ze

_ am— —1 a d _
flu)=um+ == U e+ U+ o =

O
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Normalizace,lokalizace, valuace Lokalizace a celistvost

Dlkaz Tvrzeni 8.17 - Cast 2.

Zrejme f € T[x] a pfimym vypoctem ovérime, Zze f je nad T
nerozlozitelny. Proto f = mr .

Podle Tvrzeni 8.16 leZi koeficienty f v R (Ize také pouzit

Tvrzeni 6.7).

Oznaéme r; = a;/v™'; koeficienty f. Potom a; = r;v™~' € P,.
Protoze P, je prvoideal a v ¢ Py, je nuthe r; € P.

Potom podle Tvrzeni 8.16 u € \/PyS C /Q; = Qy, coZ je spor s
tim, Ze u e U = S\ @. Ukazali jsme tak, ze PoSN W = 0.
Podle Tvrzeni 1.27 existuje prvoideal @ oboru S tak, ze

QN W=0aP,SC Q, specialné Py C Q.

Ziejmé 1 € UN V, odkud plyne Un V C W. Odtud dostaneme, ze

Qo N R=PyaQy C Qyq, pfitom zde nenastane rovnost, protoze
Py # Py = Q; N R.

Ol
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Normalizace,lokalizace, valuace Dimenze a stupen transcendence

Definice

e Bud P prvoideal okruhu R. Vyskou prvoidealu P, zna¢ime htg P
nebo jen htP, nazvéme suprémum délek vSech fetézcu

PSP G- CPh=P
prvoidedlu R.
e Dimenzi okruhu R definujme jako
dim R = sup{htgP | P je prvoidedl R}.

Lemma 8.19
Bud' P prvoideal okruhu R a U multiplikativni mnoZina v R takova, Ze
PN U = (. Potom plati

© htP+dmR/P < dimR;

® htP =dim Rp;

® htP =htU~'P;

4

220/236



Normalizace,lokalizace, valuace Dimenze a stupen transcendence
Tvrzeni 8.20 ( )

Je-li S celistvy nad okruhem R, plati dim R = dim S.

Dulkaz.

e Je-li Q € @ € --- € Qp ostte rostouci fetézec prvoideall S, je
podle Tvrzeni 8.12 (N R) C (Q1NR) C --- C (QyN R) ostre
rostouci fetézec prvoidealt R. Proto dim R > dim S.

e Naopak podle Tvrzeni 8.13 a 8.14 je mozné kazdy fetézec
Po C Py € --- C P, prvoidedld R zvednout na fetézec
Qo C Q1 C--- € Qnprvoidedll S tak, ze Q;N R = P;. Odtud
dimR <dimS. O

Dusledek 8.21 ( )

Je-li S celistvy nad okruhem R a | je vlastni ideal S, plati
dmR/(RNI)=dimS/I.
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Normalizace,lokalizace, valuace Dimenze a stupen transcendence

Tvrzeni 8.22 ( )

Necht R je celistvé uzavieny obor a S je jeho celistvé rozsireni. Potom
pro kazdy prvoideal Q oboru S platihtsQ = htg(Q N R).

Dukaz.
e Z Tvrzeni 8.12 snadno plyne, Zze htsQ < htg(Q N R).
e Bud
PoCPiC---CP,=QNR
fetézec prvoidealld v R. Podle Dusledku 8.18 Ize tento fetézec
zvednout na fetézec
QCc---Cr=Q
provoideall S takovy, Zze Q; N R = P;. Odtud plyne, ze
htsQ > htg(Q N R).

Ol
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Normalizace,lokalizace, valuace Dimenze a stupen transcendence

Véta 8.23 ( )

Bud' A netrivialni afinni alebra nad nekomutativnim télesem K. Potom
maji vsechny noetherovské normalizace algebry A stejny pocet prvku
a ten je roven dimenzi A.

Dasledek 8.24 ( )

Bud’ A obor integrity, ktery je afinni K -algebrou, kde K je komutativni
teleso. Oznacme T podlové téleso A. Potom

dmA=[T: K.
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Normalizace,lokalizace, valuace Dimenze a stupen transcendence

Dukaz Véty 8.23 - &ast 1.

e Bud yp, ..., yn_1 néjaka noetherovska normalizace A, {j.,
Yo, ---,¥n—1 jSOu nad K algebraicky nezavislé a A je celistvyym
rozsitenim K|yo, ..., ¥Yn_1]-

e Podle Tvrzeni 8.20 je dim A = dim K|yo, ..., ¥n—1] = n, nebot
0C () & Woy1) &+ & (Yoo, Yn1)
je fetézec prvoidealt v K|yo, - - ., Yn—1]-
e Indukci podle n ukazeme, ze n > dim A. V pfipadé, ze n=0, je A
celistvé nad K a dim A = dim K = 0, podle Tvrzeni 8.20 (také Ize
pouzit Tvrzeni 6.9).

e Pfedpokladejme, Zze n > 0 a dokazované plati pro kazdé
nezaporné n’ < n.

e Bud Py - P C .- C P, fetézec prvoideélfj Vv K[yo, doc ,yn_1]. Z
indukéniho predpokladu odvodime, ze m < n. O
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Dikaz Véty 8.23 - ¢ast 2.

e Podle Tvrzeni 8.4 existuje noetherovska normalizace zy, ..., z,_1

okruhu K{yo, ..., ¥n_1] @ nezaporné d < ntakové, ze
Py N K[Zo, .. ,Zn,1] = Zi<dK[ZO? R ,Zn,1].

e K[¥o,-..,¥n_1] je celistvé nad K|z, ...,z,_1] a podle Tvrzeni 8.12
jetak PN K[z, ...,2p-1] € P1 N K][Zp,...,2Z,_1], odkud plyne
PinKlzy,...,2zn_1] # 0. Proto 0 < d.

e Uvazme nyni pfirozenou projekci ”

T K[y07‘ .. 7yn—1] = K[y07 oo 7yn—1]/P1‘
e ZLemmatu 8.5 plyne, Ze n(zy),...,n(z,_1) tvofi noetherovskou

normalizaci faktoragebry K|yo, ..., ¥n_1]/P1. Zaroven v ni tvofi
faktory Py /Py C --- C Pp/ Py rostoci fetézec prvoideald.

e Protoze 0 < d, plyne z indukéniho predpokladu, ze m—1 < n—d,
odkud dostavame m < n. O
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Definice

Rekneme, Ze prvoideal Q; pokryva provoideal Qp, jestlize Qy C Q; a
neexistuje prvoidedl P takovy, ze Qy C P C Q.

Lemma 8.25

Bud' yy, . .., ¥n_1 noetherovska normalizace afinni K-algebry A. Pokud
Qq pokrva prvoideal Qy, tak Qi N K[yo, - .., Yn_1] POkryva
Qo N K[yo,- - Yn1]l VK[Yo, - -+ ¥Yn-1]-

Véta 8.26

Bud' A obor integrity, ktery je n-dimenzionalni afinni K -algebrou. Potom
ma kazdy maximalni ostre rostouci retézec prvoidealt v K délku n.

v
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Definice

e Okruh R nazveme valuacnim okruhem télesa T, jestlize pro kazdé
ac T lezi alespon jeden z prvka a, a ' v R.

e Obor integrity R je valuacni obor je-li valuaénim okruhem svého
podilového télesa.
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Tvrzeni 8.27 ( )

Obor R je valuacnim oborem néjakého telesa pravé kdyZz jsou jeho
idedly linearne usporadany.

Dlkaz.

e Necht J Z I'jsou idedly R. Zvolme b € J\ I.

e Bud a < Ilibovolné. ProtoZze b = a(b/a) ¢ I, plati b/a ¢ R.
ProtoZe R je valuacni obor, nutne a/b € R, odkud a = (a/b)b € J.
Proto / C J.

o Naopak predpokladejme, ze R je obor, a Ze jsou jeho idealy
linearné usporadany. Bud' T podilové téleso Raa=b/ce T
nenulovy prvek.

e Je budto bR C cR, nebo cR C bR. V prvnim pfipadé
a=b/c e R,vedruhém a~' = ¢/b € R. Proto je R valua¢ni obor.

Ol
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Lemma 8.28 (Nakayamovo lemma)

Nakayama Bud’ M konecné generovany R-modul takovy, Zze JM = M,
kde J je Jacobsonuyv radikal okruhu R. Potom je M = 0.

Dukaz.

e ProtoZze M je konecné generovany a JM = M, existuje podle
Tvrzeni 6.1 prvek a € J tak, Zze (1 — a)M = 0.

e Podle Tvrzeni 1.29 je 1 — ainvertibilni, odkud jiz plyne M =0 [

<

Dulsledek 8.29

Konecnée generovany modul M takovy, Ze QM = M pro kazdy
maximaini ideal Q je nulovy.
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Tvrzeni 8.30 ( )

Bud' R valuacni obor ktery neni telesem. Oznacme P jeho maximalni
ideal a poloZme | = (| P". Predpokladejme, Ze P je konecné
generovany. Potom v fetézci

IC...PYCPrC...CP2PCPCR

leZi vsechny idealy obsahujici I. Je-li navic | kone¢né generovany,
potom je | = 0.
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Dikaz Tvrzeni 8.30.

o Kazdy konecCné generovany ideal valuacniho oboru je hlavni.
Specialné je P hlavni ideal; bud P = aR.
Snadno nahlédneme, ze P" = a’Raze a" ¢ a™'R.
Necht b € a"R\ a™' R. Potom b = ca” pro ngjaké c. Nutné ¢ ¢ P
a tedy c je invertibilni. Proto @” = ¢~ 'b a bR = a"R. Odtud plyne
prvni Cast tvrzeni.
Je-li I kone€né generovany, je hlavni. Bud' d jeho generator.
Protoze d € P, existuje e tak, ze d = ea.

Nutné je e € / (jinak by platilo, Ze eR = P" pro néjaké n a
| = P, Proto PI = I, odkud podle Dusledku 8.29 / = 0.
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Definice

Valuaéni obor nazveme diskrétni je-li jeho maximalni idedal P kone¢né
generovany a ideal () P" nulovy.

Poznamka

Z Tvrzeni 8.30 plyne, Ze diskrétni valua¢ni obory jsou prave valuacni
obory, které jsou noetherovské a, po kratkém zamysleni, Ze to jsou
pravé prave valuacni obory, které jsou Dedekindovy.

Definice

Bud' T téleso. Uvazme zobrazeni v: T* — Z a polozme v(0) = oc.
Zobrazeni v nazveme diskrétni valuaci jestlize je na a plati

® v(a+ b) > min{r(a),v(b)};
® v(ab) = v(a) + v(b);

233/236



Tvrzeni 8.31 ( )
Bud’ R diskrétni valuacni obor a T jeho podilové téleso. Bud' a
generator maximalniho idealu v R. Potom plati:
© posloupnost
0Cc.---ca@aRC---Ca"RC---CT, (n>mvZ7Z)
je tvorena prave vsemi R-podmoduly télesa T ;

@ definujeme-liv: T* — Z tak, Ze v(b) = n pravé kdyZz Rb = Ra", je

v diskrétni valuaci télesa T ;

Dlkaz.
* Nejprve ukazeme, ze pro kazdé b € T existuje / € Z tak, Ze
bR = a R. Pro nenulové b € R je to zfejmé.

e Pokudb¢ R,jeb~' € Rab 'R = aR pro vhodné i € N. Potom

bR =ba'aR=ba'b-'R=a'R.
e Odtud snadno odvodime (1). Druha Cast tvrzeni je snadna.

Ol
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Tvrzeni 8.32 ( )

Bud'v: T* — Z diskrétni valuace télesa T. Potom je
R ={ae T |v(a) > 0} diskrétni valuacni okruh a v je jedina valuace,
ktera jej takto urcuje.

Dukaz.

e Z vlastnosti valuace snadno odvodime, Ze R je okruh a Ze
v(1)=0.

e Odtud v(a~") = —v(a) a a € T je invertibilni prvek R pravé kdyz
v(a) = 0.

o Déle pro a, b € R plati, ze v(b) > v(a) pravé kdyz bR C aR.

» Navic, protozZe je v na, existuje a € R tak, ze v(a) = 1. Potom je
v(a™) = n, a’R, n > 0 jsou vSechny nenulové idealy R a R je
diskrétni valuacni okruh.

Ol
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KONEC
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