2. Volna abelovska grupa

2.1 Definice. Necht (A; | i € I) je systém abelovskych grup. ,Vnéjsim* direktnim souctem téchto
grup rozumime grupu v8ech posloupnosti (a;);cr, kde a; € A; pro kazdé ¢ € I a a; = 0 pro skoro vSechna
1 € I (tedy az na kone¢né mnoho i € I). Vnégjsi direktni soucin grup A;, ¢ € I, znacime

A:@Ai.

iel

Necht A je abelovskd grupa a (A; | i € I) je systém podgrup grupy A takovy, Ze kazdy prvek a € A
je mozné zapsat pravé jednim zptisobem jako soucet a = ), a;, kde F' je konetnd podmnozina [
a a; € A; pro kazdé i € F. Potom Fekneme, Zze A je vnitinim direkitnim souctem grup (A; | i € I),

znacime
A= ]_[ A;.
icl
Snadno ovéfime, ze zobrazeni ¢ : P,c; Ai — [I;,,,; Ai definované pfedpisem ¢((a;)icr) = D ;s ai je
izomorfismus. Nadéale nebudeme rozliSovat mezi vnéj$im a vnitinim direktnim souctem.

2.2 Definice. Abelova grupa F' se nazyva volnd, jestlize je vnitinim direktnim sou¢tem nekonecénych
cyklickych grup. To je tehdy, kdyz existuje podmnozina X grupy F' prvku nekonec¢ného fadu takova, ze
F =]],cx (x), neboli F' ~ P Z. Mnoziné X iikdme bdze F.

(Vsimnéme si, ze pro kazdy prvek u € F existuje pravé jedna posloupnost (u;).ecx celych cisel tak,
zeu =y Uz -z Navic je v této posloupnosti jen kone¢né mnoho nenulovych prvki.)

2.3 Véta. Necht F je volna abelovska grupa s bazi X, necht A je abelovskd grupa a necht f: X — A
je libovolné zobrazeni. Potom existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : F' — A, ktery rozsifuje f, tedy
o(z) = f(x) pro kazdé x € X.

Dikaz.  Pro u = ) _yu, -z (¥) definujme p(u) = > -y u,f(x). Protoze kazdy prvek F' ma
jednoznaéné vyjadieni ve tvaru (x), je zobrazeni ¢ dobfe definovano. Je zfejmé, Ze ¢ je homomorfismus

rozsifujici f. Jednoznacnost plyne z toho, Ze ¢ je plné urcen zobrazenim f na mnoziné generatoru F.
O

2.4 Dusledek. Libovolna abelovska grupa A je homomorfnim obrazem volné abelovské grupy.

Diikaz. Bud F volna abelovskd grupa s bazi A. Identitu na A je mozné pravé jednim zptisobem rozsirit
na homomorfismus z F' do A. O

2.5 Definice. Abelova grupa A je generovdna mnozinou X (obvykle uvazujeme X C A) a relacemi A,
jestlize A ~ F/R, kde F je volné abelovska grupa s bazi X, A je mnozina Z-linedrnich kombinaci prvka
X a R je podgrupa F generovand mnozinou A. Mluvime téZ o prezentaci (X, A) grupy A. Je-li mozné
volit X konec¢nou, fekneme, Ze A je konecéné generovdna.

2.6 Priklad. Bud G = Zg. Potom moZné prezentace G jsou
1) X = {z}, A= {2°},
2) X ={z,y}, A={2%y*}.
(Druhé prezentace uréuje grupu izomorfni Zg nebot Zg ~ Z3 X Zs.)

2.7 Piiklad. Ukazte, ze X = {x1,29,...,Zpn,... }, A = {x1 — 229,29 — 323,...,Zp_1 — NTp,... } je
prezentaci grupy racionélnich ¢isel Q.

Névod: Definujme homomorfismus ¢ : F' — Q pfedpisem ¢ (z;) = %, kde F' je volna grupa s bazi X.
Nyni sta¢i ukazat, le Kerv) = R, kde R je podgrupa F generovand A. Na jednu stranu ﬁ -4 =0,
zbyva ukézat, Ze ze vztahu ) ., ai%! = 0 plyne ayz1 + -+ + apzy, € (A). To se nahlédne postupnou
eliminaci x; pomoci vztahi z A.

2.8 Priklad. Bud p prvodislo. Ozna¢me Z(p°°) grupu s prezentaci X = {z1,22,... }, A = {px1,21 —
P, Lo — pxs, ...} (Fikd se ji Priiferova grupa) a G bud grupa s prezentaci X = {xy,29,...}, A’ =
{pr1,21 — p"xn | n > 1}. Potom je ¥ad kazdého prvku ze Z(p>°) i G mocninou prvocisla p a plati
N PZ(%) # 0, en PG # 0. Ukaite, 7e Z(p™) % G.
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Néavod: Ukazte, ze je kazdy faktor Z(p™) izomorfni Z(p>°) a ze G/ ({x1}) neni izomorfni Z(p>).

2.9 Véta. Volné abelovské grupy F, G jsou izomorfni, pravé kdyz | X| = |Y|, kde X je volnéd baze F
a Y volna baze G.
Dikaz. Bud nejprve | X| = |Y|. Potom existuje bijekce f : X — Y a tuto bijekci je mozné rozsitit prave
jednim zptisobem na homomorfismus ¢ : F' — G. Podobné je mozné rozsitit zobrazeni f~! pravé jednim
zpusobem na homomorfismus ¢ : G — F. Protoze ¢ o ¢ : F' — F rozsifuje identitu na X (a takovy
homomorfismus je jediny), je ¥ o ¢ = idp. Obdobné je ¢ 0¥ = idg a tedy ¢ je hledany izomorfismus.
Nyni naopak predpokladejme, Ze jsou grupy F a G izomorfni. Bud p prvodéislo. Potom je mozné
chapat F/pF jako vektorovy prostor nad Z,. Navic je {x + pF | x € X} béze F/pF: Z toho, ze
> ai(x; + pF) = 0 totiz plyne, Ze > a;x; € pF a proto p | a;. Odtud je vidét, Ze se jedna o trividlni
kombinaci.
Protoze F ~ G, je také 1 F/pF ~ G/pG a to znamen4, Ze tyto prostory maji stejnou dimenzi. Odtud
jiz plyne rovnost | X| = |Y. O

2.10 Tvrzeni. Necht 7 je projekce abelovské grupy A na abelovskou grupu B a ¢ je homomorfismus
F — B, kde F je volné abelovska grupa. Potom existuje homomorfismus ¢ : F' — A takovy, Ze ¢ = moq).

Diikaz. Bud X béaze F a g : X — A zobrazeni takové, ze g(x) € 7~ *(¢(z)) pro kazdé x € X. Protoze
F je volna grupa s bazi X, existuje homomorfismus ¢ : F© — A rozsifujici zobrazeni g. Protoze se
homomrfismy ¢ a 7 o 1 shoduji na bazi grupy F, jsou shodné. O

2.11 Dusledek. Budte A, B abelovské grupy a necht B/A je volna. Potom je A direktnim s¢itancem
B, tedy B= A& C, kde C ~ B/A.

Diikaz.  Aplikujeme predchozi tvrzeni na pfirozenou projekci m : B — B/A, za F zvolime B/A a za ¢
identitu na B/A. Existuje tedy homomorfismus v : B/A — B takovy, Ze mo1 = idg/4. Z tohoto vztahu
snadno nahlédneme, ze pro C =Imy je CNA=0aCV A=DB,tedy B=A®C. O

2.12 Véta. Podgrupa H volné abelovské grupy F' je také volna abelovska grupa.

Diikaz. Bud X = {x, | @ < k} bdze F. Pro a < k definujme F,, = ({z5 | B < a}), F., = {z5| 8 < a}).
Déle necht H, = HN F, a H!, = HN F,,. Plati

H./H =H,/HNF,~H,+F/F., < F,/F, ~1Z,

pouzili jsme druhou vétu o izomorfismu a fakt, ze x,, generuje cyklickou grupu nekone¢ného radu. Protoze
je netrividlni podgrupa Z izomorfni Z, vidime, ze budto H,/H! = ({ha}) ~ Z, nebo H,/H! = {0}.
Ozna¢me H* = ({h, | @ < k}). UkdZeme, 7e H* = H.

Pro spor pfedpokladejme, ze H > H*. Vsimnéme si, ze F' = Uy« Fy. Pro kazdé h € H tedy existuje
nejmensi p(h), le h € F,,). Vezméme si o nejmensi takové, ze existuje h € H\H*, Ie u(h) = . Potom
h=m-hg+h, kde ' € F/. Z minimality o dostavdme, ze h' € H*. Zaroven vSak h, € H*, tedy
i h e H*, coz je spor. Musi proto nutné platit H = H*.

Zbyvé dokazat, ze {h, | @ < k} je volnd baze H. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by netrivialni
Z-linearni kombinace

Z aq; b, =0.

ie{l,...,n}

Potom by ale bylo h, € H),, kde o = max{ca; | i < n,aq,20}, coz je spor s volbou prvki A,. O



