1. Elementarni teorie grup

V této kapitolce pfipomeneme a shrneme zékladni poznatky z teorie grup, které budeme vyulivat.

1.1 Definice. Grupa je mnozZina G s jednou binarni operaci - takovou, Ze
1) (Va,b,ce G): (a-b)-c=a-(b-c),
2) (31e€qG): a-1=a=1"-a,
3) VaeG)3ate@): arat=1=a""1"a.
Grupa G se nazyva Abelova (nebo také abelovskd), pokud navic pro kazdé a,b € G plati

a-b=">b-a.

Je zvykem vynechévat znak pro operaci tam, kde nemutze dojit k omylu, proto budeme nadéle misto
a - b psat jen ab.

1.2 Definice. Necht (G,-) a (H,x*) jsou grupy. Zobrazeni f:G — H je (grupovy) homomorfismus,
pokud pro kazdé a,b € G plati

f(ab) = f(a) * f(b).
Homomorfismus, ktery je prosty a na, nazveme izomorfismus grup G a H.
Pozorny ¢tenar si mozna vs§iml, ze grupu a jeji mnozinu znacime stejné. To je bézné, opét tak budeme
¢init, pokud to nebude vést k omylam.

Oznacime-li 14 jednotkovy prvek grupy G a 1p jednotkovy prvek grupy H, potom pro kazdy homo-
morfismus f: G — H plati:

1) f(lg) =1g
2) (Va€G): fla™!) = f(a)™*
1.3 Definice. Bud G grupa. Podmnozina H grupy G je jeji podgrupou (znac¢ime H < G), pokud
1) (Va,be H):abe H,
2) (Va€e H):a ' €H.
Tedy podgrupa H grupy G je jeji podmnozina, kterd je sama grupou (se stejnou operaci jako u G).
1.4 Definice. Podgrupa H grupy G je jeji normadini podgrupou (zna¢ime H < G), pokud pro kazdé

a € G plati
H=aHa '

Prinik libovolné mnoziny podgrup grupy G je opét podgrupa grupy G. Stejné tak je prunik libovolné
mnoziny normalnich podgrup grupy G normalni podgrupa G.

1.5 Definice. Necht X je podmnozina grupy G. Symbolem (X) ozna¢ime prinik vSech podgrup G,

které obsahuji X. Je to nejmensi podgrupa G obsahujici X. Tuto podgrupu budeme nazyvat podgrupa
generovand mnozinou X.

1.6 Definice. Necht H je podgrupa grupy G a a € G. Pravd rozkladovd tiida podle H v G (reprezen-
tovand a) je mnolina Ha = {ha | h € H}. Prvek a se nazyva reprezentant t7idy Ha. Podobné se definuje
levd rozkladovd trida podle H v G jako aH.

Plati: Necht H < G. Potom:

— Ha=Hb < ab'€e H (aH=0H <= b lacH)
— Kazdé dvé pravé rozkladové t¥idy jsou budto disjunktni, nebo se shoduj.
— Pocet levych rozkladovych t¥id podle H je roven poctu pravych rozkladovych tiid podle H.

1.7 Definice. Necht H < G. Index H v G je mohutnost mnoziny pravych rozkladovych t¥id podle H
v G, znadime [G : H].

1.8 Véta (Lagrangeova). Necht H je podgrupa kone¢né grupy G. Potom plati

G| = |H]|-[G: H).
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Odtud specialné plyne, ze pocet prvku pdgrupy H déli pocet prvku grupy G.

Podgrupa H grupy G je normélni podgrupa, pravé kdyz pro kazdé a € G plati aH = Ha. Je-li N
normdlni podgrupa G, tvoii pravé rozkladové t¥idy podle N grupu mohutnosti [G : N], kterou oznacime
G/N, nésobeni je definovano Na - Nb = Nab.

1.9 Definice. Symbolem (X )G oznacime prunik vSech normélnich podgrup, které obsahuji X. Je to
nejmensi norméalni podgrupa G obsahujici X, nazyvame ji normdalni podgrupa generovand X, ¢i normdlni
uzdvér X v G.

1.10 Definice. Bud f: G — H grupovy homomorfismus. Jddrem homomorfismu f budeme rozumét
mnozinu N = {a € G | f(a) = 1}, kterou ozna¢ime Ker f.

Jadro homomorfismu f : G — H je normélni podgrupa grupy G. Je-li naopak N normalni podgrupa
grupy G, je zobrazeni m : G — G/N definované pfedpisem 7(a) = Na, a € G, grupovym homomorfis-
mem, jehoz jadrem je pravé N. Zobrazeni m nazyvame prirozend projekce.

1.11 Véta (Prvni véta o izomorfismu). Necht f: G — H je homomorfismus s jddrem N. Potom
je N normalni podgrupa G a plati, ze G/N ~ Im(f).

Dikaz. Nejprve ukadzeme, ze N < G. K tomu staéi, aby pro kazdé a € G a b € N bylo aba™! € N.
Ovsem

flaba™) = f(@) () f(a) = f(@)f(a™) = (@) fl)* = 1,

tedy je skutecné N normélni v G.
Nyni definujme zobrazeni ¢ : G/N — H predpisem ¢(Na) = f(a). Ovéfime, Ze je zobrazeni ¢ dobie
definovano a ze je prosté:

Na=Nb < ab '€ N < f(ab™ ') =1y < f(a) = f(b).
Dale z rovnosti
p(NaNb) = p(Nab) = f(ab) = f(a)f(b) = p(Na)p(Nb)

plyne, Ze je zobrazeni ¢ homomorfismus. ProtoZe je zfejmé Im¢ = Im f, je ¢ izomorfismus G/N na
Im f. O

1.12 Lemma. Je-li N G a H <G, potom NH=NVH=HN.
1.13 Véta (Druha véta o izomorfismu). Necht N, H jsou podgrupy grupy G takové, ze N je
norméalni. Potom je NN H < H a plati

H/HNN ~ NH/N.

Dikaz.  Vsimnéme si, ze NH/N se sklada pravé z téch rozkladovych tiid podle N v G, které maji
reprezentanta v H. Oznadme 7’ restrikci pfirozené projekce m : G — G/N na H. Jadro 7’ je rovno
N N H, podle ptedchozi véty je tedy H/H N N ~ Im7’. OvSem obraz 7’ je slozen pravé z rozkladovych
tfid podle N v G, které maji reprezentanta v H, coZ je pfesné NH/N. O

1.14 Véta (Tteti véta o izomorfismu). Necht K < H < G. Jsou-li K i H normélni podgrupy
grupy G, plati, ze H/K < G/K a
(G/K)/(H/K) ~ G/H.

Diikaz.  Definujme zobrazeni f : G/K — G/H ptedpisem f(Ka) = Ha. Snadno ovéfime, Ze je to
homomorfismus na s jddrem H/K, potom uz sta¢i pouzit prvni vétu o izomorfismu. O

1.15 Definice. Necht a,b € G. Komutdtor a a b je prvek
[a,b] = aba™ b1,

Symbolem G’ oznacime derivovanou podgrupu grupy G, coZ je grupa generované vSemi komutétory.

1.16 Tvrzeni. G’ je normélni podgrupa G. Navic je pro H < G grupa G/H Abelova, pravé kdyz
G'<H.
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Diikaz. Prvni ¢ast plyne ze snadného pozorovani, Ze cla,b] = [cac™?, cbc™!]c pro kazdé a, b, c € G, tedy
téZ cG' = G'c pro kazdé c € G.
Druhé ¢ést se sklada ze dvou implikaci. Necht je nejprve G/H abelovskd, potom pro kazdé a,b € G
plati
Hab= HaHb= HbHa = Hba.

Odtud mame, Ze aba~*b~! € H, H obsahuje viechny komutétory a tudiz i G’ jimi generovanou. Provede-

me-li tyto ivahy opa¢nym smérem, dostaneme platnost zbyvajici implikace. O
Cviceni
1) Bud G grupa. Pro ay,...,a, € G oznalme
[a1,...,an] = arag - ~ana1_1a2_1 . ~a;1.

Dokazte, ze
Gl:{[ala---aan]|n€N,ai€G}.

Navod: [a,b][c,d] = [a,ba™1, b7, ¢,de™t, d71]

2) Bud T téleso a oznacme T'[x,y] okruh vSech polynomt v proménnych z,y nad télesem T. Oznalme
T[z], Ty] podokruhy okruhu T'[z,y] polynomd v proménné x, resp. y. Bud G mnozina vSech matic tvaru

1 f(z) h(z,y)
A=10 1 av) |,
0 0 1

kde f(z) € Tz}, 9(y) € Ty] a h(z,y) € T[z,y].

a) Dokazte, ze G s maticovym ndsobenim je grupa.
Névod: Matici A ozna¢me (f, g, h). Ovéite, ze

(f1,91,h1)(f2, 92, he) = (f1 + f2, 91 + g2, h1 + ha + f1g2),

(fvg7h)71 = (7f7 7gvfg - h)
b) Dokazte, ze G' = {(0,0,h) | h € T[z,y]}.
Navod: Plati
[(f1: 91, h1)s (f2, 92, h2)] = (0,0, figs — f291),

na druhou stranu pro h(z,y) = ) a;;x;y; plati

(Oa 0, h) = H[(aijxiv 0, 0)5 (07 Ysis O)]

i,J

c) Ukazte, ze {[g,h] | g,h € G} C G'.

Navod: Polynom h(z,y) = 2% + xy + y? neni tvaru p(z,y) = fi(x)g2(y) — f2(x)g1(y), hodnost
matice h(x,y) je totiz 3, ale hodnost matice libovolného p(x,y) je nejvyse 2. Matice A, polynomu
h(z,y) = a;jz;y; je matice, kde v i-tém Fadku a j-tém sloupci je ¢&islo a;;.



