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Cviceni 1
Relace a operace na mnoziné

BINARNI RELACE

Definice. Bindrni relacina mnoziné M rozumime podmnozinu kartézského soucinu
M x M.

Je-li R binarni relace na mnoziné M, budeme Casto psat aRb misto (a,b) € R.

Definice. Necht R, S jsou binrni relace na mnoziné M. Soucinem RS relaci R
a S rozumime relaci definovanou predpisem

aRSb pravé kdyz 3 ¢ € M : aRc a zéaroven c¢Sb.

Definice. Nechf R je bindrni relace na mnoziné M. Relaci inverzni k relaci R
rozumime relaci RT definovanou pfedpisem

aRTb pravé kdyz bRa.

Symbolem A ozna¢me relaci {(a,a) | a € M} (‘diagonalu kartézského soucinu
M x M),
Cviceni 1.1. Necht R, S a T jsou bindrni relace na mnoZiné M. DokaZte, Ze plati
(1) R(ST) = (RS)T;
(2) (ST)T = TS,
(3) jestlize RT C R, potom RT = R.

Definice (vlastnosti relaci). Nechf R je binarni relace na mnoziné M. Rekneme,
Ze relace R je

(a) reflexivni, pokud aRa pro v8echna a € M;

(b) tranzitivni, pokud aRb a bRc implikuje aRc, pro viechna a, b, ¢ € M;

(¢) symetrickd, pokud aRb implikuje bRa, pro vSechna a, b € M;

(d) antisymetrickd, pokud aRb a zaroven bRa implikuje a = b, pro vSechna a,
be M;

(e) antireflexivni pravé kdyz (a,a) ¢ R pro kazdé a € M.

Cviceni 1.2. Dokazte, Ze relace R je
(1) reflexivni prave kdyz A C R;
(2) tranzitivni prdvé kdyZ RR C R;
(3) symetrickd pravé kdyZ RT C R;
(4) jak podobnym zpisobem popsat antisymetrickou a antireflexioni relaci?

Definice. Relace R se nazyva ekvivalence, je-li reflexivni, tranzitivni a symetricka.
Neostré uspordaddni na mnoziné M je relace, ktera je reflexivni, tranzitivni a
antisymetricka.
Ostré uspordddni na mnoziné M je relace, ktera je tranzitivni a antireflexivni.

Cviéeni 1.3. Necht R, S jsou ekvivalence na mnoZiné M. Potom je relace RS
ekvivalence prdvé kdyZ RS = SR. Dokazte!



OPERACE NA MNOZINE

Binarni operace na mnoziné M je zobrazeni M x M — M. Obecné muzeme
definovat n-arni operaci jako zobrazeni
Mx---xM— M.
nx
Specialné undrni operace je zobrazeni M — M a nuldrni operace je predpis, ktery
vybere z mnoziny M jeden prvek.

Operace obvykle zna¢ime symboly +, -, o, %, .... Pfipomenme, Ze je zvykem
pouzivat aditivni znaceni “+” pro komutativni operace a multiplikativni znaceni
“.” pro obecné nekomutativni operace.
MnozZina M s jednou bindrni operaci “”, coZ znac¢ime symbolem (M, -), se nazyva
grupoid. Je-li operace “” asociativni, tj. plati-li

(a-b)-c=a-(b-c),
pro kazdé a, b, ¢ € M, nazveme dvojici (M,-) pologrupou. Jednotkovy prvek je
element e € M takovy, ze
a-e=a=¢e-a,
pro kazdé a € M. Pologrupa s jednotkovym prvkem se nazyva monoid. V ptipadé,
ze pouzivame aditivni znaCeni, nazyvame prvek n s vlastnosti

at+n=a=n+a,
nulovy prvek.

Cviceni 1.4. Bud M libovolnd mnoZina. Oznacme
P={feMM|f je prosté }, N={feMM|fjena}.
Ukazte, Ze
(a) jestlize f € P, potom pro kazdou dvojici g, h proki MM plati fog = foh =
g="h;
(b) jestlize f € P, potom pro kazdé g € MM existuje h € M™ tak, Ze ho f = g;
(c) jestlize f € N, potom pro kazdou dvojici g, h prvki MM plati go f =
hof=g=h;
(d) jestlize f € N, potom pro kazdé g € MM ezistuje h € MM tak, Ze foh = g.

Definice. Rekneme, Ze grupoid (G, ) je
(a) s pravgm krdcenim pokud b-a =c-a = b= c pro kazdé a, b, c € G,
(b) s pravgm délenim pokud mé rovnice - a = b (s nezndmou ), feSeni v G
pro kazdé a, b € G;
(¢) s levym kracenim pokud a-b=a-c = b= c pro kazdé a, b, c € G;
(d) s levgm délenim pokud mé rovnice a-y = b (s neznamou y), feSeni v G pro
kazdé a, b € G.
Je-li operace - komutativni, potom pravé a levé kraceni, resp. déleni splyvaji. V
tom pripadé fikdme jen, ze grupoid G je s krdcenim, resp. délenim.

Mnozina pfirozenych ¢isel s nulou tvofi s operaci séitani komutativni monoid,
ktery je s kracenim, ale neni s délenim.

Monoid (P, o) je s levym krdcenim (Cvi¢eni 1.4, (i)), ale obecné neni s levym
délenim, pravym kracenim ani pravym délenim (Cvideni 1.4, (ii)). Podobné je
monoid (N,o) s pravy kracenim (Cvideni 1.4, (iii)), ale obecné neni s pravym
délenim, levym krécenim ani levym délenim (Cviéeni 1.4, (iv)).



Cviceni 1.5. Oznacéme P’ mnoZinu viech prostijch zobrazeni f : N — N takovych,
Ze mnoZina N\ f(N) je nekonecnd. Bud o operace skldddni zobrazeni. DokaZte, Ze
(P',0) je pologrupa s pravgm délenim, kterd neni s pravym krdcenim.

Cviceni 1.6. Necht (G,-) je pologrupa s pravgm i levym krdcenim a délenim.
Potom v G existuje jednotkovy prvek a ke kaZdému prvku pologrupy G ezistuje
prvek inverzni. DokaZte!

Definice. Pologrupa s pravym i levym kracenim a délenim se nazyva grupa.

Cvi€eni 1.7. Necht (G,-) je pologrupa ve které existuje prvek e tak, Ze pro vSechna
a € G plati
a-e=a

a ke kazdému a € G existuje a” € G tak, Ze

a-aP:e.

Potom je (G,-) grupa. Dokazte!

Cviceni 1.8. Konecnd pologrupa (G,-) je s pravym kricenim prdvé kdyz je s
pravym délenim. Dokazte!

Pozndmka. Podpologrupa pologrupy s pravym (levym) kracenim je opét pologrupa
s pravym (levym) kracenim. Naproti tomu podpologrupa pologrupy s pravym
(levym) délenim nemusi byt pologrupou s pravym (levym) délenim (napiiklad
pfirozena cisla, obsazena v aditivni grupé celych ¢isel, jsou s kracenim, ale ne
s délenim). Obecné tedy podpologrupa grupy nemusi byt grupou. Vzhledem k
Cviceni 1.8 vsak plati:

Cviceni 1.9. Konecnd podpologrupa grupy G je jeji podgrupou. Dokazte!



Cviceni 2
Homomorfismy grup a symetrické grupy

Definice. Necht (G,-) a (H,x*) jsou grupy. Zobrazeni f : G — H je homomorfis-
mus téchto grup jestlize plati

flab) = f(a) = f(b)

pro kazdé a, b € G. Vnoreni je homomorfismus, ktery je prosty. Homomorfismus,
ktery je prosty a na nazvame izomorfismem. Existuje-li izomorfismus z grupy G do
grupy H, fekneme, Ze jsou grupy G a H izomorfni.
Cviéeni 2.1. Necht f : G — H je homomorfismus grup. Dokaste, Ze
(1) f(lg) =1y (1g, resp. 1y znaéi jednotkovy prvek grupy G, resp. H ).
(i) f(a=Y) = f(a)~! pro kaZdé a € G.
(iii) f(a®) = f(a)? pro kazdé a € G a z € L.

Cviceni 2.2. Uvaime mnoZinu P(M) vsech podmnozin mnoziny M. Na mnoZiné
P(M) definujme operaci A piedpisem

AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B),

kde A, B jsou podmnoziny M. Owvérte, ze (P(M),A) je grupa. Jak vypadd jed-
notkovy prvek této grupy? Jak vypadd inverzni prvek k A € P(M)?

SYMETRICKA GRUPA

Symbolem S,, oznacime grupu vSech permutaci mnoziny {1,...,n} s operaci
skladani. Tuto grupu nazyvame symetrickd grupa fadu n. Snadno nahlédneme, Ze
grupa S, ma n! prvkl, a Ze pro n > 3 neni grupa S,, komutativni.

Pripomenme, ze kazdou permutaci mizeme rozlozit v souéin nezavislych cykli.
Tak napiiklad rozklad v soucin nezavislych cykl permutace 7 Sestiprvkové mnoziny
definované po prvcich takto:

(1) =4, 7(2) =6, 7(3) =1, n(4) =3, n(5) =5, 7(6) =2

jem = (1,4,3)(2,6). Cykly délky 1 odpovidajici pevnym bodim permutace m v
zapisu pro jednoduchost vynechavame. Permutaci 7 mtZeme znézornit také tab-

ulkou:
1 2 3 45 6
(4 6 1 3 5 2) ’

Nyni popiseme multiplikativni tabulku grupy Ss. Grupa S3 ma Sest prvkia. Jsou
to identickd permutace, ktera je jednotkovym prvkem a kterou budeme znacit 4, tii
transpozice (1,2), (1,3) a (2,3) a dva trojcykly (1,2,3) a (1, 3,2). Multiplikativni
tabulka grupy Ss3 vypadéa takto:

i (1,2)  (1,3)  (2,3) (1,2,3) (1,3,2)
(1,2) i (1,3,2) (1,2,3)  (2,3)  (1,3)
(1,3) (1,23 i (1,32 (L2) (2,3
(2,3)  (1,3,2) (1,2,3) i (1,3)  (1,2)
(1,2,3)  (1,3)  (2,3)  (1,2) (1,3,2) i
(1,3,2)  (2,3)  (1,2) (1,3) i (1,2,3)



Vsiméme si, ze v kazdém sloupci, resp. kazdém radku této tabulky se vyskytuje
kazdy prvek grupy Ss pravé jednou. To odpovida pravému, resp. levému kraceni
a déleni (v kone¢ném piipadé stali jen jedna z téchto vlastnosti, v nekoneéném
odpovida pravé kraceni tomu, ze se kazdy prvek vyskytuje v kazdém sloupci nejvyse
jednou a pravé déleni odpovida tomu, Ze se tam vyskytuje alespon jednou).

Cviceni 2.3. Necht (G, *) je grupa a necht a € G.
(i) Dokazte, Ze pro kazdé a € G jsou funkce L, : G — G, resp. R, : G — G
definované predpisy © — a * x, resp. T — x*xa” ' bijekce.
(ii) Dokazte, Ze pro kazdé a, b € G plati Lowy, = Ly o Ly a Raspy = Ry 0 Rp.
(iii) Z pfedchoziho odvodte, Ze kaZdou n-prvkovou grupu je mozZné vnotit do
grupy S,

Permutace je sudé praveé kdyz se da vyjadrit jako souc¢in sudého poctu transpozic
a licha v opa¢ném pripadé. Pro kazdou permutaci w € .S,, definujme

0 :7 je suda.

sgn(m) = {

1 : 7 je licha.

Protoze plati sgn(mwo) = sgn(m) + sgn(o) pro kazdou dvojici permutaci z mnoZiny
Sn, je zobrazeni sgn homomorfismus z grupy S, na grupu Z,. Jadrem tohoto
homomorfismu je alternujici grupa A,, vSech sudych permutaci mnoziny {1,...,n}.

Cviéeni 2.4. Spoctéte znaménko permutace « zapsané tabulkou

o 1 23 45 6 789

~\9 8 76 5 4 3 21
Cviceni 2.5. Dokazte, Ze permutace 7 je sudd prdvé kdyz je soucinem trojcyklii.
Cvicéeni 2.6. Necht n je prirozené cislo.
(1) Dokazte, ze transpozice (1,2), (2,3), ..., (n—1,n) generuji grupu Sy.

(2) Dokazte, zZe transpozice (1,2), (1,3), ..., (1,n) generuji grupu S,,.
(3) Dokazte, Ze cykly (1,...,n—1), (n—1,n) generuji grupu Sy.
(4) Dokazte, Ze grupa S, je generovand dvojict cykli (1,2) a (1,2,...,n).
(5) Dokazte, Ze grupa Sy neni generovand cykly (1,3) a (1,2,3,4).
(6)

Dokazte, Ze proky (1,2,3), (1,2,4), ..., (1,2,n) generuji grupu A, pro
kazdé n > 3.



Cviceni 3
Cyklické grupy

Definice. Nechf a je prvek grupy G. Jsou-li vSechny mocniny prvku a rtzné,
fekneme, Ze a ma nekoneény ad a piSeme o(a) = co. V opaéném piipadé fekneme,
ze prvek a ma kone¢ny fad. v tomto pfipadé existuji celd ¢isla k > [ tak, ze

a®=a'.
Odtud plyne, ze a*~! = 1. To znamen4, 7e existuji mocniny prvku a s pfirozenymi
exponenty, které jsou rovny jednotkovému prvku. Nejmensi takové pfirozené cislo
n je fadem prvku a. PiSeme o(a) = n.

Cviéeni 3.1. Necht a, b jsou prvky grupy G takové, Ze ab = ba. Potom je 7dd
prvku ab delitelem nejmenstho spolecného ndsobku vdadu prvki a a b. Navic jsou-li
fady o(a), o(b) nesoudélné, plati o(ab) = o(a)o(b). Dokazte!

Nyni toto jednoduché pozorovani: Je-li G grupa a A libovolnd mnozina podgrup
grupy G, potom je [].A podgrupou grupy G. Proto mtizeme definovat pro kazdou
podmnozinu X grupy G podgrupu (X) grupy G generovanou mnoZinou X jako
prinik vSech podgrup grupy G, které mnozinu X obsahuji. Tj.

(X)={H|H<G & X C H}.

Je-li mnozina X jednoprvkovéd obsahujici prvek a, budeme psét (a) misto ({a}).
Grupa G je cyklicka, jestlize exituje prvek a € G takovy, Ze (a) = G. Rozmyslete
si, ze cyklickd grupa generovana prvkem a se sklada pravé z celociselnych mocnin
prvku a.

Pro pfirozené cislo n a celé ¢islo z ozna¢me z mod n zbytek ¢isla z po déleni
¢islem n. Mnozina {0,1,...,n — 1} na které je definovana operace +, predpisem

a+,b=a+b modn

je grupou, kterou oznacime symbolem Z,,.

CviCeni 3.2. UkaZte, Ze vSechny podgrupu grupy (Z,+) celych cisel jsou tvaru
nZ = {nz | z € Z}, kde n je nezdporné celé ¢islo. Ddle ukazte, Ze Z/nZ ~ L, .
Tvrzeni 3.1. Bud a prvek grupy G konecného tddu n. Potom je a® = 1 prdvé kdyz
n | z, pro kazdé celé éislo z.

Diikaz. Pokud n déli z, existuje celé Cislo y tak, ze ny = z. Odtud dostéavame
a* =a™ = (a")¥ =1Y=1.

Nyni naopak predpokladejme, Ze a® = 1. Po vydéleni ¢isla z ¢islem n se zbytkem
dostaneme z = ny + r, kde 0 < r < n. Podle naseho predpokladu plati

l=a*=a™"" =a"a" =d".

Protoze n je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze a™ = 1, je nutné r = 0 a tedy
nl|lz. O
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Dusledek 3.2. Bud a prvek grupy G koneéného vddu n. Potom pro celd ¢isla y, z
plati a¥ = a® pravé kdyZ y = z (mod n).

Diikaz. Podle Tvrzeni 3.1 je a¥~% = 1 pravé kdyz n | (y — z). Rovnost a? "% =1 je
ekvivalentni tomu, Ze a¥ = a* an | (y — z) pravé kdyz je y = z (mod n). O

Bud a prvek grupy G. Definujme zobrazeni ¢, : Z — G pfedpisem ¢(z) = a®.
Obrazem zobrazeni ¢, je mnozina vSech celoéiselnych mocnin prvku a, ktera je
praveé cyklickou podgrupou generovanou prvkem a. Je-li prvek a nekone¢ného radu,
je zobrazeni ¢, prosté a grupa {(a) je izomorfni Z. Je-li ¥4d prvku a koneény, roven n,
je podle Tvrzeni 3.1 jddrem homomorfismu ¢, mnozina nZ. Odtud a z Cviceni 3.2
plyne, ze cyklickd grupa generovana prvkem nekonec¢ného fadu je izomorfni grupé
celych ¢isel a cyklickd grupa generovand prvkem konecného fadu n je izomorfni
grup€ Z,.

Cviéeni 3.3. Bud n prirozen€ ¢islo. Dokazte, Ze viechny podgrupy grupy Z,, jsou
tvaru mZ, = {mk mod n | k € Z,}, kde m je néjaky celociselny délitel prvku n, a
Ze plati

L/ mZy, >~ Ly, a MLy = Ly -

7 Cviceni 3.2 a 3.3 odvodte tato tvrzeni:

Tvrzeni 3.3. KaZdd podgrupa a kazda faktorova grupa cyklické grupy je opét cyk-
lickd grupa.

Tvrzeni 3.4. Pro kazdy délitel m c¢isla n existuje pravé jedna m prvkovd podgrupa
n prokové cyklicke grupy. Jiné podgrupy n prvkové cyklické grupy neexistuji.

Cviceni 3.4. Dokazte, Ze grupa Z, X Z., je cyklickd pravé kdyZ jsou c¢isla m, n
nesoudélnd. (Ndvod: PouZijte Cviceni 3.1.)
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Cviceni 4
Eulerova funkce

Symbolem NSD(n,m) oznaéime nejvétsi spoleény délitel pfirozenych ¢isel m, n.

Definice. Fulerova funkce p je definovana takto:

(i) (1) =1;
(ii) Je-lin > 1, je

pn)={k|1<k<n & NSD(k,n) =1},
tj. ¢(n) je rovno poétu ¢isel mensich nez n, které jsou s ¢islem n nesoudélné.
Lemma 4.1. Necht m, n je dvojice pFirozengych éisel a d = NSD(n,m) je jejich
nejuétst spolecny délitel. Potom existuji celd cisla u, v tak, Ze nu + mv = d.

Diikaz. Lemma ukazeme indukci podle velikosti sou¢tu m—+n. Je-li n = m, polozime
u =1, v = 0. Pfedpoklddejme, ze n > m a ze pro kazdou dvojici pfirozenych ¢isel
n', m’ takovou, ze n’ +m’ < n + m tvrzeni plati. Potom vzhledem k tomu, Ze
d = NSD(n — m,m), existuji cela éisla u, v’ tak, ze d = u(n — m) + v'm. Polozme
v=2v —u. 0O

Tvrzeni 4.2. Necht C, je cyklickd grupa generovand prvkem a konecného tddu
n. Potom prirozend mocnina a® generuje grupu C, prdvé kdyZ jsou cisla n, k
nesoudélnd.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, Ze je prvek a® generdtorem grupy C,. Potom
existuje prirozené ¢islo u takové, ze

(ak>u =a,

odkud plyne, Ze ku — 1 = nv, pro nékteré celé ¢islo v. Proto 1 = ku + nv, odkud
plyne, Ze jsou cisla k, n nesoudélna.
Nyni predpokladejme, ze jsou ¢isla k, n nesoudélna. Potom podle Lemmatu 4.1
existuji celé ¢isla u, v tak, ze
1 = ku + nv.

Potom
a = aku—i—mz _ (ak)u(an)v _ (ak)u’

odkud plyne, ze prvek a* generuje grupu C,. [
Tvrzeni 4.3. Pocet riznych generdtori n-prvkové cyklické grupy je o(n).

Cviceni 4.1. Dokazte, Ze jsou-li m, n nesoudélnd prirozend c¢isla, potom plati
p(mn) = g(m)p(n).

Cviceni 4.2. Dokazte, Ze je-li p prvoéislo, potom plati

o(pF) = p~ —p*!

pro kazdé k € N.
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Cviceni 4.3. Dokazte, Ze pro m = p]fl ...pkn plati

Oznacme symbolem Z mnozinu vsech generatort cyklické grupy Z,. Snadno
ovéfime, Ze tato mnozina s operaci -, definovanou predpisem

k-,m=km modn

pro kazdé k, m € Z;, tvori grupu. Toto pozorovani spolu s Tvrzenim 4.3 ma nékolik
zajimavych dtsledki.

Tvrzeni 4.4 (Eulerova véta). Je-li a ¢islo nesoudélné s ptirozenym cislem n,
potom je
a?™ =1 (mod n).

Diikaz. Grupa Z* mé ¢(n) prvkid. Proto je fad prvku a mod n délitelem &isla
©(n). Odtud plyne dokazované tvrzeni. [

Dusledek 4.5 (Fermatova véta). Necht p je prvocislo které nedéli celé ¢islo a.
Potom
a? ' =1 (mod p).

Cviceni 4.4 (Wilsonova véta). Necht p je prirozené ¢islo. Potom je
plp—1)!+1
pravé kdyz je p prvocislo. Dokazte!
Tvrzeni 4.6. Pro kaZdé prirozené ¢islo n je
n=> o),
d|n
kde scitame pres vSechna prirozend cisla, které déli ¢islo n.

Diikaz. Necht G je libovolnéa grupa. Pro cyklickou podgrupu C grupy G oznadme
symbolem C* mnozinu vSech jejich generatorti. Uvédomte si, ze plati

¢=Jc,
kde sjednoceni bereme pies vSechny cyklické podgrupy grupy G (kazdy prvek grupy
G je generatorem pravé jedné jeji cyklické podgrupy).
Pro kazdy pfirozeny délitel d prirozeného ¢isla n existuje pravé jedna d prvkova
cyklicka podgrupa Cy grupy Z,. Proto plati

Z,=|JC;.
d|n
Protoze ¢(d) = |C}| pro kazdy délitel d ¢isla n, je

n=1Zal = 3 old).
d|n
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Cviceni 5
Normalni podgrupy a rozkladové tridy

ROZKLADOVE TRIDY PODLE PODGRUPY

Necht G je pologrupa a S, T' jsou jeji podmnoziny. Souéin podmnozin S, T je
mnozina

ST ={st|seS, teT}.

Snadno ovéfime, ze takto definované néasobeni je asociativni. V piipadé, ze je
mnozina S jednoprvkova, S = {s}, piSeme sT misto {s}T. Podobné budeme psit
St misto S{t}, pokud je T' = {t}.

Cviceni 5.1. Necht G je konecnd grupa a S, T jsou neprdzdné podmnoZiny G.
Dokazte, Ze jestlize |S| + |T| > |G|, potom ST = G. (Definujeme ST = {st | s €
S, teT}.)

Dokazte, Ze kazdy prvek konecného télesa je souctem dvou ctverci.

Definice. Necht H je podgrupa grupy G a necht g € G. Levou, resp. pravou,
rozkladovou tridou podle podgrupy H urcenou prvkem g rozumime mnozinu gH,
resp. Hg.

Cviceni 5.2. Dokazte, Ze

(a) je-li H podmnoZina grupy G takovd, e hH = H pro kaZdé h € H, potom
je H podgrupa grupy G;

(b) je-li H podgrupa grupy G, potom je hH = H pravé kdyZ h € H;

(¢) je-li H podgrupa grupy G, potom pro kaZdou dvojici prokd g, k z grupy G
plati gH = kH prdvé kdyZ k—1g € H.

Cviceni 5.3. Dokazte, Ze podmnozina H grupy G je jeji podgrupou prdavé kdyz
HH=H.

Tvrzeni 5.1. KaZdd levd (pravd) rozkladovd tiida podle podgrupy H je urdena
libovolngm ze svych prokd, tj. g € kH prdvé kdyZ gH = kH (g € Hk prdvé kdyz
Hg = HEk), pro kazdou dvojici prvki g, k z grupy G.

Diikaz. Tvrzeni ukdzeme pro levé rozkladové t¥idy. Necht g, k € G. Potom g € kH
pravé kdyz k—'g € H. Podle Cviceni 5.2, (c), to nastane pravé tehdy kdyz gH =
kH. O

Dusledek 5.2. Levé (pravé) rozkladové tiidy grupy G podle jeji podgrupy H tvori
rozklad grupy G.

Bud G koneéné grupa. Oznaéme symbolem [G : H| pocet levych rozkladovych
tfid podle podgrupy H grupy G. Protoze jsou vsechny levé rozkladové tfidy podle
H stejné velké a pocet jejich prvki je roven pocétu prvkia podgrupy H, dostavame
rovnost

|H|[G: H] =|G].

Ukéazali jsme tak Lagrangeovu vétu, Zze pocet prvku libovolé podgrupy konecné
grupy G déli pocet prvka G.
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Definice. Podgrupa H grupy G se nazyva normdini (zna¢ime H < G ), jestlize
gHg™ ' = H, pro kazdé g € G.

7Z asociativity nasobeni podmnozin grupy G plyne, ze gHg ' = H pravé kdyz

gH = Hg. Proto, pokud je H normaélni podgrupa grupy G, nemusime rozliSovat
mezi pravymi a levymi rozkladovymi tfidami podle H a budeme tedy mluvit pouze
o rozkladovych tiidach. Je-li H normélni podgrupa grupy G, je pro kazdé g, h € G,

(gH)(hH) = g(Hh)H = (gh)(HH) = (gh)H

a mnozina rozkladovych tf¥id podle H tvoii spolu s operaci nasobeni grupu (s jed-
notkou H a s inverzi g~ 'H k prvku gH), kterou budeme nazyvat faktorova grupa
podle H a znacit G/H. Zobrazeni gy : G — G/H urcené piedpisem g — gH je
grupovy homomorfismus na grupu G/H; budeme ho nazyvat piirozend projekce na
grupu G/H. Jadrem pfirozené projekce na grupu G/H je grupa H.

CviCeni 5.4. Bud K jadro grupového homomorfismu ¢ : G — H. Ouvéite, Ze K
je normdlni podgrupou grupy G.

Dusledek 5.3. Jadra grupovych homomorfismi jsou prdvé normdlni podgrupy.

Cviéeni 5.5. Necht H a K jsou podgrupy grupy G. Je-li alespori jedna z téchto
podgrup normdlni v G, je také soucin HK podgrupa grupy G. Dokazte!
Necht H, K, J jsou normdlni podgrupy grupy G a plati H C K. DokaZte, Ze

KN (HJ)=H(KnNJ).

CviCeni 5.6. Je-li H podgrupa grupy G takovd, Ze |G : H|] = 2, potom je H nor-
mdlni. Dokazte! (Ndvod: VyuZijte toho, Ze existuji jen dvé levé, resp. pravé rozk-
ladové tridy podle H.)

Cvi€eni 5.7. Polozme V = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}. DokaZte, Ze
V' je normdlni podgrupa grupy Ay.

Poznamka. Pro n > 5 nema grupa A, Zaddnou netrividlni normalni podgrupu!

Cviceni 5.8*. Bud p nejmendi prvocislo, které déli pocet prvki konecné grupy G.
Je-li H podgrupa grupy G takovd, Ze |G : H| = p, potom je H normdlni. Dokazte!
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Cviceni 6
Akce grupy na mnoziné a barveni téles

Definice. Necht M je néjakd mnoZina a G je grupa. Levou akci grupy G na
mnoziné M rozumime zobrazeni, které dvojici (g, m) € G x M pfifadi prvek gm €
M takovy, ze plati

(1) (gh)m = g(hm) pro kazdé g, h € G am € M,

(2) 1m = m pro kazdé m € M.
Symetricky definujeme pravou akci grupy G na mnoziné M. Az do konce této
kapitoly se budeme zabyvat vyhradné levou akci, v pripadé pravé akce bychom
postupovali obdobné.

Pro m, n € M, polozme m ~¢g n pokud m = gn pro né&jaké g € G.
Lemma 6.1. Relace ~¢g je ekvivalence na mnozZiné M.

Diikaz. Ukéazeme, Ze relace ~¢ je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Podle definice
je m = 1m pro kazdé m € M a tedy m ~g m, tj. relace ~¢ je reflexivni. Jestlize,
pro nékterd m, n € M, plati m ~g n, existuje g € G tak, Zze m = gn. Potom
g tm = g7t(gn) = (¢g7'g)n = In = n a tedy n ~g m. Proto je relace ~¢g
symetrickd. Nakonec, necht pro nékterd m, n, k € M plati m ~g n an ~g k.
Potom existuji g, h € G tak, ze m = gn a n = hk. Odtud m = g(hk) = (gh)k a
tedy m ~¢g k. Ukazali jsme, ze relace ~¢ je i tranzitivni a tedy je to ekvivalence
na M. O

Symbolem M /G ozna¢ime mnozinu rozkladovych t¥id ekvivalence ~g a prom €
M polozime Gm = {gm | g € G}, tj. Gm je rozkladové tiida ekvivalence ~¢
obsahujici prvek m.

Cviceni 6.1. Necht m, n jsou prvky mnoZiny M. DokaZte, Ze n € Gm prdvé kdyz
Gn = Gm.

Pro m € M ozna¢me dale G,, = {g € G | gm = m}.
Cviceni 6.2. Dokazte, Ze pro kazdé m € M je G, podgrupa grupy G.

Tvrzeni 6.2. Bud ddna levd akce grupy G na mnoZinég M. Potom pro kaZdé
m € M plati
G| = [Gm||Gp].

Diikaz. Pro kazdé n € Gm zvolme g, € G tak, Ze n = g,m. Ozna¢me I';,, = {g,, |
n € Gm}. Piedpisem (g,,h) — gph definujme zobrazeni ¢,, : Ty, X G, — G.
Ukazeme, Ze zobrazeni ¢,, je bijekce.

Bud g € G. Oznaéme n = gm. Potom g, 'g € G, a g = pm(gn, g, g), odkud
plyne, Ze je zobrazeni ¢,, na.

Pokud g,h = gn'h' pron,n’ € Gm a h, b’ € G, tak

n = gohm = gyhm =n’,

a tedy také h = h/. Proto je zobrazeni ,, prosté.
Protoze |I'y,| = |Gm|, dostavame dokazovanou rovnost. [
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Lemma 6.3. Bud ddna levd akce grupy G na mnoZiné M. Potom

MGl = Y o

meM

Diikaz. Bud Ag mnoZina reprezentantt rozkladovych t¥id relace ~g. Potom
MG =1acl= 3 Zm= Y (Y ) = 2
|Gm)| |Gm)| |Gm|
meAg meAg \neGm meM

O

Lemma 6.4. Bud ddna levd akce grupy G na mnoZiné M. Potom

1
|M/G| = @l > Gl

meM

Diikaz. Pro kazdé m € M je podle Tvrzeni 6.2

L |Gwl

Gm| |G|~

O
Nyni pro kazdé g € G ozbna¢me M, = {m € M | gm = m}.
Véta 6.5. Bud ddna levd akce grupy G na mnoziné M. Potom

1
/6] = g 2 Ml

geG

Diikaz. Véta plyne z toho, ze

Z |Gl = {(g,m) | gm =m}| = Z | M.

meM geG

|

Priklad 6.6. Urcete kolika zpisoby je mozné obarvit stény pravidelného étyisténu
n ruznymi barvami. Pritom dvé obarveni povazujeme za shodnd, muZeme-li jedno

ziskat z druhého otocenim ctyrsténu.

Reseni. Bud G grupa vsech otoceni étyisténu a M mnozina viech obarveni “fixniho”
Ctytsténu. Pro obarveni m € M a otoceni g € G oznac¢ime symbolem gm obarveni,
které vznikne z m otoc¢ime-li ¢tyistén pomoci g. Dostaneme tak levou akci grupy
G na mnoziné M. Potom je hledany pocet obarveni roven poctu prvki mnoziny

M/G. Podle Véty 6.5 plati

1
IM/G|=@Z\MgI-

geG
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Protoze je kazdé otoceni ¢tyfsténu urceno polohou jedné stény a jednoho vrcholu
v této sténé, je |G| = 4 -3 = 12. Odislujeme stény Ctyfsténu éisly 1, 2, 3, 4 a kazdé
otocCeni reprezentujeme jako permutaci této ¢tverice. Grupa G se sklada z téchto
prvki:
— Identické otoleni, kterému odpovid4 permutace (1)(2)(3)(4).
— Trojice otoceni okolo osy prochéazejici stfedy protilehlych stran ¢tyfsténu.
Témto otocenim odpovidaji nasledujici permutace: (12)(34), (13)(24), (14)(23).
— Otoceni okolo osy prochéazejici vrcholem a stfedem protéjsi stény. Takovych
otoCeni je osm a jsou reprezentovany permutacemi: (123)(4), (132)(4),(124)(3),
(142)(3), (134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1).
Je-li otoceni g € G reprezentovano permutaci, kterd ma k cykld, je |M,| = nk.
Proto 1 1
IM/G| = — (n* + 3n® +8n%) = — (n* + 11n?).
12 12
Cviceni 6.3. Urcete kolika zpusoby je mozné obarvit stény krychle n ruzngmi bar-

vami. Pritom dvé obarveni povazZujeme za shodnd, muzZeme-li jedno ziskat z druhého
otocenim krychle.

Cviceni 6.4. Kolika zpusoby je mozZné obarvit policka Sachovnice 8 x 8 dvéma
barvami.

Cviceni 6.5. Kolik lze vytvorit ndhrdelniki z osmi kordalkid, mame-li k dispozici
(i) ¢ty cervené a ctyri bilé kordlky,
(ii) libovolny pocet éervenych a biljch koralkii.

Cviéeni 6.6. Bud p prvocislo, G grupa, kterd md p" prvki a M mnoZina takovd,
Ze p 1 |M|. Je-li dina akce grupy G na mnoZiné M, potom G,, = G pro nékteré
m € M. Dokazte!

Cviceni 6.7*. Bud G grupa reguldrnich n x n-matic nad télesem Z,, kterd md "
(k € N) pruki. Dokazte, Ze existuje nenulovy vektor v € Z, takovy, Ze Av = v pro
kaZdou matici A z grupy G.
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Cviceni 7
Konjugace, p-grupy a tridova formule

TRIDOVA FORMULE

Definice. Prvky g, h grupy G nazveme konjugované (znacime g ~¢g h) pokud
existuje = € G tak, 7e ¢ = 2 Lha.

Pro g,z € G ozna¢ime ¢g® = x lgz. Vsimnéme si, ze predpisem (x,g) —
g° = x7'gzr je definovana prava akce grupy G na mnoziné G. Je totiz ¢g*¥ =
(zy)lg(zy) =y o~ lgzy = y~'g"y = (¢")? aplati g' = g, pro kazdé g, =, y € G.

Podobné jako v Sesté kapitole uvazme pro kazdé g € G mnoziny G, = {z € G |
g* =g} ag®={g" |z € G}. Potom je G, podgrupa grupy G a plati (Tvrzeni 6.2)

(7.1) |G| = 1GyllgCI-
Oznaéme symbolem Ag mnozinu reprezentanti t¥id ekvivalence ~¢. Potom je

| G

G = Ug end

odkud dostaneme, zZe

(7.2) Gl= 3 19,

g€Ac
Definice. Bud G grupa. Polozme Z(G) = {g € G | Vx € G : gz = xg}. MnoZina
Z(G) ze nazyvé centrum grupy G.

Snadno nahlédneme, Ze g € Z(G) pravé kdyz |¢g%| = 1. Specialné je Z(G) C Ag.
Polozme Ay, = Ag \ Z(G). Dosazenim do (7.2) dostaneme

(7.3) Gl =12+ Y 199

gEAL

Vzorec (7.3) se Casto nazyva tridovd formule. Pomoci tohoto vzorce ukdzeme
nasledujici klasické tvrzeni.

Tvrzeni 7.1 (Cauchy 1845). Bud G koneénd grupa. Jestlize p | |G|, potom v
grup€ G existuje prvek tadu p.

Dikaz. Je-li G cyklickd grupa generovand prvkem g, je fad prvku g roven pm pro
néjaké m € N. Potom je fad prvku g™ roven pravé p. Nyni pro spor predpoklade-
jme, ze Tvrzeni 7.1 neplati. Zvolme nejmensi grupu G takovou, ze prvodislo p déli
pocet prvkl této grupy a pfitom v G neexistuje prvek fadu p. Nejprve predpok-
ladejme, Ze je grupa G komutativni. Bud 1 # h né&jaky prvek grupy G a ozna¢me
H cyklickou grupu generovanou prvkem h. Podle naseho predpokladu prvoéislo p
nedéli |H| a tedy, podle Lagrangeovy véty, p | |G/H| < |G|. Proto grupa G/H
obsahuje prvek gH 1tadu p. Potom p déli fad prvku g a tedy v cyklické grupé gen-
erované prvkem g, a tedy i v G, existuje prvek fadu p, coz je spor. Tedy grupa G
neni komutativni. Prvocislo p nedéli pocet prvki zadné vlastni podgrupy grupy G,
specialné p nedéli |G| pro zadné g € Al. Podle (7.2) potom p | |[g¢| pro kazdé
g € Ay a protoze p | |G|, dostavame, ze p déli

Gl= > 19° = 1Z(G)].
gEAY

Odtud plyne, ze G = Z(G), coz znamen4, Ze grupa G je komutativni — spor. 0
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P-GRUPY

Definice. Bud p prvoéislo. Koneéna grupa, kterd ma p™ prvki (n € N) se nazyvéa
p-grupa.

Cviceni 7.2. Dokazte, Ze koneénd grupa G je p-grupa prdvé kdyZ vdd kaZdého
jejtho prvku je mocninou prvocisia p.

Tvrzeni 7.2. KaZdd p-grupa md netrividlni centrum.

Dikaz. Bud G grupa, kterd mé p™ prvka. Pro kazdy prvek g grupy G, ktery nelezi
v jejim centru je, vzhledem k (7.1),

G
1<gG|||G|pk pro néjaké 0 < k < n.
g

Pouzijem t¥idovou formuli (7.3) a dostaneme
p (G = Y 199D =12,
gEAG
odkud plyne, ze Z(G) m4 alespoii p prvkia. 0O

Cviceni 7.3. Bud p prvocislo. Dokaste, Ze kaZdd grupa kterd md p® je nutné
komutativni. Odvodte odtud, Ze, aZ na izomorfismus, exituji prdvé dvé grupy, které
magi p* proki a to Lz @ Ly X L.

Cviceni 7.4. Dokazte, Ze pro kaZdé prvocislo p existuje grupa, kterd md p> proki
a kterd neni komutativni. [Ndvod: UkaZte, Ze horni trojihelnikové matice tvaru

S O =
O = K
= N <

nad télesem Z,, tvori grupu./

Cviceni 7.5*. Dokazte, Ze je-li H netrivialni normdlni podgrupa p-grupy G, potom
HNZ(G) # {1} (Ndvod: Uvazte akci konjugace grupy G na mnoziné H \ {1} a
pouZijte Cvicent 6.6).

Cviceni 7.6. Necht p je prvocislo a G je nekomutationi grupa, kterd md p® proki.
Potom Z(G) ~ Z,, a G/Z(G) ~ Zyp, x Zy,. Dokazte!
TRIDY KONJUGOVANYCH PRVKU V GRUPE S,

Pfipomertime, Ze kazdou permutaci ¢ z grupy S, mizeme zapsat (jednoznacéné
aZ na poradi) jako soucin nezavislych cyklt. Typem t(o) permutace o rozumime
n-tici nezdporngch celych ¢ise (t1(0), t2(0),..., ty(o)) takovou, Ze t;(c) je rovno
poctu cykli délky ¢ ve vyjadieni permutace o jako soudinu nezévislych cykld. Je-li

napfiiklad
o 1 23 45 6 7 8
“\2 5 8 6 1 3 7 4)
tj. 0 =(1,2,5)(3,8,4,6)(7), je
t(o) = (1,0,1,1,0,0,0).
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Tvrzeni 7.3. Permutace o, p € S, jsou konjugované pravé kdyz t(o) = t(p).

Diikaz. Bud « libovolnd permutace z grupy S,, a necht

o= (al,la . -7a1,n1)(a2,17 s 7a2,n2) s (ak,h . -aak,nk)

je vyjadfeni permutace o jako soucinu nezavislych cykli. Vsimnéme si, ze je-li
o(a) =b, je

o% = (ail(al,l)a ) ail(alml))(ail(all)a SERE) ail(alnz)) s (ail(ak,l)v s 70‘71(ak’,nk))
a t(o) = t(o%). Ukézali jsme, Ze jsou-li dvé permutace konjugované, potom maji
stejny typ.
Predpokladejme nyni, ze t(c) = t(p) a necht
p = (b171, ey bl,nl)(bQ,ly ey bQ7n2) e (bk,la ey bk7nk)

je rozklad permutace p v soudin nezavislych cykli. Bud « € S,, permutace takova,
ze a(b; j) = a; ; pro kazdé i < k, j < n;. Potom

o%(bij) = 0 (a" M (aij)) = o (@i, (j+1 mod n)) = bi(j+1 mod ni) = P(bi;)

prokazdé i <k, j <n;atedy c*=p. O

Cviceni 7.7. Dokazte, Ze pocet ¢ rozkladovich trid relace konjugace v grupé G je

1
C = @ZlG”

geG

Cviceni 7.8. Tridy konjugovanych prvki v grupé Sy muzZeme popsat takto:

Typ Priklad Pocet prvka

(4,0,0,0)  identita 1
(2,1,0,0) (1,2) 6
(0,2,0,0) (1,2)(3,4) 3
(1,0,1,0)  (1,2,3) 8
(0,0,0,1) (1,2,3,4) 6

Sestrojte podobnou tabulku pro grupu Ss.
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Cviceni 8
Okruhy a idealy

DEFINICE A ZAKLADNI VLASTNOSTI OKRUHU

Definice. Okruh je mnozina R se dvéma bindrnimi operacemi +, - a dvojici prvka
0 # 1 takova, ze

(1) (R,+,0) je komutativni grupa;

(2) (R,-,1) je monoid;

(3) a(b+c¢) =ab+ ac a (a+ b)c = ac + be pro kazdé a, b, ¢ € R.
Okruh R je komutativni spliiuje-li navic podminku

(4) ab = ba pro kazdé a, b € R.

Podivejme se na nékolik piikladd okruhti: Mezi okruhy patii vSechna télesa a
okruh (Z,+,.) celych ¢isel. Déle okruh (Z,,, +, .) se s¢itdnim a ndsobenim modulo n
(okruh Z,, je téleso pravé kdyz je p prvocislo). Dalsi ptiklady ziskdme nasledujicimi
konstrukcemi z jiz zndmych okruht: jsou to okruh R[z] polynomt v neurcité x s
koeficienty v okruhu R a okruh M, (R) ¢tvercovych matic fddu n s prvky z okruhu
R.

Cviceni 8.1. Bud R komutativni okruh v némZ pro kaZdy prvek a rizny od 1
eristuje b tak, Ze a + b — ab = 0. Dokazte, Ze R je téleso.

Definice. Prvek e okruhu R je invertibilni, jestlize existuje f € R tak, Ze

Vsechny invertibilni prvky okruhu R tvoii grupu, kterou ozna¢ime symbolem R*.
Cviceni 8.2. Ovérte, Ze Z* = {1,—1} a pro libovolné téleso je T* = T[z]* =T* =
T~ {0}'. Jak vypadd Z3?

Cviceni 8.3. Oznacme
Zlil={a+ib|a,beZ}.
Pro a = a + ib polofme @ = a — ib, a definujme N(a) = aa = a? + b?.
(a) Dokazte, Ze N(af) = N(a)N(8) pro vSechna o, 8 € Zlil;
(b) Dokazte, Ze o € Z[i]* prdvé kdyz N(a) = 1;
(c) Popiste grupu Z[i]*.

IDEALY A OKRUHOVE HOMOMORFISMY

Definice. Zobrazeni f z okruhu R do okruhu S je okruhovy homomorfismus pokud
plati

(1) fla+0b) = f(a) + f(b), pro kazdé a, b € R;

(2) f(a.b) = f(a)f(b), pro kazdé a, b € R;

3) f(1) =1
Okruhovy homomorfismus, ktery je prosty a na nazveme izomorfismem. Okruhy
R, S jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus z okruhu R na okruh S.

1Polynomy stupn& 0 chapeme jako prvky télesa T
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Cviceni 8.4. Dokazte, zZe okruh C = {(_ab Z) |a, be R} je izomorfni télesu
komplexnich cisel.

Cviceni 8.5. Dokazte, Ze okruh matic T = {<ab 2) |a, be Zg} je izomorfni

devitiprvkovému télesu.

Cviéeni 8.6. Bud R okruh a x, y neurcité. DokaZte, Ze
(Rlz]) [y] ~ Rz, y].

Cviceni 8.7. Bud R okruh a n, m € N. Dokazte, Ze

M, (M, (R)) =~ My (R).

Definice. Idedlem okruhu R rozumime podgrupu I aditivni grupy okruhu R takovou,
ze pro kazdé r, s € R plati rIs C I.

Cviceni 8.8. Dokazte, Ze

(1) Pokud idedl okruhu R obsahugje 1, je roven celému okruhu R;
(2) Je-li okruh R komutativni, je podgrupa I aditivni grupy (R,+,0) idedlem
R prdve kdyz pro kazdé r € R plati r1 C 1.

Bud R komutativni okruh. Pro a € R polozme (a) = {ra | r € R}. Idedl (a)
budeme nazyvat hlavni idedl generovany prvkem a.

Definice. Bud R komutativni okruh a nechf a, b jsou dva nenulové prvky R.
Rekneme, Ze prvek a déli b jestlize existuje ¢ € R tak, Zze ac = b. To, ze a déli
b zapiSeme symbolem a | b.

Cviéeni 8.9. Bud R komutativni okruh. DokaZte, Ze (a) je nejmenst idedl okruhu
R, ktery obsahuje prvek a. Dadle ukazte, Ze jsou-li a, b dva nenulové prvky okruhu
R, potom a | b prdavé kdyz (b) C (a).

Cviceni 8.10. Popiste idedly okruhi Z a Zy», kde p je prvocislo a n € N.
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Cviceni 9
Délitelnost

Obor integrity je komutativni okruh R |, ve kterém ab = 0 implikuje a = 0 nebo
b=0.

Cviceni 9.1. Dokazte, Ze komutaivni okruh R je oborem integrity prdvé kdyz je v
ném mozné krdtit nenulovymi prvky.

Definice. Rekneme, e prvek a okruhu R déli prvek b, znac¢ime a | b, jestlize
existuje ¢ € R tak, ze ac = b. Pokud a | b a zaroveni b | a, budeme fikat, Ze prvky
a, b jsou asociovdany (zna¢ime a ~ b).

Je ziejmé, ze relace ~ je reflexivni a symetricka a snadno nahlédneme, Ze je také
tranzitivni. Je to tedy ekvivalence na mnoziné R.

Cviceni 9.2. Dokazte, Ze nenulové prvky a, b oboru integrity R jsou asociovdny
prave tehdy kdyz exituje invertibilni prvek e okruhu R tak, Ze a = eb.

Definice. Nenulovy prvek a oboru integrity R, ktery neni invertibilni, nazveme
nerozloZitelny, jestlize a = be implikuje, Ze jeden z prvki b, ¢ je invertibilni (a tedy
druhy je s a asociovan). Nenulovy prvek a € R se nazyva prvocinitel, jestlize a | be
implikuje, Ze a | b nebo a | c.

Je-li a prvocinitel a a = be, potom a | bnebo a | ¢. V prvnim pfipadé méme a ~ b,
(nebot také b | a) a tedy ¢ € R*, ve druhém ¢ | a a tedy b € R*. Odtud je vidét, ze
je kaZdy prvocinitel nerozloZitelny. V okruhu Z celych ¢isel je kazdy nerozlozitelny
prvek prvodéinitel. Obecné to vSak neplati, jak si ukdzeme v nasledujicim pifikladu.

Priklad 9.1. UvaZme obor integrity
ZIV5) = {a+V5b|a, be L}

V tomto okruhu existuje nerozlozitelny prvek, ktery neni prvocinitelem.

Dikaz. Podivejme se na to, jak vypada v tomto okruhu séitani a nasobeni:
(a4 V5b) + (c+ V5d) = (a+¢) + V5(b+d),

(a + V/5b)(c £ V/5d) = (ac + 5bd) £ v/5(ad + be).
Proa=a+ V5be Z[\/g] polozme @ = a — v/5b a definujme

N(a) = aa = a® — 5b°.

7 definice nasobeni v oruhu Z[v/5] snadno nahlédneme, 7e @B = of3 pro kazdé a,
B € Z[/5], odkud

N(ap) = N(a)N(p).
(Je totiz N(aB) = aBaB = apaf = aaBf = N(a)N(B).) Odtud plyne, Ze
jestlize « | 8, potom N(«) | N(5). Nyni ovéfime, Ze invertibilni prvky okruhu
Z[\/5] jsou pravé ty a € Z[v/5], pro které je [N(a)| = 1. Je-li a € Z[v/5]*, potom
N(a) | N(1) =1 a tedy [N(a)| = 1. Je-li |[(N(a)] =1, je

1 = N(a)? = a(aan)
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a tedy a je jednotkou.

Ukézeme, 7e 2 je nerozlozitelny prvek okruhu Z[v/5], ktery neni prvoéinitel. Ne-
jprve ovéfime, ze prvek 2 je nerozlozitelny. Pro spor predpoklddejme, Ze existuji
prvky «, 3 okruhu Z[\/5] tak, ze

2=af

a zaddny z téchto prvka neni invertibilni. Potom
4 =N(2) = N(a)N(3),

a tedy nutné |[N(a)| = |[N(8)| = 2. Je-li a = a + /5b, je potom |a® — 5b%| = 2 a
tedy
a®>=2 (mod5) mnebo a*=3 (mod5).

To vSak neplati pro zaddné celé cislo, jak snadno ovéfime prozkouménim vsSech
moznosti:

(5k +1)> =1 (mod 5),
(5k +2)? = 4 (mod 5),
(5k +3)? =4 (mod 5),
(5k +4)?> =1 (mod 5),

(5k)* =0 (mod 5)

Nyni ukéZeme, Ze 2 neni prvocinitel okruhu Z[v/5]. Plati totiz
2-2=4=1+V5)(-1+V5).

Kdyby, ve sporu s tim co mame dokazat, bylo &slo 2 prvoéinitelem v okruhu Z[v/5],
platilo by

2[14+V5 nebo 2| -1+V5.

Nastala-li by napiiklad prvni z téchto moznosti, existovalo by a+ v/5b € Z[\/g} tak,
ze
2(a + V/5b) = 2a + 2v/5b = 1 4+ V/5,

odkud 2a | 1, coZ neni mozné. Podobné ve druhém piipadé. O

Cviceni 9.3. Ouérte, Ze obor integrity Z[\/5] je izomorfni okruhu matic ( \/5‘; \/52> ;

kde a, b € Z.

Cviéeni 9.4. Dokazte, Ze v oboru integrity Z[\/3i] = {a + \/3ib | a, b € Z} je 2
nerozloZitelny prvek, ktery nent prvocinitel.

Definice. Necht a, b jsou nenulové prvky oboru integrity R. Prvek d € R se
nazyva nejvétsi spolecny délitel a, b, znac¢ime ho

d = NSD(a, b),
jestlize je spolecnym délitelem prvkia a, b a kazdy spoleény délitel prvka a, b déli
d. Poznamenejme, ze kazdy prvek asociovany s d je opét nejvétsim spolecnym

délitelem prvki a, b a nejvétsi spolecény délitel je urcen jednoznac¢né az na relaci

“ ”
~,

Nasledujici tvrzeni nebudeme dokazovat.
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Véta 9.2. Bud R obor integrity. Existuje-li nejvétsi spolecny délitel kazdé dvo-
jice nenulovych prvki a, b € R, potom je kazdy nerozloZitelny prvek okruhu R
prvocinitelem.

VEimnémé si, Ze z této véty plyne, ze v okruhu Z[v/5] existuje dvojice nenulovych
prvki, kterd nemad nejvétsi spolecny délitel.

Cviceni 9.5*. Dokaste, Ze proky 4 a 2 + 2v/5 nemaji v oboru integrity 7Z[v/5)
nejuéetsi spolecny délitel.
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Cviceni 10
Gaussovy a Eukleidovy obory

Pfipomertime, Ze kazdé pfirozené Cislo je moZné (az na poradi) vyjadiit jako
soucin prvocisel. Nyni definujme analogii této vlastnosti prirozenych cisel pro
jakykoliv obor integrity. Nejprve, necht je R obor integrity a a nenulovy prvek
R. Rekneme, ze dva rozklady

a:blbg...bn a a = C1C2...Cnp
jsou asoctované, jestlize je n = m a po vhodné zméné poradi prvkd ve druhém
rozkladu je b; ~¢; proi=1,...,n.

Definice. Obor integrity R nazveme Gausstuv obor jestlize je mozné kazdy nenulovy
prvek a € R rozlozit v soucin nerozlozitelnych prvkia a kazdé dva takové rozklady
jsou asociované.

Tvrzeni 10.1. Ke kaZdé dvojici nenulovych prvki Gaussova oborou existuje ne-
Juetsi spolecny délitel.

Piiklad 10.2. V okruhu Z[i] uréete nejvétsi spoleény délitel ¢isel 85 a 1+ 13i.

Resend. Nejvetsi spoleény délitel najdeme pomoci Eukleidova algoritmu. Plati

85 85(1—13i) 1 13

1+13 170 2 2°

Prvky okruhu Z[i] tvoii ¢tvercovou sit a ¢éislo 1/2 4 13/2¢ lezi uprostied ¢tverce s
vrcholy —6i, —7i, 1— 64, 1—7i. Plati 85+ (1+13)6i = 7+6i a tedy 7+ 6i je zbytek
po déleni ¢isla 85 ¢islem 1413 (vSimnéme si, ze N(7+6¢) = 85 < 170 = N(1+134)).
Dale plati
14130 (1413i)(7—6i) 85+ 85i
T+6i 85 85

Vidime, ze (7 + 6¢) | (14 13¢) a tedy

=141

NSD(85,1 + 13i) = 7 + 6i.

]
Cviéeni 10.1. V okruhu Z[i] urdete nejvétsi spolecny délitel ¢isel 100 a 7 — 4i.

Cviceni 10.2. Necht a, b, t jsou nenulové prvky Gaussova oboru R. Bud d =
NSD(a,b) a necht a = a’d. PoloZme ¢ = a'b. Dokazte, Ze pokud a |t a zdroven b |t
potom také c | t.

Véta 10.3. Je-li R Gausstiv obor, potom je také okruh R[x] polynomi s koeficienty
z R Gausstiv obor.

Cvideni 10.3. V okruhu R[x] urcete nejuétsi spolecny délitel polynomi x* — x3 +
202 —x+2 ax®— 322 + 32— 2.
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Priklad 10.4 Vypodet Vandermondova determinantu. Bud R Gausstiv obor

a necht zq, ..., Tn_1 je mnozina neurcitych. Potom je
) ) J Y J
n—1
1 To ... T, .
1 S T A
(10.1) U =] =)
R Py
1 2,1 Tp_1
Diikaz. Zkoumany determinant je polynom v neuréitych xg, ..., z,—1. Oznacme jej
D(xg,...,x,_1). Z definice determinantu je vidét, Ze
3 9 )
— ag a1 An—1
D(xo,n-yxnfl) = E Clag,..;an—1)To L1 -+ Lp—1 >
kde s¢itdme pfes vSechny n-tice (ag,...,an,—1) rznych nezdpornych ¢isel takové,

zeag+ -+ ap_1 = W ( C(ag,...,an_1) jsOU néjaké nezndmé koeficienty).
Necht 0 < j < i <n—1. Odeéteme-li v matici (10.1) od i-tého Fadku j-ty radek,
dostaneme

1 T xofl 1 To %71
i ..... xZ ....... ;C.;L._.l _ 0 . xz_ xj ........ gc ?_1_ z?—l _
i. . xnﬂ ....... mzj 1 .. xn% ............ xzj .
1 =z ) mg_l
(s 0 .. 1 ......... Ez;g xfm;l*%k
i. . xn_l ............. x::j .....

Odtud vidime, ze (z; — x;) | D(xo,...,%n—1) pro kazdé 0 < j <i <n —1. Jeli
0 < j' <’ <n—1 dvojice rtizné od dvojice 4, j, jsou plynomy x; — x; a x; — x;
nesoudélné. Podle Cviceni 10.2 potom

[ =) | D(zo, ... zn_1).
1>7
Porovnanim stupnii obou polynomti dostaneme, ze
H(Iz —z;) =cD(zo,...,Tn-1).
i>j
pro nékteré ¢ € R*. ProtoZe ¢ 1,2,...,n—1) = 1 (rozmyslete si) jec=1. O

Definice. Bud R obor integrity.
(i) Rekneme, Ze R je obor hlavnich idedli, jestlize je kazdy ideal R hlavni.
(ii) Rekneme, Ze R je Eukleidiv obor, jestlize je mozné ke kazdému nenulovému
prvku a € R pfitadit nezdporné celé ¢islo N(a) tak, Ze k libovolnym dvéma
prvkim a, b € R, b # 0 existuji v okruhu R prvky c, r tak, ze

a=bc+r
a zarovenl bud r = 0 a nebo N(r) < N(b).
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Véta 10.4. KazZdy Eukleidiv obor je oborem hlavnich idedli a kaZdy obor hlavnich
idedli je Gaussiv obor.
Tvrzeni 10.5. Okruh Z[i] je Eukleidiv obor.

Diikaz. Pro kazdé komplexni ¢islo o definujme N(o) = 0@. Necht a, b € Z]i], b je
nenulové. Polozme oo = ¢. Prvky okruhu Z[i] tvoii v komplexni roviné ¢tverovou
sit slozenou ze étverct se stranou délky 1. Cislo a padne do nékterého z téchto
¢tverci. Potom je vzdalenost o od nékterého z vrcholi tohoto ¢tverce mensi nez 1
a tedy existuje ¢ € Z[i] tak, Ze N(aw — ¢) < 1, odkud N(a — be) < N(b). Polozme
r=a—>bc. O

Cviéeni 10.4. Dokaste, Ze obor Z[v/2i] je Eukleidiv.
Cviceni 10.5. Dokazte, Ze obory 7[\/3i], Z[\/5] nejsou Bukleidovy.
(Navod: Pouzijte Piiklad 9.1, Cviceni 9.4, Tvrzeni 10.1 a Vétu 10.4.)

Priklad 10.6. Urcete vsechna celociselnd resent rovnice

(10.2) a’+4 =10

Reseni. Rozlozme nejprve vyraz (10.2) v okruhu Z[i]. Dostaneme
(10.3) (a+ 2i)(a — 2i) = b>.

Nyni ukdzeme, Ze z (10.3) plyne, Ze je a + 2i tfeti mocninou v okruhu Z[i]. Zk-
oumejme nejvétsi spoleény délitel Cisel a + 2i a a — 2¢ v okruhu Z[i]. Plati

NSD(a + 2i,a — 2i) = NSD(a + 2i, 4i).

Ozna¢me dy nejvétsi spoleény délitel norem N(a + 2i) a N(4¢). Dostaneme

1 ta=2k+1;
dy =< 4 :a=4k;
8 :a=4k+2.

Kazdy prvek v okruhu Z[i] jehoz norma je mocninou ¢isla 2 je asociovan s mocninou
éisla 1+1i. Bud n, resp. m nejvétsi mocnina ¢isla 1+, kterd déli a+ 2, resp. a— 2i.
Protoze 1+i ~ 1—1, je n =m a NSD(a+2i,a —2i) = (1+4)™. Z toho, Ze je soucin
(a+2i)(a —2i) tfeti mocninou, dostavame, ze 3 | 2n a tedy 3 | n. Ozna¢me «, resp.
3 podil &isla a + 2i, resp. a — 2i a ¢islem (1 + i)". Cisla « a 3 jsou nesoudélnd a
jejich souéin je tfeti mocninou v okruhu Z[i], proto je kazdé z nich asociovano se
tfeti mocninou v okruhu Z[i]. Odtud plyne, Ze je a + 2i = a1l + )™ asociovano
se tfeti mocninou v okruhu Z[i]. Vsimnéme si, Ze je kazdy z invertibilnich prvka
okruhu Z[i] tieti mocninou (i = (—i)3, —i =%, —1 = (=1)® a 1 = 1%) a proto je
kazdé ¢islo asociované se tieti mocninou v Z[i] opét tfeti mocninou v Z[i]. Odtud

(10.4) a+2i = (z+iy)® = 2® —3xy® +i32%y —iy® = (x2 —3y%) +1iy (33:2 —y?).

Z rovnosti 2 = y (3z% — y?) dostaneme ¢tyfi mozné feseni rovnice (10.4): = = =+1,
y=—-2aax = =1, y = 1, kterym odpovidaji ¢tyfi mozné feSeni rovnice (10.2):
a==x11,b=5aa==22b=2.
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Cviéeni 10.6*. Urcete vsechna celociselnd 1esend rovnice
a? +49 =03,

Cviceni 10.7. Dokazte, Ze neexistuji prirozend ¢isla a, b tak, Ze plati
a?+1=10.

Cviceni 10.8**. Urcete vsechna celodiselnd teseni rovnice

(10.5) a’+2 =10

(Névod: Vyraz (10.5) rozlozte v okruhu Z[\/2i]. Ovéite, Ze Z[\/2i] je Eukleidiv
obor.)
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Cviceni 11
Reseni algebraickych rovnic

KVADRATICKA ROVNICE
Uvazme polynom
(11.1) f(z) =2 +bx +ec
Polozime y =z + %bz a tak transformujeme rovnici (11.1) na rovnici
9(y) = y* +c— /4,
jejiz feSeni uréime snadno: :t%\/ b2 — 4c. Kofeny rovnice (11.1) jsou potom

%(—b + /5% — 40).

KUBICKA ROVNICE

Kubickou rovnici vytesili Scipione del Ferro (1465-1526), Nicolo Tartaglia (1499-
1557) a Girolamo Cardano (1501-1576). Uvazme rovnici

(11.2) f(z) =2 +az? + bz +c,
kterou transformujeme substituci y = = + %a na rovnici
(11.3) 9(y) =y’ +ay+r.

Pfitom o je kofenem rovnice (11.3) prévé kdyz je o — 3a kofenem rovnice (11.2).

Budeme hledat o ve tvaru a = § 4 7. Binomicky rozklad dava
a® = (B+7)° =5 +9° +3(8%y + 59%) = 8° +7° + 308

Dosazenim do (11.3) dostaneme

(11.4) 0=g(a) =5+~ + (367 + q)a+r=0.
Nyni budeme hledat dvojici 8, v tak, ze 8y = —q/3. Z rovnice (11.4) dostaneme
Bt =—r
& 3
3.3 _ _ 1
By o7
odkud
3 ¢ 6 s ¢
16} W =—r atedy 8° +rp3 72—7:0.
Nyni vzorec pro kvadratickou rovnici dava
1
=3 [—7’ £+ 4q3/27}
a podobné
1
v = 3 [—r:F r2 —|—4q3/27] .
Je-li w = €2™/3 primitivni t¥eti odmocnina z jedné a
1 1
B8 = §/2 {77" + /12 +4q3/27}, resp. y = §/2 [fr — /12 +4q3/27}7

jsou koteny rovnice g(y) ve tvaru 8 + v, wB + w?y a w?B + wy.
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KVADRICKA FORMULE

Vzorec pro kofeny kvadrické rovnice
(11.5) f(z) =2 + az® + b2 + cx +d

objevil Lodovici Ferrari (1522-1565). Substituci y = =+ %a transformujeme rovnici
(11.5) na rovnici
9(v) =y' +ay’ +ry+s,

kterou muzeme rozlozit v soucéin
aw) =+ +ry+s= @ +ky+ )2 —ky+m).

Protoze umime fesit kvadratickou rovnici, sta¢i najit koeficienty k, 1 a m. Po
roznasobeni pravé strany dostaneme porovnanim koeficienti, ze

l+m—k*=q,
km—kl=r,
(11.6) Im = s.

Prvni dvé z téchto rovnic prepisme do tvaru

l+m=q+ k>
m—1=r/k,

odkud dostaneme

2m = q+ k* +r/k,
20 =q+k*—r/k.

Nyni je vidét, Ze sta¢i nalézt k. Dosazenim do (11.6) dostaneme
(q+ k> +r/k)(q+k* —r/k) = 4ml = 4s,

odkud
E® 4 2gk* + (¢* — 4s)k* —r* = 0,

co? je kubicka rovnic s nezndmou k2.
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Cviceni 12
Galoisova teorie

Téleso C nazveme algebraicky uzaviené, jestlize mé kazdy polynom f(x) € C|x]
kofen v C, tedy existuje-li pro kazdé f(z) € C[z] prvek ¢ € C tak, ze f(c) = 0.
Snadno indukci ukézeme, Ze téleso C' je algebraicky uzaviené pravé kdyz pro kazdé
pfirozené ¢islo n a kazdy plynom f(x) stupné n existuje n-tice ¢1,ca,..., ¢, (ne
nutné riznych) prvka télesa C' a ¢ € C tak, ze

f@)=clzx—c1)(x—ca)...(x —cp).

Naprtiklad téleso komplexnich ¢isel je télesem algebraicky uzavienym. Kazdé téleso
je mozné vnofit do algebraicky uzavieného télesa (to budete ukazovat na prednasce;
idea dikazu spociva v postupném pridavani kofent polynomu s koeficienty z tohoto
télesa). Naptiklad téleso redlngch ¢isel je takto vnofeno do télesa komplexnich ¢isel.
Je-li T podtéleso télesa C' a X podmnozina C, oznacime symbolem 7'(X) nejmensi
podtéleso C' obsahujici T'U X (je rovno pruniku vSech podtéles C, kterd obsahuji
T U X). Naptiklad téleso T'(¢) vzniklé priddnim proku ¢ € C k télesu T je tvaru

f(e)

T(e) = {g() | F(@). glz) € Tla] a g(c) # o} .

Podobné muzeme k télesu T pridat n-tici ¢1, ca, . . ., ¢, prvka z C. Potom dostaneme
téleso T'(ey,ca, ..., cp) jehoZ prvky jsou zlomky

f(Cl,C27 N ,Cn)

gler, ey oyen)’
takové, ze f(x1,xa,...,2,), g1, T2, ..., 2y) € Tx1,2a,...,2,]ag(c1,cay...,Cn) #

0. Je-li f(z) € T[z] polynom stupné n a
fl@)=(z—ca)@—ca)...(x —cpn),

pro ci, Ca,. .., ¢, € C, nazyva se téleso T'(cy, ca, . .., c,) rozkladové nadtéleso poly-
nomu f(z) (nad T') a znaci se T}.

Definice 12.1. Bud T téleso, f(x) € T[x]. Rekneme, Ze polynom f(x) je resitelny
pomoct radikdlu nad T, jestlize existuje Fetézec téles

T=KyCK C---CK;

takovy, ze Ty C Ky a K;y1 = K;(b;) (i =0,...,t1), kde b; je kofenem polynomu

l‘m’ — di = 0
pro nékteré prirozené ¢islo n; a d; € K;.
Polynon
flx) =ana™ + an_ 12" P+ -+ a1z + ag
je feditelny pomoct radikali, je-li Fesitelny pomoci radikalt nad télesem Q(ag, a1, . .., ay).

V jedanécté kapitole jsme odvodili vzorce pro feSeni rovnic druhého, tfetiho a
¢tvrtého stupné. Nyni ukazeme, jak na zakladé téchto vzorct sestrojit posloupnost
téles dosvédcujici, ze polynomy stupnie nejvyse ¢tyfi jsou resitelné pomoci radikali.
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Kvadraticka rovnice.
(12.1) f(z)=2®>+bx+ec.

Pro kvadratickou rovnici (12.1) mame T' = Q(b, ¢) a Fetézec

Q(b,c) = Ko C Ky = Ko(V/b? — 4c).

Vsimnéme si, Ze rozkladové nadtéleso rovnice f(x) je rovno pravé télesu Kj.

Kubicka rovnice.

(12.2) 9(y) =y* +py+q.

Pro kubickou rovnici ve tvaru (12.2) je Ko =T = Q(p, ¢). Ozna¢me

4¢3

by = 2
0 T+27

a polozme K7 = Ko(bg). V&imnéme si, Ze v télese K lezi 3% a v3. Nyni necht

bl =3 1/2(77"4’1)0)

a poloZme Ky = Ki(b1). V télese Ky lezi B a protoze Sy = —q/3, lezi tam i ~.
Nakonec ozna¢me w primitivni tfeti odmocninu z jedné (tj. w = e%) a polozme
K5 = Ko(w). Mame tedy posloupnost

Q(p, q) = Ko C Ko(v/r? +4¢3/27) = K1 C K1(¥/1/2(=r + by))

bo

2mi

:K2§K2(63 ):Kg

Téleso K5 obsahuje alespoii jeden kofen polynomu f(z) a téleso K3 obsahuje rozk-
ladové nadtéleso tohoto polynomu S. Uvédomme si vSak, Ze se mize stat (naptiklad
v piipadg, Ze jsou vSechny kofeny polynomu f(z) redlné), ze S C K.

Kvadricka rovnice.
(12.3) 9) =v*+a +ry+s.

Rovnici g(y) ve tvaru (12.3) rozlozime

9(y) = WP + ky + 1) (y° — ky + m).

Podle vztahii odvozenych na pfedchozim cviceni uréime k2 jako kofen kubické
rovnice
h(z) = 23 4+ 2q2% + (¢* — 4s)z — r°.

Pro tuto rovnici mame, podobné jako v piipadé kubické rovnice (12.3) posloupnost
téles
Q(Qa S,T’) = KO g Kl g K2 g K37
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spliiujici podminky Definice 12.1 takovou, Zze K3 obsahuje rozkladové nadtéleso
h(z), specialné k? € K3. Polozme ds = k? a K4 = K3(\/d3). Protoze

2m:q+k2+£,

;
2 =g+ k% — —
q+ o

lezi v prvky k, [, m v télese K4. Nyni polozme

K5:K4( ]{,’2—41) a K6:K5(\/ k2—4m).

Téleso K obsahuje rozkladové nadtéleso polynomu ¢(y) v Ky a proto je rovnice
(12.3) fesitelnd pomoci radikali.

Dvojici téles T C S budeme nazyvat rozsifend a znacit S/T.

Definice 12.2. Bud S téleso. Automorfismem télesa S rozumime bijekci p : S — S
takovou, ze pro kazdé a, b € S plati

(i) w(a+0) = p(a) +¢(b),
(i) p(ab) = @(a)p(b)-
Bud S/T rozsifeni. T-automorfismem télesa S rozumime automorfismus ¢ télesa
S takovy, ze ¢(a) = a pro kazdé a € T (tj. ¢ [ T =idp).

Lemma 12.3. Bud S/T rozsitent, f(x) € T[x] polynom a ¢ T-automorfismus
telesa S. Je-li a koten polynomu f(x), je také p(a) kotenem polynomu f(x).

Definice 12.4. Bud S/T rozsifeni. Galoisova grupa Gal(S/T) tohoto rozsifeni je
grupa vSech T-automorfismi télesa S s operaci skladani. Je-li f(z) € T'[z], budeme
nazyvat grupu Gal(Ty/T) Galoisovou grupou polynomu f(z) nad télesem T.

Lemma 12.5. Bud f(z) € T[x] polynom a A = {a1,as,...,a,} mnoZina vSech
jeho rizngch koteni. Potom je zobrazent ® : Gal(Ty/T) — Sa ~ S, urcené
predpisem ®(p) = ¢ | A prostym grupovym homomorfismem. Tedy kaZdy T-
automorfismus télesa Ty je jednoznacné urceny jim indukovanou permutaci korent
polynomu f(x).

Lemma 12.6. Necht K C T C S jsou télesa takovd, Ze S, T jsou rozkladovd
nadtélesa polynomi nad télesem K. Potom je Gal(S/T) < Gal(S/K) a plati

Gal(S/K) / Gal(S/T) ~ Gal(T/K).

Véta 12.7 (Galois 1831). Necht je f(x) € T[z] polynom stupné n nad télesem T.
Oznac¢me G = Gal(Ty/T) Galoisovu grupu polynomu f(z) nad télesem T. Rovnice
f(x) = 0 je Fesitelnd pomoct radikdli nad télesem T prdvé kdyz existuje posloupnost

1=Gp <G <--- <Gy =G,

podgrup grupy G takovd, Ze pro kazdéi =0,1,...,t—1 je G;<4G;11 a grupa Gi11/G;
je cyklickd, prvociselného Tddu.
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Definice 12.8. Normdlni 7ada grupy G je posloupnost
(12.4) 1=Gp <G <--- <Gy =G,

podgrup G takova, ze pro kazdé i = 0,1,...,t — 1 je G; <Giy1.
Grupa G je teditelnd, jestlize exituje normalni fada tvaru (12.4) takova, ze fak-
torgrupy G;4+1/Gi, 1 =0,1,...,t — 1, jsou cyklické prvoéiselného Fadu.

Cviceni 12.1. UkaZte, Ze podgrupa tesitelné grupy je opét tesitelnd grupa.
Pro grupy S3, S4 mame nasledujici normalni fady, které dokazuji, ze tyto grupy
jsou Fesitelné:

Go=1<G1=A43<Gy= 53

a
Gl/GO ~ Z3, Gg/Gl ~ Zz;
Go=1<Gy ={id,(1,2)(3,4)} < Go =V < Gy = A; < G4 = S,
kde
vV ={id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}
a

G1/Go ~ Lo, G3/G1 ~ ZLs, G3/Ga ~ L3, G4/G3 ~ Zo.
Dukaz nésledujici véty naleznete naptiklad v [1, strana 60].
Véta 12.9. Pro n > 5 nemd grupa A, Zddnou mormdini podgrupu.
Dusledek 12.10. Pro n > 5 neni grupa A, a tedy ani grupa S, tediteltelnd.

Lemma 12.11. Bud f(z) € T[z] nerozloZitelng polynom a bud a, b dvojice jeho
kotendi. Bud S/T rozsitend takové, Ze a, b € S. Potom existuje T-automorfismus ¢
télesa S takovy, Ze p(a) =b.

Tvrzeni 12.12. Bud f(z) € Q[x] nerozlozitelny polynom stupné 5, ktery md prdvé
tri redlné koteny. Potom je Galoisova grupu tohoto polynomu izomorfni grupé Ss.

Cvideni 12.2. Ukaste, Ze polynom f(x) = 2° — 4z + 2 je nerozloZitelng nad Q, a

Ze md prdaveé tri redlné koreny.
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