TOPOLOGIE A TEORIE KATEGORIi
HODNOCENI A ZADANI DOMACICH ULOH

I Jméno [1[2[3[4[5[6[7[8]9] = |
[ Maximum  [[2[2[3]2[1[2[1]1][2] 16 |
Filip Bialas -1 2020 -1-12 112 9
Vit Fojtik 21213 -|-12[1|1]- 11
Anna Gajdova 20 -1-1-1-1-1-1-1- 2
Vladimir Jonas 12030 -1-1-1-1-1- 5
Jan Kolar 223 - 12111 13
Jakub Lowit 21212 -|-12-11]2 11
Matej Merciak 21212 -11]-1]1]1]2 11
Maridn Poppr 201 (2|1 (1|1 ]1]1]1 11
Zuzana Prochézkova || 2 |2 |- |2 |1].5|1|1|1] 10.5
Jakub Prokop S T S N I R R —
Radovan Svarc 2121321 -1]-]11]2 13
Tomas Ye 2121312 -12]|1]1]- 13
Martin Zurav 2121312112 |1|1]- 14

1. ULony

Uloha 1.1. Ukaste, Ze Sorgenfreyova piimka nemd spocetnou bdzi.

Uloha 1.2. Ukazte, e uzdverovy operdtor urceny topologii prostoru (X, 7) spliuge
(1) 0=0aX=X;
(2) Y CY pro vSechny Y C X;
(3) Y=Y pro viechny Y C X ;
(4) YUZ =Y UZ pro vsechny Y, Z C X.
Ukazte naopak, Ze je-li predpisem Y + Y ddno zobrazeni P(X) — P(X) spliugjici
(1 —4), je mnoZina

F={YCcXx|y=Y}

mnoZzinou vech uzavienych mnozin néjaké topologie na X.

2. ULony

Uloha 2.1. Necht X a'Y jsou topologické prostory a necht f: X —Y je zobrazend.
Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(1) Zobrazeni f je spojité;
(2) Pro kazdou podmnozinu'Y C X plati, Ze f(Y) C f(Y).
Uloha 2.2. Pro Ty prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(1) Prostor X je Ty;
(2) Pro kaZdou otevienou mnoZinu A a kaZdou uzavienou mnoZinu G takové,
ze G C A existuje oteviend mnozina B takovd, Ze
GCBCBCA.
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3. ULony

Uloha 3.1. Necht X a Y jsou Hausdorffovy prostory a f: X — Y je spojité
zobrazeni. Predpoklddejme, Ze prostor X je kompaktni. Potom pro kaZdou Y C X

plati, Ze f(Y) = f(Y).

Uloha 3.2. Necht X a Y jsou Hausdorffovy prostory a f: X — Y je spojité
zobrazeni. Predpoklddejme, Ze prostor X je kompaktni. Je-li zobrazeni f bijekce,
potom je to homeomorfismus.

Uloha 3.3. Ukaste, Ze je kazdd kompaktni podmnoZina Sorgenfreyovy primky spo-
cetnd.

4. Urony
Definujme podmnozinu N C R? danou pfedpisem
N :={(z,y) eR*| 0 < y}.

Polozme déle L := {(z,0) | € R}. Na mnoziné N definujeme topologie v takto:

e Baze okoli bodu (x,y) takového, ze 0 < y, je dana mnoZinami o({z,y),£) N
N, 0 < ¢, jako v prostoru R?. Tj. otevienymi kruhy se tfedem v bodé x
proniknutymi s N.

e Baze okoli bodu (x,0) sestavd z otevienych kruhit v N, které se doty-
kaji pfimky L v bodé (x,0), ke kterym pfidame tento bod, tj. z mnozin
o({z,e),e) U{{(z,0)}, 0 < e.

Topologicky prostor (N, v) budeme nazyvat Niemytzkého rovinou.

Uloha 4.1. Ukazte, e Niemytzkého rovina je T3% prostor.

Uloha 4.2. Ukazte, e Niemytzkého rovina neni Ty prostor.

5. ULOHA

Uloha 5.1. Necht f: X — Y je spojité zobrazeni. Ukazte, Ze zobrazeni f je oteviené
pravée kdyz pro kaZdou podmnozZinu Z CY a kazZdou uzavicebou podmnozinu G C X
takovou, Ze f~1(Z) C G, existuje uzaviend H C'Y takovd, e Z C H a f~'(H) C
G.

6. ULoHY

Uloha 6.1. Ukaste, Ze kartézskd mocnina 2% dvouprvkového Hausdorffova prostoru
2 je separabilni.

Uloha 6.2. Rozhodnéte, zda plati ndsledujici torzeni: Bud X topologicky prostor s
hustou podmmnozinou H, Y Ty-prostor a f,g: X — Y dvojice spojitijch zobrazeni.
Jestlize f | H=g [ H, potom plati f = g.

7. ULOHA

Uloha 7.1. Byd A otevrend podmnoZina kompaktniho prostoruY . Ukazte, Ze jsou-
li {G; | i € I} uzavrené podmnoZiny prostrou'Y takové, Ze

ﬂGiQ/L
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potom existuje konecnd podmnozina J C I takovd, Ze
jeJ
8. ULoHa

Uloha 8.1. Bud H hustd podmnozina toplogického prostoru X. Ukazte, Ze pro
kazdou otevienou podmnoZinu A prostoru X plati, Ze

A=AND.

9. ULoHY

Uloha 9.1. Bud'U: Grp — Set zapominajici funktor. Ukazte, Ze pro kazdou mno-
Zinu X existuje univerzalni morfismus z X do U.

Uloha 9.2. Bud F: A — B funktor a b objekt kategorie B. Ukaste, Ze dvojice (a, )
je univerzdlnim morfismem z objektu b do funktoru F prdvé kdyZ je univerzdlnim
objektem funktoru homg (b, F'(—)).



