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Úvod



Tyto texty odpovídají látce probrané během přednášky Topologie a teo-
rie kategorií konané v letním semestru 2018 na Matematicko-fyzikální fakultě
Univerzity Karlovy v Praze. Každá z dvanácti kapitol odpovídá jedné z před-
nášek. První část textu zahrnuje přednášky z obecné topologie vykládané
převážně podle monografie Ryszarda Engelkinga [2]. Rozsahem odpovídá
prvním dvěma a části třetí kapitoly z této knihy. Druhá část přednášky byla
inspirována prvními pěti kapitolami z Mac Laneovy monografie [3]. Vyložíme
v ní základní pojmy teorie kategorií.

V první části nejprve definujeme základní pojmy obecné topologického
prostoru včetně pojmu sítě, její limity a jejího hromadného bodu. Zavedeme
oddělovací axiomy T0, T1, T2, T3, T3 1

2
a T4 a ukážeme, že tvoří lineární hi-

erarchii. To zahrnuje důkaz Urysohnova lemmatu, že každý T4-prostor je
T3 1

2
. Dále definujeme kompaktní prostory a ukážeme, že každý kompaktní

prostor je normální (tj., T4-prostor). Ukážeme Tichonovovu větu, že součin
kompaktních prostorů je opět kompaktní. Pomocí této věty charakterizujeme
Tichonovovy prostory (tj., T3 1

2
-prostory) jako podprostory kompaktních pro-

storů a lokálně kompaktní prostory jako otevřené podprostory kompaktních
prostorů. Nakonec prozkoumáme jejich kompaktifikace.

Druhou část věnovanou teorii kategorií opět začneme definicemi základ-
ních pojmů. Definujeme tak kategorie, funktory (kovariantní a kontravari-
antní) a přirozené transformace. Definujeme pojmy univerzálního morfismu z
objektu do funktoru a univerzálního objektu funktoru a pojmy k nim duální.
Limitu (duálně kolimitu) diagramu definujeme jako univerzální morfismus z
daného diagramu (duálně do daného diagramu). Ukážeme, že kategorie je
úplná právě když má součiny a ekvalizéry. Nakonec definujeme adjunkci a
prostudujeme její vlastnosti. Mimo jiné popíšeme souvislost mezi adjunkcemi
a univerzálními morfismy.
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Topologie





KAPITOLA 1

Topologické prostory a konvergence

Abstrakt. Definujeme pojem topologického prostoru, bázi topologie, uza-
vřené množiny a uzávěrový operátor na množině, vnitřek a hranici množiny.
Dále popíšeme konvergenci v topologických prostorech. Konkrétně definujeme
pojem sítě, limity a hromadného bodu sítě. Ukážeme, že hromadný bod sítě
je limitou nějakého jejího zjemnění.

1.1. Topologie, otevřené, uzavřené množiny

Definice. Topologický prostor je dvojice (X, τ), kde X je množina a τ
je systém podmnožin X uzavřený na konečné průniky a libovolná sjednocení
a obsahující X, tj., takový, že

(o1) ∅, X ∈ τ ,
(o2) A,B ∈ τ =⇒ A ∩B ∈ τ ,
(o3) Y ⊆ τ =⇒

⋃
Y ∈ τ .

Indukcí podle n snadno ukážeme, že
(o2’) A1, . . . , An ∈ τ =⇒ A1 ∩ · · · ∩An ∈ τ .

Prvky množiny X budeme nazývat body a podmnožiny z τ otevřené množiny.

Příklad 1.1.1. Je-li τ = P(X), množina všech podmnožin X, nazý-
váme (X,P(X)) diskrétní topologický prostor. Naopak topologický prostor
(X, {∅, X}) nazýváme indiskrétní.

Definice. Bází topologického prostoru (X, τ) rozumíme podmnožinu
B ⊆ τ takovou, že

A =
⋃
{B ∈ B | B ⊆ A} ,

pro každé A ∈ τ .

Lemma 1.1.1. Buď B báze topologického prostoru (X, τ). Potom platí, že
(b1) pro každé x ∈ X existuje B ∈ B takové, že x ∈ B;
(b2) pro každé B1, B2 ∈ B, pro každé x ∈ B1∩B2 existuje B ∈ B takové,

že x ∈ B ⊆ B1 ∩B2.

Důkaz. Obě vlastnosti plynou ihned z definice báze. �

Lemma 1.1.2. Buď X množina a B systém neprázdných podmnožin X
splňující podmínky (b1) a (b2) předchozího lemmatu. Potom je

(1) τ :=
{
A | ∃ Y ⊆ B : A =

⋃
Y
}

5



6 1. Topologické prostory a konvergence

topologií na X a B je bází topologického prostoru (X, τ).

Důkaz. Vzhledem k (b1), je X =
⋃
B a tedy X ∈ τ . Nechť A1, A2 ∈ τ .

Podle (1) existují Yi ⊆ B takové, že Ai =
⋃
Yi, i = 1, 2. Odtud je vidět, že

A1 ∩A2 =
⋃
Y1 ∪ Y2 =

⋃
{B1 ∩B2 | B1 ∈ Y1 a B2 ∈ Y2} .

Z podmínky (b2) plyne, že pro každou dvojici množin B1 ∈ Y1, B2 ∈ Y2
existuje YB1,B2 ⊆ B takové, že B1 ∩B2 =

⋃
YB1,B2 . Odtud dostaneme, že

A1 ∩A2 =
⋃{⋃

YB1,B2 | B1 ∈ Y1 a B2 ∈ Y2
}
∈ τ.

Je zřejmé z definice, že τ je uzavřeno na libovolná sjednocení. Proto je τ
topologií na X.

Z definice (1) je vidět, že B je bází topologického prostoru (X, τ). �

Topologii τ definovanou předpisem (1) nazveme topologií určenou bází B.

Příklad 1.1.2. Metrikou na množině X rozumíme zobrazení δ : X ×
X → R+

0 splňující
(m1) δ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,
(m2) δ(x, y) = δ(y, x),
(m3) δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z),

pro všechna x, y, z ∈ X. Dvojici (X, δ) množiny X spolu s metrikou δ na
této množině budeme nazývat metrickým prostorem.

Pro každé x a každé reálné číslo ε > 0 položíme

o(x, ε) := {y ∈ X | δ(x, y) < ε} .

Definujme
Bδ := {o(x, q) | x ∈ X a 0 < q ∈ Q} .

Zřejmě je X =
⋃
Bδ a tedy Bδ splňuje podmínku (b1). Ukážeme, že množina

Bδ splňuje podmínku (b2). Nechť x1, x2 ∈ X, q1, q2 jsou kladná racionální
čísla a y ∈ o(x1, q1) ∩ o(x2, q2). Potom δ(y, xi) < qi, i = 1, 2. Zvolme ra-
cionální číslo q takové, že 0 < q < min {qi − δ(y, xi) | i = 1, 2}. Pro každé
z ∈ o(y, q) a každé i ∈ {1, 2} plyne z (m3), že δ(z, xi) ≤ δ(y, xi) + δ(y, z) <
δ(y, xi) + q < δ(y, xi) + qi − δ(y, xi) = qi. Odtud dostaneme, že δ(y, q) ⊆
δ(x1, q1) ∩ δ(x2, q2).

Topologii určenou bází Bδ budeme značit τδ a nazývat topologií metriky
δ.

Příklad 1.1.3. Na množině R je daná metrika δ předpisem

δ(a, b) := |a− b|,

pro všechna a, b ∈ R. Topologii τδ této metriky nazveme topologií reálné
přímky. Všimněme si, že reálná přímka má kromě báze Bδ i spočetnou bázi

{(p, q) | p < q, p, q ∈ Q}

složenou z otevřených intervalů s racionálními mezemi.
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Příklad 1.1.4. Položme

S := { 〈a, b) | a < b, a, b ∈ R} .

Snadno nahlédneme, že množina S splňuje podmínky (b1) a (b2) a je tedy
bází topologie, kterou označíme σ. Množina R všech reálných čísel spolu s
topologií σ se nazývá Sorgenfreyova přímka.

Nechť a < b v R. Všimněme si, že pokud 〈a, b) =
⋃
Y pro nějakou Y ⊆ σ,

potom existuje A ∈ Y taková, že a je nejmenší prvek A. Odtud je vidět, že
je-li B báze topologie σ, existuje pro každé reálné a množina A ∈ B taková, že
a je její nejmenší prvek. Proto má každá báze topologie σ mohutnost alespoň
kontinua.

Řekneme, že podmnožina G topologického prostoru X je uzavřená je-li
její doplněk X \G množina otevřená. Symbolem τ označíme množinu všech
uzavřených podmnožin topologického prostoru (X, τ).

Z vlastností (o1-o3) topologie τ snadno dovodíme, že množina τ má tyto
vlastnosti:

(u1) ∅, X ∈ τ ;
(u2) G,H ∈ τ =⇒ G ∪H ∈ τ ;
(u3) Y ⊆ τ =⇒

⋂
Y ∈ τ .

Indukcí anebo přímo z (o2’) dále ukážeme, že platí
(u2’) G1, . . . , Gn ∈ τ =⇒ G1 ∪ · · · ∪Gn ∈ τ .
Naopak je-li τ množina podmnožin X s vlastnostmi (u1-u3) je

(2) τ := {X \G | G ∈ τ}

topologií na X a τ je množina všech uzavřených podmnožin této topologie.
Podmínka (u3) znamená, že je množina Y uzavřená na libovolné průniky.

To znamená, že pro každé Y ⊆ X je množina

Y :=
⋂
{G ∈ τ | Y ⊆ G}

uzavřená a je to zřejmě nejmenší uzavřená množina obsahující množinu Y .
Množinu Y nazveme uzávěrem množiny Y .

Lemma 1.1.3. Buď (X, τ) topologický prostor. Potom pro každé Y, Z ⊆ X
platí, že

(c1) ∅ = ∅,
(c2) Y ⊆ Y ,
(c3) Y ⊆ Z =⇒ Y ⊆ Z,
(c4) Y = Y ,
(c5) Y ∪ Z = Y ∪ Z.

Důkaz. Podmínky (c1-c4) plynou ihned z definice (2). Z monotónie uzá-
věrového operátoru plyne, že Y ∪Z ⊆ Y ∪ Z. Opačná inkluze Y ∪ Z ⊆ Y ∪Z
je zřejmá z toho, že je množina Y ∪ Z uzavřená. Vidíme tak, že je splněna i
podmínka (c5). �
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Cvičení 1.1.1. Buď Y 7→ Y zobrazení splňující podmínky (c1-c5). Ukažte,
že množina {

Y ⊆ X | Y = Y
}

splňuje podmínky (u1-u3) a je tedy množinou všech uzavřených množin to-
pologie na X.

Buď (X, τ) topologický prostor. Okolím bodu x ∈ X rozumíme množinu
U ⊆ X takovou, že existuje otevřená množina A splňující x ∈ A ⊆ U .
Okolí bodu x je otevřené (resp. uzavřené) je-li současně otevřenou (resp.
uzavřenou) množinou.

Je zřejmé, že množina A ⊆ X je otevřená právě když s každým svým prv-
kem obsahuje také nějaké jeho okolí. V souvislosti s uzávěrovým operátorem
máme následující lemma:

Lemma 1.1.4. Buď (X, τ) topologický prostor, x ∈ X a Y ⊆ X. Potom
x ∈ Y právě když U ∩ Y 6= ∅ pro každé (otevřené) okolí bodu x.

Důkaz. Pokud x /∈ Y , je x ∈ X \ Y a proto je X \ Y otevřené okolí
x disjunktní s množinou Y . Naopak je-li U ∩ Y 6= ∅ pro každé otevřené
okolí U bodu x, je x ∈ G pro každou uzavřenou množinu obsahující Y . V
opačném případě by totiž bylo X \G otevřené okolí bodu x disjunktní s Y .
To znamená, že x ∈

⋂
{G uzavřená | Y ⊆ G} = Y . �

Buď (X, τ) topologický prostor. Vnitřkem množiny Y ⊆ X rozumíme
množinu

Y̆ :=
⋃
{A ∈ τ | A ⊆ Y } .

Vnitřek množiny Y je tedy největší otevřenou množinou obsaženou v Y .
Snadno nahlédneme, že

Y̆ = X \X \ Y .

Hranicí množiny Y ⊆ X rozumějme množinu ∂Y := Y \ Y̆ = Y ∩X \ Y .
Z Lemmatu 1.1.4 plyne, že

Lemma 1.1.5. Buď (X, τ) topologický prostor, x ∈ X a Y ⊆ X. Potom
x ∈ ∂Y právě když U∩Y 6= ∅ a současně U∩(X\Y ) 6= ∅ pro každé (otevřené)
okolí bodu x.

Podmnožina Y topologického prostoru X je obojetná právě když je sou-
časně otevřená a uzavřená.

Příklad 1.1.5. Jedinými obojetnými podmnožinami reálné přímky R
jsou R a ∅ zatímco každá z množin 〈a, b) báze Sorgenfreyovy přímky je její
obojetnou podmnožinou.

1.2. Konvergence v topologických prostorech

Částečně uspořádaná množina Σ je usměrněná, pokud pro každé σ′, σ′′ ∈
Σ existuje σ ∈ Σ takové, že σ′ ≤ σ a současně σ′′ ≤ σ.
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Síť v topologickém prostoru (X, τ) je soubor S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 bodů z X,
indexovaný usměrněnou množinou Σ. Síť je zřejmým zobecněním pojmu po-
sloupnosti, která je příkladem sítě indexované uspořádanou (a usměrněnou)
množinou přirozených čísel. Je-li {xσ | σ ∈ Σ} ⊆ Y , kde Y je podmnožina
X, budeme říkat, že S je síť v Y .

Řekneme, že bod x ∈ X je limitou sítě S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉, pokud pro
každé jeho okolí U existuje σ ∈ Σ takové, že Xσ′ ∈ U pro všechna σ′ ≥ σ. V
případě, že je bod x limitou sítě Σ, říkáme také, že síť S konverguje k x.

Příklad 1.2.1. Uvažme množinu X, která je disjunktním sjednocením
množiny N := {1, 2, 3, . . . } a dvouprvkové množiny {a, b}. Na množině X
definujme topologii τ určenou bází sestávající z množin {n}, {n, n+1, . . . , a}
a {n, n + 1, . . . , b}, n ∈ N. Pro každé n ∈ N položme σn = n. Posloupnost
〈σn | n ∈ N〉 má v topologickém prostoru (X, τ) dvě různé limity a a b.

Množinu všech limit sítě S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 v daném topologickém pro-
storu budeme značit limσ∈Σ xσ nebo také limS. V případě, že má síť S právě
jednu limitu x budeme psát x = limσ∈Σ xσ nebo také x = limS.

Lemma 1.2.1. Buď (X, τ) topologický prostor, Y ⊆ X a x ∈ X. Potom
x ∈ Y právě když existuje síť v Y , která konverguje k x.

Důkaz. (⇐) Existuje-li síť 〈xσ | σ ∈ Σ〉 v Y , která konverguje k x, je
∅ 6= U ∩ {xσ | σ ∈ Σ} ⊆ U ∩ Y pro každé okolí U bodu x. Z Lemmatu 1.1.4
plyne, že x ∈ Y .

(⇒) Předpokládejme, že x ∈ Y . Buď Σ množina všech okolí bodu x
uspořádaná opačnou inkluzí. Všimněme si, že množina Σ je uzavřená na
konečné průniky a tedy je v daném uspořádání usměrněná. Pro každé okolí
U bodu x zvolme xU ∈ U ∩ Y . Takový bod existuje neboť x ∈ Y . Snadno
nahlédneme, že 〈xU | U ∈ Σ〉 je síť v Y konvergující k x. �

Důsledek 1.2.2. Podmnožina G daného topologického prostoru je uza-
vřená právě když s každou sítí, která v ní leží, obsahuje také všechny její
limity.

Definice. Řekneme, že síť S′ = 〈yρ | ρ ∈ Σ′〉 je zjemněním sítě S =
〈xσ | σ ∈ Σ〉 jestliže existuje zobrazení f : Σ′ → Σ takové, že

(1) pro každé σ ∈ Σ existuje ρ ∈ Σ′ takové, že f(ρ′) ≥ σ pro všechna
ρ′ ≥ ρ,

(2) xf(ρ) = yρ pro všechna ρ ∈ Σ′.

Všimněme si že podmínka (1) z předchozí definice je splněna pokud je
f : Σ′ → Σ monotónní1 zobrazení takové, že

(1’) pro každé σ ∈ Σ existuje ρ ∈ Σ′ takové, že σ ≤ f(ρ).

Definice. Bod x je hromadným bodem sítě S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 v daném
topologickém prostoru, pokud pro každé okolí U bodu x a každé σ ∈ Σ

1zachovávající uspořádání
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existuje σU ≥ σ v Σ takové, že xσU
∈ U . Množinu všech hromadných bodů

sítě S označíme2 clpσ∈Σ xσ, nebo také clpS.

Z usměrněnosti množiny Σ je ihned vidět, že každá limita sítě S je sou-
časně jejím hromadným bodem. Naopak, položíme-li xn := (−1)n, má po-
sloupnost 〈xn | n ∈ N〉 v R dva hromadné body −1 a 1, ale nemá žádnou
limitu.

Tvrzení 1.2.3. Buď S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 síť v topologickém prostoru (X, τ).
Potom platí:

(a) Je-li x ∈ X hromadným bodem nějakého zjemnění sítě S, potom je
hromadným bodem S.

(b) Je-li x ∈ X limitou sítě S, potom je limitou každého jejího zjemnění.
(c) Bod x ∈ X je hromadným bodem sítě S právě když je limitou něja-

kého jejího zjemnění.

Důkaz. Postupně ukážeme jednotlivá tvrzení:
(a) Předpokládejme, že bod x ∈ X je hromadným bodem zjemnění

S′ = 〈yρ | ρ ∈ Σ′〉 sítě S, daného zobrazením f : Σ′ → Σ (takovým,
že jsou splněny podmínky (1) a (2) z definice zjemnění). Buď U
okolí bodu x a σ ∈ Σ. Podle podmínky (1) existuje ρ ∈ Σ′ takové,
že f(ρ′) ≥ σ pro všechna ρ′ ≥ ρ. Protože je x hromadným bodem
sítě S′, existuje ρU ≥ ρ tak, že yρU ∈ U . Z nerovnosti ρU ≥ ρ plyne,
že f(ρU ) ≥ σ a z podmínky (2) dostaneme xf(ρU ) = yρU ∈ U .
Ukázali jsme, že x je hromadným bodem sítě S.

(b) Předpokládejme, že x ∈ limS a buď S′ = 〈yρ | ρ ∈ Σ′〉 zjemnění
sítě S, dané zobrazením f : Σ′ → Σ. Buď U libovolné okolí bodu x.
Protože x je limitou sítě S, existuje σU ∈ Σ takové, že xσ ∈ U pro
každé σ ≥ σU . Protože je síť T zjemněním sítě S, existuje ρU ∈ Σ′

takové, že f(ρ) ≥ σU pro všechna ρ ≥ ρU . Z podmínky (2) pak
plyne, že yρ = xf(ρ) ∈ U , pro všechna ρ ≥ ρU . Ukázali jsme tak, že
x ∈ limS′.

(c) Je-li bod x limitou nějakého zjemnění sítě S, potom je hromadným
bodem S podle bodu (a). Zbývá tedy ukázat opačnou implikaci.
Předpokládejme, že x je hromadným bodem sítě S. Uvažme mno-
žinu

Σ′ := {〈σ, U〉 | U je okolí bodu x a xσ ∈ U} .

Na množině Σ′ definujme uspořádání předpisem

〈σ, U〉 ≤
〈
σ′, U ′

〉
, jestliže σ ≤ σ′ a zároveň U ′ ⊆ U.

Nechť 〈σ1, U1〉 , 〈σ2, U2〉 ∈ Σ′. Protože je uspořádaná množina
Σ usměrněná, existuje σ′ ∈ Σ tak, že σ1, σ2 ≤ σ′. Protože je x
hromadným bodem sítě S a U1 ∩ U2 jeho okolí, existuje σ ≥ σ′ v
množině Σ tak, že xσ ∈ U1 ∩ U2. Potom je 〈σ, U1 ∩ U2〉 ∈ Σ′ a z

2z anglického výrazu pro hromadný bod: cluster point
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definice uspořádání na množině Σ′ je vidět, že 〈σ1, U1〉 , 〈σ2, U2〉 ≤
〈σ, U1 ∩ U2〉. Proto je množina Σ′ usměrněná.

Definujme zobrazení f : Σ′ → Σ předpisem 〈σ, U〉 7→ σ a po-
ložme y〈σ,U〉 = xσ pro každé 〈σ, U〉 ∈ Σ′. Ukážeme, že síť S′ =〈
y〈σ,U〉 | 〈σ, U〉 ∈ Σ′

〉
je zjemněním sítě S. Z definic je ihned vidět,

že yσ,U = xf(〈σ,U〉), pro každé 〈σ, U〉 ∈ Σ′. Všimněme si navíc, že
zobrazení f je monotónní a proto stačí ověřit podmínku (1’). To je
snadné neboť pro každé σ ∈ Σ je 〈σ,X〉 ∈ Σ′ a f(〈σ,X〉) = σ.

Nakonec ukážeme, že bod x je limitou sítě S′. Buď U okolí
bodu x. Protože je x hromadným bodem sítě S, existuje σ ∈ Σ
tak, že xσ ∈ U . Potom 〈σ, U〉 ∈ Σ′ a je-li 〈σ′, U ′〉 ≥ 〈σ, U〉, je
y〈σ′,U ′〉 = xσ′ ∈ U ′ ⊆ U .

�

Z Důsledku 1.2.2 a Tvrzení 1.2.3 odvodíme, že

Důsledek 1.2.4. Podmnožina G daného topologického prostoru je uza-
vřená právě když s každou sítí, která v ní leží, obsahuje také všechny její
hromadné body.





KAPITOLA 2

Spojitá zobrazení, oddělovací axiomy

Abstrakt. Definujeme spojitá zobrazení a prozkoumáme jejich různé
charakterizace. Například ukážeme, že zobrazení je spojité právě když zacho-
vává limity všech sítí. Dále definujeme oddělovací axiomy T1 − T4. Charak-
terizujeme Hausdorffovy topologické prostory jako prostory v nichž má každá
síť nejvýše jednu limitu. Nakonec ukážeme Urysohnovo lemma, že každý nor-
mání topologický prostor je Tichonovův.

2.1. Spojitá zobrazení

Nechť X,Y jsou množiny a f : X → Y zobrazení. Vzorem podmnožiny
Z ⊆ Y (vzhledem k danému zobrazení f) budeme rozumět podmnožinu

f−1(Z) := {x ∈ X | f(x) ∈ Z}

množiny X.

Definice. Nechť (X, τ), (Y, υ) jsou topologické prostory. Zobrazení f : X →
Y je spojité pokud f−1(A) ∈ τ pro každé A ∈ υ, tj., pokud je vzorem každé
otevřené množiny v Y otevřená množina v X.

Následující tvrzení je triviální ale důležité.

Tvrzení 2.1.1. Složením spojitých zobrazení dostaneme opět spojité zob-
razení.

Důkaz. Nechť jsou f : X → Y a g : Y → Z spojitá zobrazení. Pro kaž-
dou otevřenou A ⊆ Z platí, že (g◦f)−1(A) = f−1(g−1(A)). Množina g−1(A)
je otevřená, neboť je g spojité. Ze spojitosti f pak dostaneme otevřenost
f−1(g−1(A)). �

Lemma 2.1.2. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Zobrazení f : X →
Y je spojité právě když je vzorem každé uzavřené množiny v Y uzavřená
množina X.

Důkaz. Pro každou Z ⊆ Y je X disjunktním sjednocením vzorů f−1(Z)
a f−1(Y \ Z) a tedy

f−1(Z) = X \ f−1(Y \ Z).

Odtud snadno odvodíme dokazované tvrzení. �

Lemma 2.1.3. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Zobrazení f : X →
Y je spojité právě když pro každé x ∈ X a každé okolí U bodu f(x) v Y je
f−1(U) okolím bodu x.

13
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Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že zobrazení f : X → Y je spojité. Zvolme
bod x ∈ X a okolí U bodu f(x) libovolně. Potom je f(x) ∈ Ŭ a tedy
x ∈ f−1(Ŭ). Protože je zobrazení f spojité, je množina f−1(Ŭ) otevřená.
Odtud plyne, že f−1(U) je okolím bodu x. (⇐) Předpokládejme, že vzory
okolí obrazů bodů z X jsou jejich okolími. Buď A libovolná otevřená pod-
množina prostoru Y . Pro každé x ∈ f−1(A) je A okolím bodu f(x) a z našeho
předpokladu plyne, že f−1(A) je okolím x. Množina f−1(A) je tedy okolím
každého svého bodu. To znamená, že je otevřená. �

Definice. Buď (X, τ) topologický prostor. Množina S ⊆ τ je sub-bází
prostoruX pokud pro každý bod x ∈ X a každé jeho okolí U existuje konečná
F ⊆ S taková, že x ∈

⋂
F ⊆ U .

Z definice je vidět, že S ⊆ τ je sub-bází prostoru (X, τ) právě když je
množina {⋂

F | F je konečná podmnožina S
}

bází. Proto je každá báze prostoru X také jeho sub-bází.

Lemma 2.1.4. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Pro zobrazení
f : X → Y je ekvivalentní:

(1) Zobrazení f je spojité;
(2) Existuje báze B prostoru Y taková, že množina f−1(B) je otevřená

pro každé B ∈ B.
(3) Existuje sub-báze S prostoru Y taková, že množina f−1(S) je ote-

vřená pro každé S ∈ S.

Důkaz. Implikace (1 ⇒ 2 ⇒ 3) jsou zřejmé z definic. Předpokládejme,
že platí (3). Buď x ∈ X a U okolí bodu f(x) v Y . Z definice sub-báze plyne,
že existují S1, . . . , Sn ∈ S takové, že f(x) ∈

⋂n
i=1 Si ⊆ U . Potom platí, že

x ∈ f−1

(
n⋂

i=1

Si

)
⊆ f−1(U).

Z podmínky (3) plyne, že je množina

f−1

(
n⋂

i=1

Si

)
=

n⋂

i=1

f−1(Si)

otevřená. Proto je f−1(U) je okolím bodu x. Vzhledem k Lemmatu 2.1.3 je
zobrazení f : X → Y spojité. �

Definice. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Zobrazení f : X → Y
je spojité v bodě x ∈ X jestliže pro každé okolí U bodu f(x) je f−1(U) okolím
x.

Z Lemmatu 2.1.3 plyne, že

Tvrzení 2.1.5. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Zobrazení f : X →
Y je spojité právě když je spojité v každém bodě prostoru X.
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Cvičení 2.1.1. Ukažte, že zobrazení f : R → R je spojité v bodě x ∈ R
(podle výše uvedené definice) právě když pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak,
že |x−y| < δ =⇒ |f(x)−f(y)| < ε pro každé y ∈ R. Zobecněte toto tvrzení
pro zobrazení metrických prostorů.

Podívejme se ještě na souvislost spojitosti a konvergence.

Lemma 2.1.6. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Zobrazení f : X →
Y je spojité právě když

(3) f(Z) ⊆ f(Z)

pro každou podmnožinu Z prostoru X.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že je zobrazení f : X → Y spojité a nechť
Z ⊆ X. Z Lemmatu 2.1.2 plyne, že je množina f−1(f(Z)) uzavřená. Tato
množina zřejmě obsahuje Z a proto platí, že Z ⊆ f−1(f(Z)). Odtud plyne
dokazovaná inkluze f(Z) ⊆ f(Z). (⇐) Předpokládejme, že platí inkluze (3)
pro každou Z ⊆ X. Buď G libovolná uzavřená podmnožina množiny Y .
Inkluze (3) pro množinu Z = f−1(G) implikuje, že

f(f−1(G)) ⊆ f(f−1(G)) = G = G,

odkud dostaneme, že f−1(G) ⊆ f−1(G). Proto je množina f−1(G) uzavřená.
Z Lemmatu 2.1.2 plyne, že je zobrazení f spojité. �

Tvrzení 2.1.7. Nechť X a Y jsou topologické prostory. Zobrazení f : X →
Y je spojité právě když pro každou síť S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 v prostoru X platí,
že

(4) f(lim
σ∈Σ

xσ) ⊆ lim
σ∈Σ

f(xσ).

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že je zobrazení f : X → Y spojité a buď
x ∈ limσ∈Σ xσ. Buď dále U libovolné okolí bodu f(x). Podle Lemmatu 2.1.3
je f−1(U) okolím bodu x a z definice limity sítě plyne, že existuje σU ∈ Σ
tak, že σ ∈ f−1(U) pro všechna σ ≥ σU . Odtud dostaneme, že f(xσ) ∈ U pro
všechna σ ≥ σU . Proto platí, že f(x) ∈ limσ∈Σ f(xσ). (⇐) Předpokládejme,
že pro každou síť S v X platí (4). Vzhledem k Lemmatu 1.2.1 pak f(Z) ⊆
f(Z) pro každou Z ⊆ X. Z Lemmatu 2.1.6 plyne, že je zobrazení f spojité.

�

2.2. Axiomy oddělitelnosti

Definice. Řekneme, že topologický prostor X je T0, pokud pro kaž-
dou dvojici bodů prostoru X existuje otevřená podmnožina obsahující právě
jeden z nich.

Definice. Řekneme, že topologický prostor X je T1, pokud pro každou
dvojici bodů x, y ∈ X existuje otevřená podmnožina A prostoru X taková,
že {x, y} ∩X = {x}.
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Z definice je vidět, že topologický prostor X je T1 právě když pro každou
dvojici x, y jeho různých bodů existuje okolí bodu x, které neobsahuje y.

Tvrzení 2.2.1. Topologický prostor X je T1 právě když jsou všechny jeho
jednoprvkové podmnožiny uzavřené.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že prostor X je T1 a buď y ∈ X. Potom
pro každé x ∈ X \ {y} existuje okolí bodu x obsažené v množině X \ {y}.
Odtud plyne, že je množinaX\{y} otevřená. Proto je množina {y} uzavřená.
(⇐) Předpokládejme, že jsou všechny jednoprvkové podmnožiny prostoru X
uzavřené. Jsou-li x, y dva různé body v X je potom X\{y} otevřená množina
obsahující x a neobsahující y. �

Příklad 2.2.1. Uvažme dvouprvkovou množinu X = {x, y} s topologií
τ = {∅, {x}, X}. Topologický prostor (X, τ) je T0, ale není T1.

Definice. Topologický prostor X je T2 (nebo také Hausdorffův), po-
kud pro každou dvojici různých bodů x, y ∈ X existují disjunktní otevřené
množiny A,B takové, že x ∈ A a y ∈ B.

Příklad 2.2.2. Uvažme nekonečnou množinu X s topologií

τ := {X \ F | F je konečná podmnožina X} ∪ {∅}.

Protože jsou množiny X \{x}, x ∈ X, otevřené, topologický prostor (X, τ) je
T1. Protože je množina X nekonečná, je průnik dvou neprázdných otevřených
podmnožin X neprázdný. Odtud plyne, že prostor (X, τ) není T2.

Hausdorffovy prostory lze charakterizovat pomocí konvergence.

Lemma 2.2.2. Topologický prostor X je T2 právě když má každá síť v X
nejvýše jednu limitu.

Důkaz. (⇒) Nejprve předpokládejme, že je prostor X Hausdorffův. Pro
spor navíc předpokládejme, že existuje síť S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 a dva body x 6= y
v X takové, že x, y ∈ limS. Protože je prostor X Hausdorffův, existují
disjunktní otevřené A,B takové, že x ∈ A a y ∈ B. Protože síť S konverguje
k bodu x, existuje σA ∈ Σ taková, že xσ ∈ A pro všechny σ ≥ σA. Podobně
protože S konverguje k y, existuje σB ∈ Σ taková, že xσ ∈ B pro všechny
σ ≥ σB. Protože je množina Σ usměrněná, existuje σ ≥ σA, σB. Z předešlého
plyne, že xσ ∈ A ∩B = ∅, což je spor.

(⇐) Předpokládejme, že v prostor X není Hausdorffův. Potom v X exis-
tují dva různé body x, y takové, že U ∩ V 6= ∅, kdykoli je U okolí bodu x a
V okolí bodu y. Uvažme množinu

Σ := {U ∩ V | U je okolí bodu x a V je okolí bodu y}

a na ní definujme uspořádání opačnou inkluzí. Všimněme si, že Σ je uzavřena
na konečné průniky. Odtud je vidět, že je usměrněná. Pro každé W ∈ Σ
zvolme xW ∈ W . Tak dostaneme síť S := 〈xW |W ∈ Σ〉. Buď U libovolné
okolí bodu x a W ∈ Σ. Potom je U ∩W ∈ Σ, a xW ′ ∈ W ′ ⊆ U pro každé
W ′ ⊆ U ∩W . Odtud plyne, že x ∈ limS. Podobně ukážeme, že y ∈ limS a
tedy síť S má alespoň dvě různé limity. �
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Tvrzení 2.2.3. Nechť X, Y jsou topologické prostory a f, g : X → Y je
dvojice spojitých zobrazení. Je-li prostor Y Hausdorffův, potom je množina
{x ∈ X | f(x) = g(x)} uzavřená.

Důkaz. Buď y ∈ X bod takový, že f(y) 6= g(y). Protože je prostor
Y Hausdorffův, existují disjunktní okolí U a V bodů f(y) a g(y). Pro-
tože jsou obě zobrazení f a g spojitá, jsou vzory f−1(U), g−1(V ) okolími
bodu y. Jejich průnik W := f−1(U) ∩ g/−1(V ) je také okolím bodu y.
Pro každé w ∈ W je f(w) ∈ U a g(w) ∈ V a tedy f(w) 6= g(w). Od-
tud plyne, že je množina {x ∈ X | f(x) 6= g(x)} otevřená. Proto je množina
{x ∈ X | f(x) = g(x)} uzavřená. �

Definice. Topologický prostor X je T3 (též regulární), jestliže je T1 a
pro každé x ∈ X a každou uzavřenou G ⊆ X takovou, že x /∈ G existují
disjunktní otevřené množiny A, B takové, že x ∈ A a G ⊆ B.

Protože v T1 prostoru tvoří každý bod uzavřenou podmnožinu a každý
T3 prostor je z definice T1 je každý T3 prostor T2.

Definice. Buď (X, τ) topologický prostor a x ∈ X. Množina B(x) je
bází okolí bodu x pokud sestává z okolí bodu x a pro každé okolí V bodu x
existuje množina U ∈ B(x) taková, že U ⊆ V .

Příklad 2.2.3. Uvažme množinu

G :=

{
1

n
| n ∈ N

}

a reálnou přímku s obvyklou topologií rozšířenou o bázi okolí bodu 0 sestávající
z množin

{(−ε, ε) \G | 0 < ε} .

V takto definované topologii, označme ji τ , je množina G uzavřená. Nechť A
je otevřená množina obsahující 0. Potom existuje ε > 0 takové, že (−ε, ε) \
G ⊆ A. Buď n ∈ N takové, že 1/n < ε. Buď B otevřená množina obsahující
G. Potom B obsahuje nějaké okolí bodu 1/n a tedy B ∩ (−ε, ε) 6= ∅. Odtud
dostaneme, že A ∩ B 6= ∅. Ukázali jsme, že bod 0 a uzavřenou množinu G
nelze oddělit disjunktními otevřenými množiny a proto není zkonstruovaný
topologický prostor T3. Protože topologie τ obsahuje všechny otevřené inter-
valy, je Hausdorffova.

Lemma 2.2.4. Buď (X, τ) topologický prostor, který je T1. Potom je tento
prostor T3 právě když pro každé x ∈ X a každou otevřenou množinu A obsa-
hující bod x, existuje okolí U tohoto bodu takové, že U ⊆ A.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že X je T3 prostor. Buď x bod v X a
A ∈ τ taková, že x ∈ A. Položme G = X \ A. Množina G je uzavřená
a neobsahuje bod x. Z předpokladu, že je prostor X regulární plyne, že
existují disjunktní otevřené množiny U , B takové, že x ∈ U a G ⊆ B. Z
U ∩ B = ∅ a z G ⊆ B dostaneme, že U ⊆ X \ B ⊆ X \ G = A. Proto je
U hledané okolí bodu x jehož uzávěr je obsažen v B. (⇐) Buď x bod a G
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uzavřená podmnožina taková, že x /∈ G. Všimněme si, že X \G je otevřená
množina obsahující X. Podle předpokladu existuje okolí U bodu x takové, že
U ⊆ X \G. Položme A = Ŭ a B = X \U . Z konstrukce snadno nahlédneme,
že A, B jsou disjunktní otevřené množiny, x ∈ A a G ⊆ B. �

Důsledek 2.2.5. Topologický prostor, který je T1 je T3 právě když má
každý jeho bod bázi z uzavřených okolí.

Definice. Buď Y topologický prostor. Topologický prostor (X, τ) je
podprostorem prostoru Y pokud X ⊆ Y a

τ := {X ∩A | A je otevřená množina v Y } .

Symbolem I označme podprostor 〈0, 1〉 reálně přímky.

Definice. Topologický prostor X je T3 1
2

(nebo-li Tichonovův), jestliže
je T1 a pro každé x ∈ X a každou uzavřenou množinu G ⊆ X takovou, že
x /∈ G existuje spojité zobrazení f : X → I takové, že f(x) = 0 a f(G) ⊆ {1}.

Všimněme si, že pokud je topologický prostor X Tichonovův, je nutně
T3. Je-li totiž G jeho uzavřená podmnožina a x bod, který v ní neleží, existuje
podle definice spojité zobrazení f : X → I takové, že f(x) = 0 a f(G) ⊆ {1}.
Potom jsou A := f−1(〈0, 1/3)) a B := f−1((2/3, 1〉) disjunktní otevřené
podmnožiny X takové, že x ∈ A a G ⊆ B.

Definice. Topologický prostor X je T4 (též normální), jestliže je T1 a
pro každou dvojici G, H disjunktních uzavřených množin existují disjunktní
otevřené množiny A, B takové, že G ⊆ A a H ⊆ B.

Lemma 2.2.6. Buď (X, τ) topologický prostor, který je T1. Potom je tento
prostor T4 právě když pro každou uzavřenou množinu G a každou otevřenou
množinu B takovou, že G ⊆ B, existuje otevřená množina A splňující G ⊆
A ⊆ A ⊆ B.

Důkaz. Obdobný důkazu Lemmatu 2.2.4. �

Lemma 2.2.7 (Urysohnovo lemma). Je-li topologický prostor X normální
a jsou-li G,H disjunktní uzavřené podmnožiny X, potom existuje spojité zob-
razení f : X → I takové, že f(G) ⊆ {0} a f(H) ⊆ {1}.

Důkaz. Množina Q všech racionálních čísel je spočetná. Proto lze uspo-
řádat množinu {q ∈ Q | 0 ≤ q ≤ 1} do nekonečné posloupnosti q0, q1, q2, . . .
indexované přirozenými čísly. Předpokládejme navíc, že q0 = 0 a q1 = 1. Pro-
tože jsou uzavřené množiny G,H disjunktní, existuje podle Lemmatu 2.2.6
otevřená množina U0 taková, že G ⊆ U0 ⊆ U0 ⊆ X \H. Položme U1 = X.

Induktivně budeme dále konstruovat otevřené množiny Uqi ⊆ X \ G,
i = 2, 3, . . . tak, že

(5) Up ⊆ Uq,

pro všechna racionální čísla 0 ≤ p < q < 1.
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Buď n přirozené číslo (1 ≤ n) a předpokládejme, že jsme již sestrojili
posloupnost otevřených množin Uq0 , . . . , Uqn , která splňuje podmínku (5).
Pro j, k ∈ {0, 1, . . . , n} položme j ≺n k pokud qj < qk a v intervalu (qj , qk)
neleží žádné z racionálních čísel qi, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Racionální číslo qn+1 padne právě do jednoho z intervalů (qj , qk), j ≺n k.
Nechť je to interval (ql, qr). Z předpokladu (5), že Uql ⊆ Uqr a z Lem-
matu 2.2.6 plyne, že existuje otevřená množina Uqn+1 splňující

Uql ⊆ Uqn+1 ⊆ U qn+1 ⊆ Uqr ∩ (X \G).

Tak získáme další otevřenou množinu Uqn+1 v konstruované posloupnosti.
Definujme zobrazení f : X → I předpisem

f(x) := inf {q ∈ Q ∩ I | x ∈ Uq} .

Protože je G ⊆ U0, je f(x) = 0 pro všechna x ∈ G. Protože U1 = X a
Uq ⊆ X \G pro všechna q < 1, je f(x) = 1 pro všechna x ∈ G.

Zbývá ukázat, že je zobrazení f spojité. Všimněme si, že interval I má
sub-bází sestávající z polouzavřených intervalů 〈0, a), 0 < a ≤ 1 a (b, 1〉,
0 ≤ b < 1. Ukážeme, že jejich vzory jsou otevřené. Ve následujících výrazech
značí q racionální číslo z intervalu 〈0, 1〉.

Nechť 0 < a ≤ 1. Potom

f−1(〈0, a)) = {x ∈ X | f(x) < a}

= {x ∈ X | ∃ q < a, : x ∈ Uq} =
⋃

q<a

Uq,

je sjednocením otevřených množin a tedy množina otevřená.
Nechť 0 ≤ b < 1. Buď x ∈ X a předpokládejme, že f(x) > b. Potom

podle definice existuje racionální p > b takové, že x /∈ Up. Pro libovolné
racionální číslo q takové, že b < q < p pak vzhledem k (5) platí, že x /∈ Uq.
Odtud dostaneme, že

f−1((b, 1〉) = {x ∈ X | b < f(x)}

=
{
x ∈ X | ∃ q > b, : x /∈ Uq

}
=
⋃

q>b

(X \ Uq),

je opět sjednocením otevřených množin a tedy množina otevřená. Z Lem-
matu 2.1.4 plyne, že je zobrazení f spojité. �

Důsledek 2.2.8. Každý normální prostor je Tichonovův.





KAPITOLA 3

Kompaktní prostory

Abstrakt. Kompaktní prostor je Hausdorffův prostor takový, že z kaž-
dého jeho otevřeného pokrytí lze vybrat konečné podpokrytí. Prostory s touto
vlastností, které nejsou nutně Hausdorffovy nazýváme kvazikompaktní. Uká-
žeme, že Hausdorffův prostor je kompaktní právě když má každý systém jeho
uzavřených podmnožin s konečnou průnikovou vlastností neprázdný průnik.
Dále ukážeme, že kompaktnost Hausdorffova prostoru je ekvivalentní tomu,
že každá síť v tomto prostoru má alespoň jeden hromadný bod. Nakonec uká-
žeme, že každý kompaktní prostor je normální, a že uzavřené podmnožiny
kompaktního prostoru jsou právě jeho kompaktní podmnožiny.

3.1. Kompaktnost

Buď (X, τ) topologický prostor a Y ⊆ X. Řekneme, že A ⊆ τ je otevřené
pokrytí množiny Y , je-li Y ⊆

⋃
A.

Definice. Topologický prostor X je kompaktní, je-li Hausdorffův a pro
každé otevřené pokrytí A prostoru X existuje konečná B ⊆ A taková, že
X =

⋃
B, tj., z každého otevřeného pokrytí prostoru X lze vybrat konečné

podpokrytí.

V definici je dáno, že kompaktní prostor je Hausdorffův. Prostory které
nejsou Hausdorffovy a z každého jejich otevřeného pokrytí lze vybrat konečné
podpokrytí, se nazývají kvazi-kompaktní.

Buď G systém podmnožin množiny X. Řekneme, že G má konečnou
průnikovou vlastnost pokud je

⋂
F 6= ∅ pro každou konečnou neprázdnou

F ⊆ G.

Tvrzení 3.1.1. Topologický prostor X je kvazikompaktní právě když má
každá neprázdná množina G uzavřených podmnožin X s konečnou průnikovou
vlastností neprázdný průnik.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že X je kvazikompaktní topologický pro-
stor a nechť G je neprázdná množina uzavřených podmnožin X s koneč-
nou průnikovou vlastností. Pro spor předpokládejme, že

⋂
G = ∅. Položme

A := {X \G | G ∈ G}. Z předpokladu
⋂
G = ∅ plyne, že je A otevřeným

pokrytím prostoru X. Protože je tento prostor kvazikompaktní, existuje ko-
nečná podmnožina B ⊆ A taková, že X =

⋃
B. Potom je {X \B | B ∈ B}

21
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konečná podmnožina G a z X =
⋃
B plyne, že

⋂

B∈B

(X \B) = X \
⋃

B∈B

B = ∅,

což je ve sporu s konečnou průnikovou vlastností množiny G. (⇐) Předpo-
kládejme nyní, že každá má každá neprázdná množina uzavřených podmno-
žin prostoru X s konečnou průnikovou vlastností neprázdný průnik. Buď A
otevřené pokrytí množiny X. Potom je množina G := {X \A | A ∈ A} ne-
prázdnou množinou uzavřených podmnožin X. Z rovnosti X =

⋃
A plyne,

že
⋂
G = ∅. Z předpokladu plyne, že množina G nemá konečnou průnikovou

vlastnost a proto existuje neprázdná konečná F ⊆ G jejíž průnik je konečný.
Potom je B := {X \G | G ∈ F} konečná podmnožina A a z

⋂
F = ∅ plyne,

že
⋃
B = X. �

Důsledek 3.1.2. Hausdorffův topologický prostor X je kompaktní právě
když má každá neprázdná množina G uzavřených podmnožin X s konečnou
průnikovou vlastností neprázdný průnik.

(Kvazi)kompaktnost prostoru lze charakterizovat také pomocí konver-
gence.

Lemma 3.1.3. Buď X topologický prostor a S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 síť v X.
Pro každé σ ∈ Σ položme

(6) Gσ := {xσ′ | σ < σ′ ∈ Σ}

a definujme G := {Gσ | σ ∈ Σ}. Potom je
⋂
G množinou všech hromadných

bodů sítě S.

Důkaz. Buď x libovolný hromadný bod sítě S. Buď dále σ ∈ Σ a U
libovolné okolí bodu x. Podle definice existuje σ′ > σ tak, že xσ′ ∈ U a tedy

(7) U ∩
{
xσ′ | σ < σ′ ∈ Σ

}
6= ∅.

Odtud plyne, že x ∈ {xσ′ | σ < σ′ ∈ Σ} = Gσ. Proto x ∈
⋂
G.

Nechť x ∈
⋂
G. Buď dále σ ∈ Σ a U libovolné okolí bodu x. Potom platí,

že x ∈ Gσ a proto platí (7), což znamená, že existuje σ′ > σ tak, že xσ′ ∈ U .
Odtud je vidět, že x je hromadným bodem sítě S. �

Tvrzení 3.1.4. Topologický prostor je kvazikompaktní právě když má
každá síť v X hromadný bod.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že je topologický prostor X kvazikom-
paktní. Buď S = 〈xσ | σ ∈ Σ〉 libovolná síť v X. Pro každé σ ∈ Σ de-
finujme množinu Gσ předpisem (6) a položme G := {Gσ | σ ∈ Σ} jako v
Lemmatu 3.1.3. Z toho, že je uspořádaná množina Σ usměrněná, snadno
nahlédneme, že G má konečnou průnikovou vlastnost. Podle předpokladu je
prostor X kvazikompaktní, a proto je

⋂
G 6= ∅. Vzhledem k Lemmatu 3.1.3

má síť S alespoň jeden hromadný bod.
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(⇐) Předpokládejme, že má každá síť v prostoru X hromadný bod.
Buď G množina uzavřených podmnožin prostoru X s konečnou průniko-
vou vlastností. Buď Σ množina všech neprázdných konečných podmnožin
G uspořádaná inkluzí. Je zřejmé, že je množina Σ usměrněná. Pro každé
F ∈ Σ zvolme xF ∈

⋂
F . To lze neboť z toho, že G má konečnou průniko-

vou vlastnost plyne, že je průnik
⋂
F neprázdný. Podle předpokladu má síť

S = 〈xF | F ∈ Σ〉 hromadný bod. Označme x jeden takový. Buď G ∈ G a U
libovolné okolí bodu x. Potom existuje konečná F ⊆ G taková, že G ∈ F a
xF ∈ U . Odtud je vidět, že také xF ∈ G. Proto je U ∩ G 6= ∅. To platí pro
každé okolí bodu x, odkud dostaneme, že x ∈ G = G (neboť G je uzavřená).
Ukázali jsme, že x ∈

⋂
G. �

Důsledek 3.1.5. Hausdorffův topologický prostor je kompaktní právě
když má každá síť v X hromadný bod.

3.2. Normalita kompaktních prostorů

O všech topologických prostorech, které se vyskytnou v této části budeme
předpokládat, že jsou Hausdorffovy.

Řekneme, že podmnožina K topologického prostoru (X, τ) je kompaktní,
je-li z každého otevřeného pokrytí A této množiny možné vybrat konečnou
podmnožinu B ⊆ A tak, že K ⊆

⋃
B.

Lemma 3.2.1. Uzavřená podmnožina kompaktního prostoru X je kom-
paktní.

Důkaz. Buď G uzavřená podmnožinaX a A otevřené pokrytí G. Potom
je A′ := A∪{X \G} otevřené pokrytí X a protože je prostor X kompaktní,
existuje konečná B′ ⊆ A′ taková, že X =

⋃
B′. Odtud ihned nahlédneme, že

B = B′ \ {X \G} ⊆ A je konečná a G ⊆
⋃
B. �

Lemma 3.2.2. Buď X regulární (tj., T3) topologický prostor, G jeho uza-
vřená a K jeho kompaktní podmnožina. Jsou-li množiny G a K disjunktní,
existují disjunktní otevřené množiny A, B takové, že G ⊆ A a K ⊆ B.

Důkaz. Protože je prostor X regulární, existují pro každý bod x ∈ K
disjunktní otevřené množiny Ax a Bx takové, že G ⊆ Ax a x ∈ Bx. Množiny
Bx, x ∈ K, tvoří otevřené pokrytí K. Protože je K kompaktní podmnožina
X, existuje konečná I ⊆ K taková, že K ⊆

⋃
x∈I Bx. Položme A :=

⋂
x∈I Ax

a B :=
⋃

x∈I Bx. Protože je množina I konečná, jsou obě množiny A,B
otevřené. Množinu I jsme volili tak, že K ⊆ A. Protože G ⊆ Bx pro všechna
x ∈ I, je G ⊆ B. Z distributivity průniku a sjednocení dostaneme, že

A ∩B =
( ⋂

x∈I

Ax

)
∩
( ⋃

x∈I

Bx

)
=
⋃

x∈I

(( ⋂

x∈I

Ax

)
∩Bx

)

⊆
⋃

x∈I

(Ax ∩Bx) = ∅.

Proto jsou množiny A a B disjunktní. �
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Lemma 3.2.3. Pro každou dvojici K,L disjunktních kompaktních pod-
množin topologického prostoru X existují disjunktní otevřené množiny A,B
takové, že K ⊆ A a L ⊆ B.

Důkaz. Prostor X je dle předpokladu v úvodu podkapitoly Hausdorffův
a proto pro každou dvojici bodů x ∈ K a y ∈ L existují disjunktní otevřené
množiny Ax,y a Bx,y takové, že x ∈ Ax,y a y ∈ Bx,y.

Fixujme x ∈ K. Množiny Bx,y, y ∈ L, tvoří otevřené pokrytí množiny
L a protože je tato množina kompaktní, existuje konečná Jx ⊆ L tak, že
L ⊆

⋃
y∈Jx

Bx,y. Položme Ax :=
⋂

y∈Jx
Ax,y a Bx :=

⋃
y∈Jx

Bx,y. Protože je
množina Jx konečná, jsou obě množiny Ax a Bx otevřené a z toho, že x ∈ Ax,y

pro všechna y ∈ L plyne, že x ∈ Ax. Z definice je patrné, že L ⊆ Bx. Podobně
jako v předchozím důkazu dostaneme z distributivity průniku a sjednocení
dostaneme, že

Ax ∩Bx =
( ⋂

y∈Jx

Ax,y

)
∩
( ⋃

z∈Jx

Bx,z

)
=
⋃

z∈Jx

(( ⋂

y∈Jx

Ax,y

)
∩Bx,z

)

⊆
⋃

z∈Ix

(Ax,z ∩Bx,z) = ∅.

Množiny Ax, x ∈ K, tvoří otevřené pokrytí K a protože je množina
K kompaktní, existuje konečná I ⊆ K tak, že K ⊆

⋃
x∈I Ax. Položíme

A :=
⋃

x∈I Ax a B :=
⋃

x∈I Bx. Z konečnosti množiny I plyne, že jsou obě
množiny A a B otevřené. Protože L ⊆ Bx pro všechna x ∈ K, je L ⊆ B.
Z distributivity průniku s jednocení ukážeme obdobně jako výše, že jsou
množiny A, B disjunktní. �

Podle Lemmatu 3.2.1 je každá uzavřená podmnožina kompaktního pro-
storu kompaktní. Z právě dokázaného Lemmatu 3.2.3 tak dostaneme, že

Věta 3.2.4. Každý kompaktní topologický prostor je normální.

Dalším důsledkem Lemmatu 3.2.3 je, že

Lemma 3.2.5. Každá kompaktní podmnožina topologického prostoru X
je v něm uzavřená.

Důkaz. Je-li K kompaktní podmnožina prostoru X a x bod v X \K,
potom podle Lemmatu 3.2.3 existují otevřené disjunktní A, B takové, že
K ⊆ A a x ∈ B. Jednoprvková množina {x} je totiž zřejmě kompaktní.
Proto pro každý bod x, který neleží v K existuje jeho okolí disjunktní s K.
Odtud plyne, že je množina K uzavřená. �



KAPITOLA 4

Součin topologických prostorů a Tichonovova věta

Abstrakt. Ukážeme, že topologický prostor (respektive Hausdorffův to-
pologický postor) je kvazikompaktní (respektive kompaktní) právě když z kaž-
dého pokrytí tohoto prostoru množinami nějaké sub-báze lze vybrat konečné
podpokrytí. Dále popíšeme topologii definovanou zobrazeními z dané množiny
do topologických prostorů. Je-to nejhrubší topologie na této množině taková,
že jsou všechna uvažovaná zobrazení spojitá. Speciálním případem takové to-
pologie je součinová topologie, která je definovaná projekcemi na jednotlivé
souřadnice. Rozmyslíme si, že konstrukce součinu zachovává oddělovací axi-
omy. Nakonec ukážeme Tichonovovu větu, že součin (kvazi)kompaktních to-
pologických prostorů je (kvazi)kompaktní.

4.1. (Kvazi)kompaktnost a sub-báze

Buď (Q,≤) uspořádaná množina. Řetězcem v Q budeme rozumět line-
árně uspořádanou podmnožinu Q.

Níže použijeme Zornovo lemma v následujícím tvaru:

Zornovo lemma. Buď Q neprázdná množina podmnožin množiny P
uspořádaná inkluzí taková, že pro každý neprázdný řetězec L v Q je

⋃
L ∈ Q.

Potom má Q maximální prvek.

Zornovo lemma je ekvivalentní s axiomem výběru a je nezávislé na ostat-
ních axiomech teorie množin.

Lemma 4.1.1. Buď (X, τ) topologický prostor a S sub-báze topologie τ .
Topologický prostor X je kvazikompaktní právě když lze z každého jeho pokrytí
množinami sub-báze S vybrat konečné podpokrytí.

Důkaz. (⇒) Tato implikace je zřejmá z definice.
(⇐) Symbolem P označme množinu všech pokrytí prostoru X ze kte-

rých nelze vybrat konečné podpokrytí. Na množině P uvažme uspořádání
inkluzí. Pro spor předpokládejme, že prostor X není kvazikompaktní, tj., že
je množina P neprázdná. Buď L řetězec v P a předpokládejme, že

⋃
L /∈ P .

To znamená, že z pokrytí
⋃
L lze vybrat konečné podpokrytí F . Protože je

množina L lineárně uspořádaná inkluzí a pokrytí F ⊆
⋃
L konečné, existuje

pokrytí Q ∈ L takové, že F ⊆ Q. To je ve sporu s tím, že Q ∈ P , neboť z Q
stejně jako z

⋃
L lze vybrat konečné podpokrytí F . Podle Zornova lemmatu

existuje maximální pokrytí M∈ P vzhledem k inkluzi.

25
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Položme T = S ∩M. Množina T je obsažena v M a proto z ní nelze
vybrat konečné podpokrytí. Současně množina T sestává z množin sub-báze
S. Vzhledem k našemu předpokladu, že každé pokrytí prostoru X množinami
sub-báze S obsahuje konečné podpokrytí, existuje y ∈ X \

⋃
T . ProtožeM

pokrývá X, existuje Y ∈M obsahující bod y. Protože S je zub-báze, existují
S1, . . . , Sn ∈ S tak, že y ∈

⋂n
i=1 Si ⊆ Y . Protože y /∈

⋃
M, Si /∈ M, pro

všechna i = 1, . . . , n. Vzhledem k maximalitě M v množině P , lze z každé
z množin M ∪ {Si}, i = 1, . . . , n, vybrat konečné pokrytí. Proto existují
množiny Z1, . . . , Zm ∈M takové, že

X = Si ∪
m⋃

j=1

Zj ,

pro všechna i = 1, . . . , n. Odtud plyne, že

X =
n⋂

i=1


Si ∪

m⋃

j=1

Zj


 =

(
n⋂

i=1

Si

)
∪




m⋃

j=1

Zj


 ⊆ Y ∪




m⋃

j=1

Zj


 .

To je ve sporu s předpokladem, že z množinyM nelze vybrat konečné pokrytí
X, neboť {Y, Z1, . . . , Zm} ⊆ M. �

Důsledek 4.1.2. Buď (X, τ) Hausdorffův topologický prostor a S sub-
báze topologie τ . Topologický prostor X je kompaktní právě když lze z každého
jeho pokrytí množinami sub-báze S vybrat konečné podpokrytí.

4.2. Součin topologických prostorů

Nechť τ, υ jsou topologie na množině X. Řekneme, že topologie τ je
jemnější než topologie υ, je-li υ ⊆ τ . Ekvivalentně řekneme, že topologie
υ je hrubší než topologie τ . Všimněme si, že topologie τ je jemnější než
topologie υ právě když je identické zobrazení (X, τ)→ (X, υ) spojité.

Definice. Nechť Y je množina, 〈(Yi, τi) | i ∈ I〉 soubor topologických
prostorů a F := 〈fi : Y → Yi | i ∈ I〉 soubor zobrazení. Topologii τ jejíž sub-
báze je tvořena množinou

{
f−1
i (A) | i ∈ I a A ∈ τi

}
nazveme topologií gene-

rovanou souborem zobrazení F1.

Z definice je zřejmé, že topologie generovaná souborem zobrazení F je
nejhrubší topologií na množině Y takovou, že jsou zobrazení fi : (Y, τ) →
(Yi, τi), i ∈ I, spojitá.

Lemma 4.2.1. Buď 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologických prostorů, Y prostor
s topologií generovanou souborem zobrazení 〈fi : Y → Yi | i ∈ I〉 a X topolo-
gický prostor. Potom je zobrazení f : X → Y spojité právě když jsou spojitá
všechna složení fi ◦ f , i ∈ I.

1Předpokládáme, že prostory (Yi, τi) jsou dány z kontextu.
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Důkaz. (⇒) Je-li zobrazení f : X → Y spojité, jsou spojitá i složení
fi ◦ f , i ∈ I. (⇐) Předpokládejme, že jsou všechna složení fi ◦ f , i ∈ I,
spojitá. Potom pro každé i ∈ I a každou otevřenou podmnožinu A ⊆ Yi
platí, že je množina (fi ◦ f)

−1(A) = f−1(f−1
i (A)) spojitá. Podle definice je

množina
{
f−1
i (A) | i ∈ I a A ⊆ Yi otevřená

}
sub-bázi prostoru Y . Vzhledem

k Lemmatu 2.1.4 je zobrazení f : X → Y spojité. �

Definice. Buď 〈(Xi, τi) | i ∈ I〉 soubor topologických prostorů. Uvažme
množinu ∏

i∈I

Xi :=
{
〈xi〉i∈I | ∀ i ∈ I : xi ∈ Xi

}
.

Pro každé i ∈ I dále uvažme projekci pi :
∏

i∈I Xi → Xi danou předpisem
〈xi〉i∈I 7→ xi. Na množině

∏
i∈I Xi uvažme topologii τ =

∏
i∈I τi genero-

vanou souborem zobrazení 〈pi | i ∈ I〉. Potom nazveme topologický prostor
(
∏

i∈I Xi, τ) součinem prostorů Xi, i ∈ I. Topologii τ nazveme součinovou
topologií tohoto prostoru.

Z definic je ihned vidět, že sub-báze topologie τ sestává z množin

p−1
j (A) =

{
〈xi〉i∈I | xj ∈ A

}
,

kde j ∈ I a A ∈ τj . Je zřejmé, že podmínku A ∈ τj můžeme nahradit
podmínkou A ∈ Sj , kde Sj jsou sub-báze topologií τj , j ∈ I.

Protože konečné průniky množin nějaké sub-báze daného topologického
prostoru tvoří jeho bázi platí, že

Tvrzení 4.2.2. Množiny tvaru
∏

i∈I Ai, kde Ai ∈ τi a Ai = Xi pro skoro
všechna2 i ∈ I tvoří bázi topologie

∏
i∈I τi.

Podmínku Ai ∈ τi lze nahradit podmínkou Ai ∈ Bi, kde Bi jsou báze
prostorů Xi, i ∈ I.

Je-li indexová množina I konečná, pro jednoduchost předpokládejme I =
{1, . . . , n}, je báze součinu

∏n
i=1Xi tvořena množinami tvaru

∏n
i=1Ai, kde

Ai je otevřená podmnožina Xi pro všechna i = 1, . . . , n.
Z Lemmatu 4.2.1 a z definice kartézského součinu ihned plyne, že

Věta 4.2.3. Buď 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologických prostorů a X topolo-
gický prostor. Zobrazení f : X →

∏
i∈I Yi je spojité právě když jsou spojitá

všechna složení pi ◦ f , i ∈ I, tohoto zobrazení s projekcemi na jednotlivé
složky kartézského součinu.

Lemma 4.2.4. Nechť je dán soubor topologických prostorů 〈Xi | i ∈ I〉 a
pro každé i ∈ I podmnožina Yi ⊆ Xi. Potom platí, že

∏

i∈I

Yi =
∏

i∈I

Yi.

2Existuje konečná F ⊆ I taková, že Ai = Xi pro všechna i ∈ I \ F .
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Důkaz. Předpokládejme, že 〈xi〉i∈I ∈
(∏

i∈I Xi

)
\
(∏

i∈I Yi
)
. Potom

existuje i ∈ I takové, že xi /∈ Yi. Podle definice kartézského součinu je
p−1
i (Xi \ Yi) okolím 〈xi〉i∈I , které je disjunktní s

∏
i∈I Yi. Proto je množina∏

i∈I Yi uzavřená, odkud je vidět, že
∏

i∈I Yi ⊆
∏

i∈I Yi.
Nechť naopak 〈xi〉i∈I ∈

∏
i∈I Yi. Buď U okolí 〈xi〉i∈I . Potom U obsahuje

podmnožinu tvaru
∏

i∈I Ui, kde Ui je okolí xi v Xi pro každé i ∈ I (a Ui = Xi

pro skoro všechna i ∈ I). Z toho, že 〈xi〉i∈I ∈
∏

i∈I Yi plyne, že xi ∈ Yi pro
všechna i ∈ I. Odtud dostaneme, že Ui ∩ Yi 6= ∅ pro všechna i ∈ I a tedy
U ∩

∏
i∈I Yi 6= ∅. Proto platí, že 〈xi〉i∈I ∈

∏
i∈I Yi. Ukázali jsme tak, že∏

i∈I Yi ⊆
∏

i∈I Yi. �

Důsledek 4.2.5. Nechť je dán soubor topologických prostorů 〈Xi | i ∈ I〉
a pro každé i ∈ I podmnožina ∅ 6= Gi ⊆ Xi. Potom je součin

∏
i∈I Gi uza-

vřený v
∏

i∈I Xi, právě když jsou podmnožiny Gi uzavřené v Xi pro všechna
i ∈ I.

Připomeňme, že symbolem I značíme podprostor 〈0, 1〉 reálné přímky.

Lemma 4.2.6. Nechť X je topologický prostor, J konečná množina a
〈fj : X → I | j ∈ J〉 soubor spojitých zobrazení. Potom je zobrazení f : X → I
definované předpisem x 7→ maxj∈J fj(x) spojité.

Důkaz. Intervaly (a, 1〉 a 〈0, a), kde 0 < a < 1, tvoří sub-bázi prostoru
I. Vzhledem k Lemmatu 2.1.4 stačí ukázat, že jsou vzory těchto intervalů ote-
vřené. Nechť a ∈ (0, 1) a nechť x ∈ X je takové, že a < f(x) = maxj∈J fj(x).
Potom existuje j ∈ J takové, že a < fj(x). Podle předpokladu je zobrazení
fj spojité, a proto existuje okolí U bodu x takové, že a < fj(y) pro každé
y ∈ U . Vzhledem k tomu, že fj(y) ≤ f(y), je také a < f(y) pro každé y ∈ U .
Proto je f−1((a, 1〉) otevřená podmnožina X. Buď nyní x ∈ X takové, že
f(x) < a. Potom pro každé j ∈ J platí nerovnost fj(x) < a. Ze spojitosti
zobrazení fj plyne, že existuje okolí Uj bodu x takové, že fj(y) < a pro
každé y ∈ Uj . Potom je x ∈ U =

⋂
j∈J Uj , množina U je okolím bodu x a

je-li y ∈ U , je fj(y) < a pro všechna j ∈ J . Odtud plyne, že f(y) < a pro
všechna y ∈ U . Vidíme, že je množina f−1(〈0, a)) otevřená. �

Tvrzení 4.2.7. Buď j ∈ {0, 1, 2, 3, 31
2}. Je-li 〈Xi | i ∈ I〉 soubor Tj pro-

storů, potom je součin
∏

i∈I Xi také Tj prostorem.

Důkaz. Tvrzení ukážeme pro j = 2 a j = 31
2 . Zbylé případy ponecháme

jako cvičení.
Předpokládejme, že Xi, i ∈ I, jsou T2 prostory. Nechť 〈xi〉i∈I a 〈yi〉i∈I

jsou dva různé prvky součinu
∏

i∈I Xi. Existuje i ∈ I tak, že xi 6= yi. Pro-
tože je prostor Xi Hausdorffův, existují disjunktní otevřené A,B ⊆ Xi ta-
kové, že xi ∈ A a yi ∈ B. Potom jsou p−1

i (A) a p−1
i (B) disjunktní ote-

vřené podmnožiny kartézského součinu
∏

i∈I Xi takové, že 〈xi〉i∈I ∈ p
−1
i (A)

a 〈yi〉i∈I ∈ p
−1
i (B). Proto je součin

∏
i∈I Xi Hausdorffův.
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Předpokládejme, že Xi, i ∈ I, jsou T3 1
2

prostory. Potom jsou všechny
Hausdorffovy a tedy jejich součin je Hausdorffův, speciálně je T1. Nechť
〈xi〉i∈I je prvek a G je uzavřená podmnožina součinu

∏
i∈I Xi a předpo-

kládejme, že 〈xi〉i∈I /∈ G. Buď B báze součinu
∏

i∈I Xi popsaná v Tvr-
zení 4.2.2. Protože je množina G uzavřená, existuje A =

∏
i∈I Ai ∈ B

obsahující x a disjunktní s G. Navíc existuje konečná podmnožina J in-
dexové množiny I, taková, že Ai = Xi pro každé i ∈ I \ J . Protože pro-
story Xi, i ∈ I, jsou všechny T3 1

2
, existuje pro každé j ∈ J spojité zob-

razení fj : Xj → I takové, že fj(xj) = 0 a fj(Xj \ Aj) = {1}. Položme
f = maxj∈J(fj ◦ pj) (kde pj :

∏
i∈I Xi → Xj jsou kanonické projekce).

Vzhledem k Lemmatu 4.2.6 je zobrazení f spojité. Pro každé j ∈ J platí,
že (fj ◦ pj)(〈xi〉i∈I) = fj(xj) = 0, odkud je vidět, že f(〈xi〉i∈I) = 0. Buď
〈yi〉i∈I ∈ G. Protože jsou množiny A a G disjunktní, existuje j ∈ J ta-
kové, že yj /∈ Aj . Potom je (fj ◦ pj)(〈yi〉i∈I) = fj(yj) = 1, odkud plyne, že
f(〈yi〉i∈I) = 1. �

Poznámka. Poznamenejme, že kartézský součin dvou normálních pro-
storů nemusí být normální.

4.3. (Kvazi)kompaktnost a součin

Nechť 〈(Xi, τi) | i ∈ I〉 je soubor topologických prostorů. Sub-báze topo-
logie jejich součinu

∏
i∈I Xi je podle definice množina S :=

{
p−1
i (A) | A ∈ τi

}
.

Pro každou množinu S ∈ S zvolme iS ∈ I tak, že S = p−1
iS

(A) pro nějakou
A ∈ τiS a položme AS := A.

Věta 4.3.1 (Tichonovova). Nechť 〈Xi | i ∈ I〉 je soubor kvazikompaktních
prostorů. Potom je součin

∏
i∈I Xi kvazikompaktní.

Důkaz. Buď S :=
{
p−1
i (A) | A ∈ τi

}
sub-báze součinu 〈Xi | i ∈ I〉 a de-

finujme iS pro každé S ∈ S jako v úvodu podkapitoly. Podle Lemmatu 4.1.1
stačí ukázat, že z každého pokrytí T prostoru 〈Xi | i ∈ I〉 množinami sub-
báze S lze vybrat konečné podpokrytí. Pro každé i ∈ I Ti := {T ∈ T | iT = i}.

Ukážeme, že existuje k ∈ I takové, že Xk =
⋃

T∈Tk
AT . Pro spor předpo-

kládejme opak. Potom pro každé i ∈ I existuje xi ∈ Xi \
⋃

T∈Ti
AT . Protože∏

i∈I Xi =
⋃
T , existuje S ∈ T tak, že 〈xi〉i∈I ∈ S. Potom ale xiS ∈ AS , což

je ve sporu s volbou xiS ∈ XiS \
⋃

T∈TiS
AT neboť S ∈ TiS .

Protože je prostorXk kvazikompaktní, existuje konečná podmnožina J ⊆
Tk taková, že Xk =

⋃
j∈J ATj

. Potom je ale
∏

i∈I Xi =
⋃

j∈J Tj a proto je
{Tj | j ∈ J} konečné podpokrytí vybrané z T . �

Z Tvrzení 4.2.7 a Věty 4.3.1 ihned plyne, že

Důsledek 4.3.2. Součin kompaktních prostorů je kompaktní.





KAPITOLA 5

Otevřená a uzavřená zobrazení, diagonální
zobrazení

Abstrakt. Charakterizujeme otevřená a uzavřená zobrazení. Dále de-
finujeme diagonální zobrazení (určené souborem zobrazení) do součinu topo-
logických prostorů a ukážeme, že pokud daný soubor zobrazení odděluje body
a otevřené množiny a výchozí prostor je alespoň T1, je diagonální zobrazení
homeomorfním vnořením. Pomocí tohoto tvrzení ukážeme, že Tichonovovy
prostory jsou právě podprostory kompaktních prostorů, a že kompaktní pro-
story jsou právě prostory homeomorfní uzavřeným podprostorům kartézských
mocnin uzavřeného jednotkového intervalu I = 〈0, 1〉.

5.1. Otevřená a uzavřená zobrazení

Zobrazení f : X → Y je uzavřené (resp. otevřené) je-li spojité a obrazem
každé uzavřené (resp. otevřené) podmnožiny prostoru X je uzavřená (resp.
otevřená) podmnožina prostoru Y .

Lemma 5.1.1. Nechť f : X → Y je spojité zobrazení. Zobrazení f je
uzavřené právě když pro každou podmnožinu Z ⊆ Y a každou otevřenou
podmnožinu A ⊆ X takovou, že f−1(Z) ⊆ A, existuje otevřená B ⊆ Y
taková, že Z ⊆ B a f−1(B) ⊆ A.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že je zobrazení f uzavřené. Protože je A
otevřená, je f(X \A) uzavřená podmnožina Y . Položme B := Y \ f(X \A).
Potom je B otevřená podmnožina Y . Protože f−1(Z) ⊆ A, je Z ⊆ Y \f(X \
A) = B. Protože B ∩ f(X \A) = ∅ platí, že f−1(B) ⊆ A.

(⇐) Buď G uzavřená podmnožina prostoru X. Položme A := X \ G a
Z := Y \f(G). Protože je G uzavřená, je množina A otevřená. Dále platí, že

f−1(Z) = f−1(Y \ f(G)) = X \ f−1(f(G)) ⊆ X \G = A.

Podle předpokladu existuje otevřená B ⊆ Y taková, že Z ⊆ B a současně
f−1(B) ⊆ A. Protože Z = Y \f(G), dostaneme z inkluze Z ⊆ B, že Y = B∪
f(G). Protože A = X \G, plyne z f−1(B) ⊆ A, že B∩f(G) = ∅. Dostáváme
tak, že B = Y \ f(G) a protože je B otevřená, je f(G) uzavřená. �

Podobně bychom ukázali, že

Lemma 5.1.2. Nechť f : X → Y je spojité zobrazení. Zobrazení f je
otevřené právě když pro každou podmnožinu Z ⊆ Y a každou uzavřenou

31
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podmnožinu G ⊆ X takovou, že f−1(Z) ⊆ G, existuje uzavřená H ⊆ Y
taková, že Z ⊆ H a f−1(H) ⊆ G.

Z Lemmatu 5.1.1 odvodíme, že

Lemma 5.1.3. Nechť f : X → Y je spojité zobrazení. Zobrazení f je
uzavřené právě když pro každý bod y ∈ Y a každou otevřenou A ⊆ X takovou,
že f−1(y) ⊆ A existuje okolí U bodu y takové, že f−1(U) ⊆ A.

Důkaz. (⇒) Plyne z Lemmatu 5.1.1, položíme-li Z = {y}. (⇐) Nechť
Z ⊆ Y a A ⊆ X je taková, že f−1(Z) ⊆ A. Pro každé z ∈ Z je potom
f−1(z) ⊆ f−1(Z) ⊆ A a proto existuje okolí Uz bodu z takové, že f−1(Uz) ⊆

A. Položme B =
⋃

z∈Z Ŭz. Snadno nahlédneme, že Z ⊆ B, B je otevřená a
f−1(B) ⊆ A. Z Lemmatu 5.1.1 nyní plyne, že je zobrazení f uzavřené. �

Následující věta plyne ihned z Lemmatu 2.1.2:

Věta 5.1.4. Nechť X,Y jsou topologické prostory a f : X → Y bijekce.
Potom je ekvivalentní:

(1) zobrazení f je homeomorfismus;
(2) zobrazení f je otevřené;
(3) zobrazení f je uzavřené.

5.2. Diagonální zobrazení

Buď 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologických prostorů, X topologický prostor a
F := 〈fi : X → Yi | i ∈ I〉 soubor spojitých zobrazení. Jako dosud budeme
značit pi :

∏
i∈I Yi → Yi kanonické projekce na jednotlivé složky kartézského

součinu prostoru Yi. Diagonálou souboru F budeme rozumět zobrazení

(8) ∆F : X →
∏

i∈I

Yi, dané předpisem x 7→ 〈fi(x)〉i∈I .

Lemma 5.2.1. Platí, že pi ◦ ∆F = fi pro všechna i ∈ I. Je-li g : X →∏
i∈I Yi zobrazení takové, že pi ◦ gi = fi pro všechna i ∈ I, potom g = ∆F .

Důkaz. Lemma plyne z rovnosti

pi(〈yi〉i∈I) = yi,

pro všechna i ∈ I a všechna 〈yi〉i∈I ∈
∏

i∈I Yi. �

Symbolem 1X budeme značit identický homeomorfismus na topologickém
prostoru X.

Věta 5.2.2. Buď 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologických prostorů. Nechť Y je
topologický prostor a F := 〈fi : Y → Yi | i ∈ I〉 soubor spojitých zobrazení.
Potom je ekvivalentní:

(1) Pro každý topologický prostor X a každý soubor spojitých zobrazení
G := 〈gi : X → Yi | i ∈ I〉 existuje právě jedno spojité spojité zobra-
zení δG : X → Y takové, že fi ◦ δG = gi pro všechna i ∈ I.
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(2) Zobrazení ∆F : Y →
∏

i∈I Yi definované předpisem (8) je homeo-
morfismus.

Důkaz. (1 ⇒ 2) Uvažme soubor P :=
〈
pj :

∏
i∈I Yi → Yj | j ∈ I

〉
ka-

nonických projekcí. Z předpokladů plyne, že existuje právě jedno zobrazení
δP :

∏
i∈I Yi → X takové, že fi ◦ δP = pi pro všechna i ∈ I. Podle Lem-

matu 5.2.1 platí, že pi ◦∆F = fi pro každé i ∈ I. Odtud plyne, že

pi ◦∆F ◦ δP = pi a fi ◦ δP ◦∆F = fi

platí pro všechna i ∈ I. Z jednoznačnosti zobrazení s těmito vlastnostmi
plyne, že

∆F ◦ δP = 1∏
i∈I Yi

a δP ◦∆F = 1Y .

Proto jsou ∆F a δP vzájemně inverzními homeomorfismy, tj. δP = ∆−1
F .

(2 ⇒ 1) Předpokládejme, že ∆F je homeomorfismus. Položme δG :=
∆−1

F ◦∆G . Potom platí, že

fi ◦ δG = fi ◦∆
−1
F ◦∆G = pi ◦∆F ◦∆

−1
F ◦∆G = pi ◦∆G = gi

pro všechna i ∈ I. Zbývá ukázat jednoznačnost. Buď δ′ : X → Y zobrazení
takové, že fi ◦ δ

′ = gi pro všechna i ∈ I. Potom pi ◦ ∆F ◦ δ
′ = gi pro

všechna i ∈ I. Z Lemmatu 5.2.1 plyne jednoznačnost zobrazení ∆G a proto
∆F ◦ δ

′ = ∆G . Odtud již snadno odvodíme, že

δG = ∆−1
F ◦∆G = ∆−1

F ◦∆F ◦ δ
′ = δ′.

�

Definice. Řekneme, že spojité zobrazení f : X → Y odděluje body a
uzavřené množiny pokud pro každý bod x ∈ X a každou uzavřenou G ⊆ X
takovou, že x /∈ G platí, že f(x) /∈ f(G).

Lemma 5.2.3. Buď f : X → Y prosté spojité zobrazení, které odděluje
body a uzavřené množiny. Potom je f homeomorfní vnoření na podprostor
Y .

Důkaz. Vzhledem k Větě 5.1.4 stačí ukázat, že je zobrazení f : X →
f(X) uzavřené. Buď G uzavřená podmnožina X a x ∈ X \ G. Protože
zobrazení f odděluje body a uzavřené množiny platí, že f(x) /∈ f(G). Odtud
plyne, že je f(X) \ f(G) okolím bodu f(x) v podprostoru f(X). Protože je
množina f(X)\f(G) okolím každého svého bodu, je otevřená v f(X). Odtud
plyne, že f(G) je uzavřená v f(X). �

Definice. Buď X topologický prostor, 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologických
prostorů a F = 〈fi : X → Yi | i ∈ I〉 soubor spojitých zobrazení.

(a) Řekneme, že soubor F odděluje body pokud pro každé x 6= y z X
existuje i ∈ I takové, že fi(x) 6= fi(y).

(b) Řekneme, že soubor F odděluje body a uzavřené množiny pokud pro
každý bod x ∈ X a každou uzavřenou G ⊆ X takovou, že x /∈ G
existuje i ∈ I takové, že fi(x) /∈ fi(G).
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Lemma 5.2.4. Buď X topologický prostor, 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologic-
kých prostorů a F = 〈fi : X → Yi | i ∈ I〉 soubor spojitých zobrazení. Potom
platí, že

(1) soubor F odděluje body právě když je zobrazení ∆F : X →
∏

i∈I Yi
prosté.

(2) pokud soubor F odděluje body a uzavřené množiny, pak zobrazení
∆F : X →

∏
i∈I Yi odděluje body a uzavřené množiny.

Důkaz. Část (1) je zřejmá z definice. Ukážeme (2). Předpokládejme, že
soubor F odděluje body a uzavřené množiny. Buď G uzavřená podmnožina
X a x /∈ G bod. Vzhledem k Lemmatu 4.6 platí, že

(9) ∆F (G) ⊆
∏

i∈I

fi(G) =
∏

i∈I

fi(G).

Protože soubor F odděluje body a uzavřené množiny, existuje i ∈ I takové,
že fi(x) /∈ fi(G). Odtud plyne, že ∆F (x) /∈

∏
i∈I fi(G). Vzhledem k (9)

odtud dostaneme, že ∆F (x) /∈ ∆F (G). �

Všimněme si, že pokud X je T1 prostor a zobrazení f : X → Y odděluje
body a uzavřené množiny, potom f odděluje body. Vzhledem k Lemma-
tům 5.2.3 a 5.2.4 pak platí, že

Lemma 5.2.5. Buď X topologický prostor, 〈Yi | i ∈ I〉 soubor topologic-
kých prostorů a F = 〈fi : X → Yi | i ∈ I〉 soubor spojitých zobrazení. Pokud
X je T1 prostor a soubor F odděluje body a uzavřené množiny, je ∆F home-
omorfní vnoření.

5.3. Vnoření do kompaktních prostorů

Jako v předchozím nechť I značí podprostor reálné přímky 〈0, 1〉. Je-li
dán topologický prostor X a množina I, budeme značit XI :=

∏
i∈I Xi, kde

Xi = X pro všechna i ∈ I. Prostor XI budeme nazývat kartézskou mocninou
prostoru X.

Lemma 5.3.1. Buď i ∈ {0, 1, 2, 3, 31
2}. Každý podprostor Ti prostoru je

také Ti prostor.

Důkaz. Důkazy pro jednotlivá i jsou přímočaré. Omezíme se na případy
i = 1 a i = 31

2 .
Nechť i = 1, X je T1 prostor a Y je podprostor X. Pro každý bod

y ∈ Y je {y} uzavřená podmnožina X a tedy je to také uzavřená podmnožina
podprostoru Y . Odtud plyne, že Y je T1 prostor.

Nechť i = 31
2 , X je T3 1

2
prostor a Y je podprostor X. Buď y ∈ Y a

G ⊆ Y uzavřená v Y taková, že y /∈ G. Existuje H uzavřená v X taková,
že G = H ∩ Y . Protože y /∈ G, je y /∈ H. Prostor X je T3 1

2
a proto existuje

spojité zobrazení f : X → I taková, že f(x) = 0 a f(H) = {1}. Potom je
restrikce f ↾ Y spojité zobrazení Y → I oddělující x a G. �
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Lemma 5.3.2. Každý Tichonovův prostor lze homeomorfně vnořit do kar-
tézské mocniny intervalu I.

Důkaz. Nechť X je T3 1
2

prostor. Buď F := 〈fj : X → I | j ∈ J〉 systém
všech spojitých zobrazení z X do I. Protože je prostor X Tichonovův, systém
zobrazení F odděluje body a uzavřené množiny. Podle Lemmatu 5.2.5 je
∆F : X → IJ homeomorfní vnoření. �

Věta 5.3.3. Topologický prostor je T3 1
2

právě když je homeomorfní pod-
prostoru kompaktního prostoru.

Důkaz. (⇒) Podle předchozího lemmatu lze každý T3 1
2

prostor vnořit do
kartézské mocniny I. Interval I je kompaktní a podle Důsledku 4.3.2 je každá
jeho kartézská mocnina kompaktní. (⇐) Podle Věty 3.2.4 je každý kompaktní
prostor normální. Vzhledem k Důsledku 2.2.8 je každý kompaktní prostor
Tichonovův. Z Lemmatu 5.3.1 odvodíme, že je Tichonovův také každý pod-
prostor homeomorfní podprostoru kompaktního prostoru. �

Věta 5.3.4. Topologický prostor je kompaktní právě když je homeomorfní
uzavřenému podprostoru kartézské mocniny I.

Důkaz. (⇒) Kompaktní prostor je Tichonovův a proto jej lze home-
omorfně vnořit do kartézské mocniny intervalu I. Podle Lemmatu 3.2.5 je
obraz tohoto vnoření uzavřený. (⇐) Podle Důsledku 4.3.2 je kartézská moc-
nina intervalu I kompaktní a vzhledem k Lemmatu 3.2.1 je také její uzavřený
podprostor kompaktní. �

Poznámka. Niemytzkého rovina je příkladem Tichonovova prostoru,
který není normální. Podle Věty 5.3.3 je vnořitelná do kompaktního a proto
normálního prostoru. Odtud je vidět, že podprostor normálního prostoru ne-
musí být normální.





KAPITOLA 6

Husté podmnožiny, lokálně kompaktní prostory

Abstrakt. Nejprve se podíváme na některé vlastnosti hustých podmno-
žin topologických prostorů, zejména v souvislosti se spojitými zobrazeními.
Pak definujeme lokálně kompaktní topologické prostory a ukážeme, že jsou Ti-
chonovovy. Nakonec charakterizujeme lokálně kompaktní prostory jako husté
otevřené podmnožiny kompaktních prostorů.

6.1. Husté podmnožiny

Řekneme, že podmnožina H topologického prostoru X je hustá, jestliže
H ∩ A 6= ∅ pro každou neprázdnou otevřenou A ⊆ X. Snadno nahlédneme,
že H ⊆ X je hustá právě když X = H.

Příklad 6.1.1. Platí, že
• množina Q všech racionálních čísel je hustou podmnožinou reálné

přímky R,
• množina

{
〈xi〉i∈I | xi = 0 pro skoro všechna I

}
je hustou podmno-

žinou kartézské mocniny 2I diskrétního dvouprvkového prostoru.

Řekneme, že podmnožina R topologického prostoru X je řídká, je-li mno-
žina X \R hustá.

Příklad 6.1.2. Cantorovo diskontinuum je uzavřená řídká podmnožina
uzavřeného intervalu I = 〈0, 1〉 mohutnosti kontinua.

Topologický prostor je separabilní, jestliže má (nejvýše) spočetnou hustou
podmnožinu. Příklad 6.1.1 sestává ze separabilních Hausdorffových prostorů
mohutnosti kontinua (ve druhém případě pokud je množina I spočetná).

Tvrzení 6.1.1. Buď H hustá podmnožina topologického prostoru X. Pro
každou otevřenou A ⊆ X platí rovnost A = H ∩A.

Důkaz. Jistě platí, že A ∩H ⊆ A. Ukážeme opačnou inkluzi. Nechť x ∈
A a U je otevřené okolí x. Potom je A∩U neprázdná otevřená podmnožina
X. Protože je množina H hustá, je množina H ∩ A ∩ U neprázdná. Odtud
je vidět, že x ∈ H ∩A. �

Lemma 6.1.2. Buď H hustá podmnožina topologického prostoru X. Nechť
Y je Hausdorffův topologický prostor a f, g : X → Y jsou spojitá zobrazení.
Potom

f ↾ H = g ↾ H =⇒ f = g.
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Důkaz. Předpokládejme, že f ↾ H = g ↾ H a existuje bod x ∈ X
takový, že f(x) 6= g(x). Protože je prostor Y Hausdorffův, existují disjunktní
otevřené A,B ⊆ Y takové, že f(x) ∈ A a g(x) ∈ B. Protože jsou zobrazení
f a g spojitá, jsou vzory f−1(A) a g−1(B) otevřené. Protože x ∈ f−1(A) ∩
g−1(B), je f−1(A) ∩ g−1(B) neprázdná otevřená podmnožina X. Protože je
H ⊆ X hustá, existuje

h ∈ H ∩ f−1(A) ∩ g−1(B).

Potom ale f(h) ⊆ A a zároveň g(h) ⊆ B. Protože jsou množiny A,B dis-
junktní, je f(h) 6= g(h). To je ve sporu s předpokladem f ↾ H = g ↾ H. �

6.2. Lokálně kompaktní prostory

Řekneme, že topologický prostor X je lokálně kompaktní, jestliže každý
bod x ∈ X má okolí U jehož uzávěr U je kompaktní. Všimněme si, že bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že U je otevřené okolí.

Lemma 6.2.1. Každý lokálně kompaktní prostor je Tichonovův1.

Důkaz. Buď X lokálně kompaktní topologický prostor. Nechť G je uza-
vřená podmnožina X a x ∈ X \ G. Protože prostor X je lokálně kom-
paktní, najdeme otevřené okolí U bodu x jehož uzávěr je kompaktní. Po-
ložme G0 := (G ∩ U) ∪ U \ U . Podle Věty 3.2.4 je každý kompaktní prostor
normální a podle Urysohnova Lemmatu 2.2.7 je Tichonovův. Proto existuje
spojité zobrazení g : U → I takové, že g(x) = 0 a g(G0) = {1}. Toto zobra-
zení rozšíříme na zobrazení f : X → I tak, že položíme f(X \ U) = {1}. Z
definic je vidět, že f(x) = g(x) = 0 a f(G) = {1}. Zbývá ukázat, že rozší-
ření f : X → I je spojité. Již dříve jsme nahlédli, že množiny 〈0, a) a (a, 1〉,
0 < a < 1, tvoří sub-bázi uzavřeného intervalu I = 〈0, 1〉. Buď tedy a reálné
číslo takové, že 0 < a < 1. Potom je f−1(〈0, a)) = g−1(〈0, a)) ⊆ U otevřená
podmnožina podprostoru U . Proto existuje otevřená podmnožina A prostoru
X taková, že f−1(〈0, a)) = A∩U = A∩U . Protože je U otevřené okolí bodu
x, je tento průnik otevřenou podmnožinou prostoru X. Vzor f−1((a, 1〉) je
otevřený právě když je jeho doplněk f−1(〈0, a〉) uzavřený. To je vidět z rov-
nosti f−1(〈0, a〉) = (X \ U) ∪ g−1(〈0, a〉) a z toho, že obě množiny X \ U a
g−1(〈0, a〉) jsou uzavřené v X. �

Lemma 6.2.2. Hustá lokálně kompaktní podmnožina Hausdorffova pro-
storu je otevřená.

Důkaz. Buď X Hausdorffův prostor a L lokálně kompaktní hustá pod-
množina X. Protože je podmnožina L lokálně kompaktní, existuje pro každé
x ∈ L otevřené okolí Ux takové, že Ux ∩ L je kompaktní podmnožinou
prostoru X. Podle Lemmatu 3.2.5 je množina Ux ∩ L uzavřená a proto
Ux ∩ L = Ux ∩ L. Odtud plyne, že je množina A := X \

(
Ux ∩ L

)
ote-

vřená. Protože Ux je otevřené okolí bodu x, je průnik A∩Ux otevřený. Je-li

1T3 1

2
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A ∩ Ux 6= ∅, existuje y ∈ (A ∩ Ux) ∩ L. To plyne z toho, že L je v X hustá.
Zároveň ale platí, že

A ∩ (Ux ∩ L) =
(
X \

(
Ux ∩ L

))
∩ (Ux ∩ L) = ∅.

Proto je A ∩ Ux = ∅. Odtud snadno nahlédneme, že Ux ⊆ L. To znamená,
že L je otevřená. �

Z předchozího lemmatu dostaneme okamžitě, že

Důsledek 6.2.3. Buď L lokálně kompaktní podmnožina Hausdorffova
prostoru X. Potom je L otevřenou podmnožinou L.

Lemma 6.2.4. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor, K kom-
paktní podmnožina X a A otevřená množina v X taková, že K ⊆ A. Potom
existuje otevřená množina U taková, že K ⊆ U ⊆ U ⊆ A a U je kompaktní.

Důkaz. Protože je prostor X lokálně kompaktní, existuje pro každý bod
x ∈ X otevřené okolí Ux tohoto bodu takové, že Ux je kompaktní. Současně,
protože lokálně kompaktní prostor je Tichonovův a tedy regulární, má každý
bod k ∈ K otevřené okolí Vk takové, že Vk ⊆ A. Položme Wk = Uk ∩ Vk
pro všechna k ∈ K. Všimněme si, že W k je uzavřenou podmnožinou kom-
paktní Uk a proto je kompaktní. Zároveň platí, že Wk ⊆ Vk ⊆ A. Množina
{Wk | k ∈ K} tvoří otevřené pokrytí K. Protože je K kompaktní, existuje
konečná J ⊆ K taková, že K ⊆

⋃
k∈J Wk. Položme U =

⋃
k∈J Wk. Snadno

nahlédneme, že sjednocením konečně mnoha kompaktních podmnožin X do-
staneme kompaktní podmnožinu X. Proto je U =

⋃
k∈J Wk kompaktní. Na-

konec protože Wk ⊆ A pro všechna k ∈ K, platí, že U ⊆ A. �

Z definice plyne, že je každý lokálně kompaktní prostor je Hausdorffův.

Věta 6.2.5. Buď X lokálně kompaktní prostor a L ⊆ X. Potom je ekvi-
valentní:

(1) Podmnožina L je lokálně kompaktní.
(2) Podmnožina L je otevřená v L.
(3) Platí, že L = A ∩ G, kde A je otevřená a G uzavřená podmnožina

X.

Důkaz. (1⇒ 2) Plyne z Důsledku 6.2.3. (2⇒ 3) Položíme G = L. Je-li
L otevřená v L, potom existuje otevřenáA ⊆ X taková, že L = A∩L = A∩G.
(3 ⇒ 1) Předpokládejme, že L = A ∩ G, kde A je otevřená a G uzavřená.
Zvolme x ∈ L libovolně. Vzhledem k Lemmatu 6.2.4 existuje otevřené okolí
U bodu x takové, že uzávěr U je kompaktní a je obsažen v A. Potom je
U ∩ G = U ∩ L uzavřenou a tedy kompaktní podmnožinou U . Proto je L
lokálně kompaktní. �





KAPITOLA 7

Rozšíření spojitých zobrazení, kompaktifikace

Abstrakt. Prostudujeme rozšíření spojitých zobrazení z podprostorů to-
pologických prostorů. Definujeme pojem kompaktifikace a uvážíme množinu
CCC(X) všech kompaktifikací Tichonovova prostoru X. Na množině CCC(X) de-
finujeme tranzitivní a reflexivní relaci (tj., předuspořádání) a ukážeme, že
ekvivalence indukovaná tímto předuspořádáním odpovídá homeomorfismům
kompaktifikací. Nakonec charakterizujeme lokálně kompaktní množiny pomocí
jejich kompaktifikací.

7.1. Rozšíření spojitých zobrazení

Buď F := 〈fi : Ai → Y | i ∈ I〉 soubor zobrazení do množiny Y . Řek-
neme, že soubor F je kompatibilní, pokud

fi ↾ (Ai ∩Aj) = fj ↾ (Ai ∩Aj) , (∀ i, j ∈ I).

Sjednocením kompatibilního souboru F je zobrazení
⋃
F =

⋃

i∈I

fi :
⋃

i∈I

Ai → Y.

Lemma 7.1.1. Nechť X,Y jsou topologické prostory a nechť 〈Ai | i ∈ I〉 je
otevřené pokrytí X. Nechť F := 〈fi : Ai → Y | i ∈ I〉 je kompatibilní soubor
spojitých zobrazení. Potom je zobrazení

⋃
F : X → Y spojité.

Důkaz. Buď B otevřená podmnožina Y a i ∈ I. Protože je zobrazení
fi : Ai → Y spojité, je f−1

i (B) otevřená podmnožina Ai. Podle definice exis-
tuje otevřená podmnožina Bi prostoru X taková, že f−1

i (B) = Bi ∩ Ai.
Protože je Ai otevřený podprostor X, je množina f−1

i (B) otevřená v X. Ze
zřejmé rovnosti

(⋃
F
)−1

(B) =
(⋃

i∈I

fi

)−1
(B) =

⋃

i∈I

f−1
i (B)

je vidět, že je množina (
⋃
F)−1 (B) otevřená. Proto je zobrazení

⋃
F spojité.

�

Řekneme, že soubor podmnožin Y = 〈Yi | i ∈ I〉 topologického prostoru
X je lokálně konečný (v X), pokud pro každý bod x ∈ X existuje okolí U
bodu x takové, že množina {i ∈ I | U ∩ Yi 6= ∅} je konečná. Všimněme si, že
je-li soubor Y lokálně konečný a J ⊆ I a Zj ⊆ Yj pro každé j ∈ J , je také
soubor 〈Zj | j ∈ J〉 lokálně konečný.
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Lemma 7.1.2. Je-li G = 〈Gi | i ∈ I〉 lokálně konečný soubor uzavřených
podmnožin prostoru X, je

⋃
G množina uzavřená.

Důkaz. Položme G =
⋃
G. Stačí ukázat, že pro každé x ∈ X \G existuje

okolí U bodu x disjunktní s G. Podle předpokladu existuje okolí U bodu x
takové, že je množina J := {i ∈ I | U ∩Gi 6= ∅} konečná. Protože je množina
J konečná, je sjednocení

⋃
j∈J Gj uzavřené. Proto je U \

⋃
j∈J Gj = U \ G

okolí x disjunktní s G. �

Lemma 7.1.3. Nechť X,Y jsou topologické prostory a nechť 〈Gi | i ∈ I〉
je lokálně konečné uzavřené pokrytí X. Nechť F := 〈fi : Gi → Y | i ∈ I〉 je
kompatibilní soubor spojitých zobrazení. Potom je zobrazení

⋃
F : X → Y

spojité.

Důkaz. Buď H uzavřená podmnožina Y . Pro každé i ∈ I je f−1
i (H)

uzavřená podmnožina Gi a proto také uzavřená podmnožina X. Systém〈
f−1
i (H) | i ∈ I

〉
je lokálně konečný. Vzhledem k Lemmatu 7.1.2 je množina

(⋃
F
)−1

(H) =
⋃

i∈I

f−1
i (H)

uzavřená. Odtud plyne, že je zobrazení
⋃
F spojité. �

Poznámka. V důkazu Lemmatu 6.2.1 jsme sestrojili funkci g : U → I.
Označme g′ : X \ U → I konstantní zobrazení na množinu {1}. Vzhledem
k tomu, že g(U \ U) = {1} jsou zobrazení g a g′ kompatibilní. Spojitost
zobrazení f = g ∪ g′ potom plyne z Lemmatu 7.1.3.

Lemma 7.1.4. Nechť A je otevřená podmnožina a G je množina uzavře-
ných podmnožin kompaktního prostoru K. Pokud

⋂
G ⊆ A, existuje konečná

∅ 6= F ⊆ G taková, že
⋂
F ⊆ A.

Důkaz. Množina K \ A je uzavřenou podmnožinou kompaktního pro-
storuK a proto je kompaktní. Pro spor předpokládejme, že

⋂
F * A pro kaž-

dou konečnou neprázdnou F ⊆ G. Potom má množina G′ := {G \A | G ∈ G}
uzavřených podmnožin K \ A konečnou průnikovou vlastnost. Z kompakt-
nosti podprostoru K \A plyne, že

⋂
G′ 6= ∅. To je ve sporu s předpokladem,

že
⋂
G ⊆ A. �

V příští podkapitole použijeme následující větu.

Věta 7.1.5. Nechť D je hustý podprostor topologického prostoru X a
f : D → K spojité zobrazení do kompaktního prostoru K. Potom lze f spo-
jitě rozšířit na zobrazení X → K právě když pro každou dvojici G1, G2

uzavřených podmnožin prostoru K platí, že

(10) G1 ∩G2 = ∅ =⇒ f−1(G1) ∩ f−1(G2) = ∅.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že existuje spojité rozšíření F : X → K
zobrazení f . Nechť G1, G2 jsou disjunktní uzavřené podmnožiny prostoru
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K. Protože je zobrazení F spojité, platí, že F−1(Gi) = F−1(Gi), i = 1, 2. Z
disjunktnosti množin G1 a G2 plyne, že

F−1(G1) ∩ F−1(G2) = F−1(G1) ∩ F
−1(G2) = ∅.

Odtud plyne, že

f−1(G1) ∩ f−1(G2) ⊆ F−1(G1) ∩ F−1(G2) = ∅.

(⇐) Předpokládejme, že implikace (10) platí pro každou dvojici G1, G2 uza-
vřených podmnožin K. Pro každý bod x ∈ X označme symbolem B(x)
množinu všech jeho okolí a položme

F(x) :=
{
f(D ∩ U) | U ∈ B(x)

}
.

Všimněme si, že je množina všech okolí bodu x uzavřena na konečné průniky.
Proto pro každé U1, . . . , Un ∈ B(x) platí, že

∅ 6= f
(
D ∩

n⋂

i=1

Ui

)
⊆

n⋂

i=1

f (D ∩ Ui).

Odtud je plyne, že má množina F(x) konečnou průnikovou vlastnost. Z kom-
paktnosti prostoru K pak dostaneme, že

⋂
F(x) 6= ∅.

Pomocné tvrzení 1. |
⋂
F(x)| = 1.

Důkaz. Ukázali jsme, že je průnik
⋂
F(x) neprázdný. Pro spor předpo-

kládejme, že existují y1 6= y2, y1, y2 ∈
⋂
F(x). Protože je prostor K kom-

paktní a proto normální1 (cf. Věta 3.2.4), existují disjunktní uzavřená okolí
G1, G2 bodů y1, y2, po řadě. Z předpokladu (10) plyne, že

f−1(G1) ∩ f−1(G2) = ∅.

Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že x /∈ f−1(G1). Všimněme si, že
X \ f−1(G1) je otevřené okolí bodu x a proto X \ f−1(G1) ∈ B(x). Odtud
plyne, že

y1 ∈
⋂
F(x) ⊆ f

(
D ∩

(
X \ f−1(G1)

))
= f

(
D \ f−1(G1)

)
.

Současně platí, že G1 ∩ f
(
D \ f−1(G1)

)
= ∅. To je ve sporu s tím, že G1 je

okolí bodu y1. ⊠

Definujeme zobrazení F : X → K tak, že F (x) ∈
⋂
F(x). Vzhledem

k Pomocnému tvrzení 1 je zobrazení F jednoznačně definováno. Pro každé
x ∈ D platí, že f(x) =

⋂
F(x) a proto F ↾ D = f . Zbývá ukázat, že je

zobrazení F : X → K spojité.
Nechť x ∈ X a V je otevřené okolí bodu F (x) v K. Platí, že

F (x) ∈
⋂

U∈B(x)

f(D ∩ U) ⊆ V.

1k důkazu nám postačí, že je T3
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Z Lemmatu 7.1.4 plyne, že existují okolí U1, . . . , Un bodu x taková, že

f
(
D ∩

n⋂

i=1

Ui

)
⊆

n⋂

i=1

f(D ∩ Ui) ⊆ V.

Symbolem U označme vnitřek průniku
⋂n

i=1 Ui. Potom je U otevřeným oko-
lím bodu x a je-li y ∈ U je U okolím y. Proto platí, že F (y) ∈ f(D ∩ U) ⊆⋂n

i=1 f(D ∩ Ui) ⊆ V . Je tedy F (U) ⊆ V . Odtud je vidět, že je zobrazení
F : X → K spojité. �

7.2. Kompaktifikace

Definice. Kompaktifikace topologického prostoru X je homeomorfní
vnoření c : X → K do kompaktního prostoru K takové, že c(X) = K, tj.,
homeomorfní vnoření X do kompaktního prostoru jehož obraz je v tomto
prostoru hustý. Prostor K budeme obvykle značit cX.

Vzhledem Lemmatu 5.3.3 má topologický prostorX kompaktifikaci právě
když je možné jej homeomorfně vnořit do kompaktního prostoru. Podle
Věty 5.3.4 to lze právě když je prostor X Tichonovův. Symbolem CCC(X)
označíme množinu všech kompaktifikací Tichonovova prostoru X. Na mno-
žině CCC(X) definujeme binární relaci ≤ takto: Nechť ci : X → ciX, i = 1, 2 je
dvojice kompaktifikací prostoru X. Potom platí, že c2 ≤ c1 pokud existuje
spojité zobrazení f : c1X → c2X takové, že diagram

X

c1
��

X

c2
��

c1X
f

// c2X

komutuje, tj., že platí rovnost fc1 = c2.

Lemma 7.2.1. Nechť c1 a c2 jsou kompaktifikace prostoru X a f : c1X →
c2X je spojité zobrazení takové, že fc1 = c2. Takové zobrazení je určeno
jednoznačně a platí, že c2X = f(c1X) (tj., zobrazení f je na).

Důkaz. Jednoznačnost spojitého zobrazení f : c1X → c2X takového, že
fc1 = c2 plyne z Lemmatu 6.1.2, neboť obraz c1(X) je hustý v c1X. Rovnost
c2X = f(c1X) také snadno nahlédneme. �

Snadno nahlédneme, že relace ≤ je na množině CCC(X) tranzitivní a re-
flexivní. Řekneme, že kompaktifikace c1 a c2 jsou ekvivalentní, což značíme
c1 ∼ c2, pokud c1 ≤ c2 ≤ c1.

Tvrzení 7.2.2. Kompaktifikace c1 a c2 Tichonovova prostoru X jsou
ekvivalentní právě když existuje homeomorfismus h : c1X → c2X takový, že
hc1 = c2.
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Důkaz. (⇐) Předpokládejme, že existuje homeomorfismus h : c1X →
c2X takový, že hc1 = c2. Pak podle definice c2 ≤ c1. Označme h−1 : c2X →
c1X jeho inverzi. Potom platí, že h−1c2 = h−1hc1 = c1 a proto také c1 ≤ c2.
Odtud je vidět, že jsou kompaktifikace c1 a c2 ekvivalentní. (⇒) Předpoklá-
dejme, že existují spojitá zobrazení f : c1X → c2X a g : c2X → c1X taková,
že fc1 = c2 a gc2 = c1. Potom platí, že gfc1 = c1 a gfc2 = c2. Z jed-
noznačnosti takových zobrazení podle předchozího Lemmatu 7.2.1 plyne, že
gf = 1c1X a fg = 1c2X . Odtud plyne, že f a g jsou vzájemně inverzními ho-
momorfismy. Situace je znázorněna v následujícím komutativním diagramu:

X

c1
��

X

c2
��

X

c1
��

X

c2
��

c1X
f //

1c1X

55c2X
g //

1c2X

55c1X
f // c2X

�

Symbolem CCC∼(X) označíme množinu všech rozkladových tříd ekviva-
lence ∼ a c/∼ bude značit rozkladovou třídu kompaktifikace c. Je zřejmé, že
množina CCC∼(X) je uspořádána relací ≤.

Lemma 7.2.3. Pro kompaktifikace c1 a c2 prostoru X platí, že c2 ≤ c1
právě když pro každou dvojici G, H uzavřených podmnožin prostoru X platí,
že

(11) c2(G) ∩ c2(H) = ∅ =⇒ c1(G) ∩ c1(H) = ∅

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že c2 ≤ c1. Potom existuje spojité zobra-
zení f : c1X → c2X takové, že f ◦ c1 = c2. Ze spojitosti zobrazení f plyne,
že

f(c1(G) ∩ c1(H)) ⊆ f(c1(G) ∩ c1(H)) ⊆ fc1(G) ∩ fc1(H)

= c2(G) ∩ c2(H).

Odtud je vidět, že platí (11). (⇐) Předpokládejme platnost implikace (11).

X

c1
��

X

c2

��

c1(X)

⊆

��

f ′

##
c1X

f
// c2X

Nejprve definujme zobrazení f ′ : c1(X)→ c2X předpisem c1(x) 7→ c2(x) pro
každé x ∈ X. Nechť G′, H ′ jsou disjunktní uzavřené podmnožiny prostoru
c2X. Potom jsou G := c−1

2 (G′) a H := c−1
2 (H ′) disjunktní uzavřené pod-

množiny X. Protože jsou množiny G′ a H ′ uzavřené, platí, že c2(G) ⊆ G′ a
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c2(H) ⊆ H ′. Proto platí, že c2(G)∩c2(H) = ∅. Vzhledem k (11) odtud plyne,
že c1(G) ∩ c1(H) = ∅. Proto jsou množiny f ′−1(G′) = c1(c

−1
2 (G′)) = c1(G)

a f ′−1(H ′) = c1(c
−1
2 (H ′)) = c1(H) disjunktní. Podle Věty 7.1.5 lze zobra-

zení f ′ : c1(X) → c2X rozšířit na spojité zobrazení f : c1X → c2X. Snadno
nahlédneme, že fc1 = f ′c1 = c2. Odtud plyne, že c2 ≤ c1. �

Vzhledem k Tvrzení 7.2.2 platí, že

Důsledek 7.2.4. Kompaktifikace c1 a c2 prostoru X jsou ekvivalentní
právě když pro každou dvojici G, H uzavřených podmnožin prostoru X platí,
že

c2(G) ∩ c2(H) = ∅ ⇐⇒ c1(G) ∩ c1(H) = ∅

Lemma 7.2.5. Buď D hustá podmnožina Hausdorffova prostoru X a
nechť f : X → Y je spojité zobrazení. Je-li restrikce f ↾ D : D → f(D)
homeomorfismus, jsou množiny f(X \D) a f(D) disjunktní.

Důkaz. Předpokládejme, že existuje x ∈ X \D takový, že f(x) ∈ f(D).
Bez újmy na obecnosti můžeme navíc předpokládat, že X = D ∪ {x} a
Y = f(D). Existuje y ∈ D takový, že f(x) = f(y). Protože je prostor X
Hausdorffův existují disjunktní otevřená okolí x ∈ U a y ∈ V bodů x a
y. Protože je f ↾ D homeomorfimus, je f(D \ V ) = Y \ f(V ) uzavřená
podmnožina prostoru Y . Protože f(x) = f(y) ∈ f(V ), plyne ze spojitosti
zobrazení f : X → Y , že je f−1(Y \ f(V )) = f−1(f(D \ V )) = D \ V
uzavřená podmnožina prostoru X. Množina D je hustá v X a proto x ∈
D = V ∪D \ V = V ∪ (D \ V ). Protože x /∈ D, je nutně x ∈ V . To vede ke
sporu, neboť existuje okolí U bodu x disjunktní s V . �

Z Lemmat 7.2.1 a 7.2.5 plyne, že

Lemma 7.2.6. Buď X Tichonovův prostor. Jsou-li c1 a c2 kompaktifikace
prostoru X a f : c1X → c2X spojité zobrazení takové, že fc1 = c2, platí, že

f(c1(X)) = c2(X) a f(c1X \ c1(X)) = c2X \ c2(X).

Vlastnosti prostoru X často souvisí s vlastnostmi doplňku cX \ c(X)
obrazu tohoto prostoru v nějaké jeho kompaktifikaci. Příkladem je následující
lemma.

Věta 7.2.7. Pro Tichonovův prostor X je ekvivalentní:
(1) Prostor X je lokálně kompaktní.
(2) Pro každou kompaktifikaci c : X → cX je cX \ c(X) uzavřeným

podprostorem cX.
(3) Existuje kompaktifikace c : X → cX taková, že cX \ c(X) je uzavře-

ným podprostorem cX.

Důkaz. Implikace (2 ⇒ 3) je zřejmá. Implikace (3 ⇒ 1 ⇒ 2) plynou z
Věty 6.2.5. �



KAPITOLA 8

(A) Čechova-Stoneova a Alexandrova
kompaktifikace

Abstrakt. Ukážeme, že každá neprázdná množina kompaktifikací Ti-
chonovova prostoru X má největší prvek vzhledem k předuspořádání množiny
CCC(X). Největší ze všech kompaktifikací Tichonovova prostoru budeme značit
βX a nazývat Čechova-Stoneova kompaktifikace. Dále ukážeme, že předuspo-
řádaná množina CCC(X) má nejmenší prvek právě když je prostor X lokálně
kompaktní. Tato nejmenší kompaktifikace odpovídá jednobodové kompaktifi-
kaci. Tato kompaktifikace se nazývá Alexandrova.

8.1. Uspořádání v CCC∼(X) a Čechova-Stoneova kompaktifikace

Připomeňme, že uspořádaná množina C je úplným svazem, jestliže má
každá podmnožina C supremum a infimum. Každý neprázdný úplný svaz
má nejmenší a největší prvek, neboť nejvěší prvek úplného svazu C je roven
supC = inf ∅ a nejmenší prvek tohoto svazu je roven inf C = sup ∅. Také
si všimněme, že uspořádaná množina C je úplným svazem právě když má
každá podmnožina C supremum. Pro každou podmnožinu D ⊆ C platí totiž
rovnost infD = sup {c ∈ C | ∀ d ∈ D : d ≤ c}.

Již dříve jsme ukázali, že je množina CCC∼(X) uspořádaná relací ≤.

Lemma 8.1.1. Každá neprázdná podmnožinaCCC∼(X) má supremum vzhle-
dem k uspořádaní ≤.

Důkaz. Buď CCC := 〈ci | i ∈ I〉 soubor kompaktifikací. Uvažme zobrazení
c := ∆i∈Ici = X →

∏
i∈I ciX. Z vlastností kartézského součinu plyne, že

je zobrazení c spojité. Dále označme pi :
∏

i∈I ciX → ciX, i ∈ I, kanonické
projekce na jednotlivé souřadnice kartézského součinu. Protože jsou ci : X →
ciX kompaktifikace, jsou to homeomorfní vnoření. Protože ci = pic pro každé
i ∈ I, odděluje zobrazení c body a uzavřené množiny. Podle Lemmatu 5.2.5
je c : X →

∏
i∈I ciX homeomorfní vnoření. Položme cX = c(X) ⊆

∏
i∈I ciX.

Potom je c(X) hustou podmnožinou cX a proto je c : X → cX kompaktifikací
prostoru X.

47
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Pro každé i ∈ I je pi ↾ cX : cX → ciX spojité zobrazení takové, že
ci = (pi ↾ cX) ◦ c = pic a proto je ci ≤ c.

X

c

��

X

c
��

X

ci
��

cX
⊆ //

pi↾cX

55
∏

i∈I ciX
pi // ciX

.

Je-li c′ : X → c′X kompaktifikace taková, že pro každé i ∈ I existuje
spojité zobrazení fi : X → ciX takové, že fic′ = ci, potom podle Věty 5.2.2
existuje (jednoznačně určené) spojité zobrazení δ : c′X →

∏
i∈I ciX takové,

že fi = pi ◦ δ pro každé i ∈ I.

X

c′

�� ❋❋
❋❋

❋❋
❋❋

❋

❋❋
❋❋

❋❋
❋❋

❋

X

c
��

sssssssssss

sssssssssss
c′X

fi

""❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
δ

zzttt
tt
tt
tt
t

X

ci

��∏
i∈I ciX pi

// ciX

.

Pro každé i ∈ I platí, že

pic = ci = fic
′ = piδc

′.

Z Věty 5.2.2 (jednoznačnosti zobrazení δG) plyne, že c = δc′. Vzhledem ke
spojitosti zobrazení δ, je

δ(c′X) = δc′(X) ⊆ δc′(X) = c(X) = cX.

Proto je δ spojité zobrazení z c′X do cX a platí, že c = δc′. Odtud je vidět,
že c ≤ c′. Ukázali jsme tak, že c/∼ = sup {ci/∼ | i ∈ I}. �

Z Lemmatu 8.1.1 mimo jiné plyne, že pro každý Tichonovův prostor
X existuje největší kompaktifikace tohoto prostoru. Tato kompaktifikace se
nazývá Čechova-Stoneova kompaktifikace a obvykle se značí β : X → βX.

8.2. Alexandrova kompaktifikace

Kompaktifikace ω : X → ωX Tichonovova prostoru je jednobodová (nebo
také Alexandrova) pokud je |ωX \ ω(X)| = 1.

Lemma 8.2.1. Nekompaktní topologický prostor má jednobodovou kom-
paktifikaci právě když je lokálně kompaktní.

Důkaz. (⇒) Předpokládejme, že topologický prostor X má jednobodo-
vou kompaktifikaci ω : X → ωX. Potom |ωX \ ω(X)| = 1 a tedy |ωX \
ω(X)| = 1 je množina uzavřená, neboť prostor X je nutně Tichonovův a
tím spíše T1. Vzhledem k Větě 7.2.7 je prostor X lokálně kompaktní. (⇐).
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Předpokládejme, že topologický prostor (X, τ) je lokálně kompaktní a není
kompaktní. Buď Ω /∈ X a položme ωX = {Ω} ∪X. Snadno nahlédneme, že

ωτ := τ ∪ {{Ω} ∪ (X \G) | G je kompaktní podmnožina X}

je topologií na množině ωX (kompaktní podmnožiny jsou totiž uzavřeny na
konečná sjednocení a libovolné průniky). Protože je prostor X lokálně kom-
paktní, existuje pro každé x ∈ X kompaktní okolí tohoto bodu. Odtud je
vidět, že je prostor (ωX,ωτ) Hausdorffův. Podle předpokladu není prostor
X kompaktní, odkud plyne, že Ω není izolovaným bodem prostoru ωX (tj.,
že jednoprvková množina {Ω} není otevřená). Proto X tvoří hustou pod-
množinu prostoru ωX. Zbývá ukázat, že je prostor ωX kompaktní. Buď G
množina uzavřených podmnožin prostoru ωX s konečnou průnikovou vlast-
ností. Je-li Ω ∈ G pro všechny G ∈ G, má množina G jistě neprázdný průnik.
V opačném případě existuje F ∈ G taková, že Ω /∈ F . Z definice topologie ωτ
plyne, že je množina F kompaktní. Potom je F := {F ∩G | G ∈ G} mno-
žina uzavřených podmnožin F s konečnou průnikovou vlastností. Protože je
F kompaktní je průnik

⋂
F =

⋂
G neprázdný. �

Lemma 8.2.2. Buď X lokálně kompaktní topologický prostor. Potom je
ω/∼ nejmenším prvkem CCC∼(X).

Důkaz. Buď c : X → cX libovolná kompaktifikace prostoru X. Uká-
žeme, že existuje spojité zobrazení f : cX → ωX takové, že diagram

X

c
��

X

ω
��

cX
f

// ωX

komutuje. Položme f(c(x)) = ω(x) pro všechna x ∈ X a f(y) = Ω pro
všechna y ∈ cX \ c(X). Z definice zobrazení f je vidět, že fc = ω. Ukážeme,
že je zobrazení f spojité. Buď A otevřená podmnožina ωX. Pokud Ω /∈ A, je
A otevřenou podmnožinou ω(X). Odtud plyne, že f−1(A) je otevřená pod-
množina c(X). Protože je prostor X lokálně kompaktní, je podle Věty 7.2.7
množina cX \ c(X) uzavřená v cX a tedy c(X) je otevřená. Odtud plyne,
že je f−1(A) otevřenou podmnožinou cX. Pokud Ω ∈ A, je ωX \ A kom-
paktní podmnožinou ω(X). Odtud plyne, že je f−1(ωX \A) = cX \ f−1(A)
kompaktní a tedy uzavřenou podmnožinou cX. Proto je i v tomto případě
množina f−1(A) otevřená. �

Lemma 8.2.3. Buď c : X → cX kompaktifikace topologického prostoru X.
Je-li c/∼ nejmenším prvkem CCC∼(X), je kompaktifikace c jednobodová.

Důkaz. Předpokládejme, že existují dva různé body y1, y2 ∈ cX \ c(X).
Položme Y := cX \ {y1, y2}. Inkluze Y →֒ cX je kompaktifikací prostoru
Y (všimněme si, že c(X) ⊆ cX \ {y1, y2} = Y je hustá podmnožina pro-
storu cX). Protože je množina {y1, y2} konečná, je v kompaktním prostoru
cX uzavřená. Podle Věty 7.2.7 je prostor Y lokálně kompaktní. Protože je
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Y ( cX hustou podmnožinou, není v cX uzavřený a proto nemůže být
kompaktní. Vzhledem k Lemmatu 8.2.1 existuje jednobodová kompaktifi-
kace ω : Y → ωY prostoru Y . Protože je c(X) hustou podmnožinou cX je
hustou podmnožinou také podprostoru Y . Odtud plyne, že je ωc(X) hustou
podmnožinou ωY . Proto je ωc : X → ωY kompaktifikací X. Vzhledem k
Lemmatu 8.2.2 je ωY minimální kompaktifikace prostoru Y . Proto existuje
spojité zobrazení f : cX → ωY takové, že diagram

Y

⊆
��

Y

ω
��

cX
f

// ωY

komutuje. Potom komutuje také diagram

X

c
��

X

ωc
��

cX
f

// ωY.

Vzhledem k minimalitě rozkladové třídy c/∼ a Tvrzení 7.2.2 je f homeomor-
fismus. To vede ke sporu neboť f(y1) = f(y2) = Ω právě ten jediný bod v
ωY \ ω(Y ). �

Shrňme si vlastnosti uspořádané množiny CCC∼(X) Tichonovova prostoru
X. Podle Lemmatu 8.1.1 má každá neprázdná podmnožina CCC∼(X) supre-
mum. Největší prvek množiny CCC∼(X) nazýváme Čechovou-Stoneovou kom-
paktifikací a značíme ji β : X → βX. Následující je ekvivalentní:

(1) Uspořádaná množina CCC∼(X) je úplný svaz;
(2) Uspořádaná množina CCC∼(X) má nejmenší prvek;
(3) Prostor X má jednobodovou kompaktifikaci ω : x→ ωX.
(4) Prostor X je lokálně kompaktní.

V případě, že jsou splněny tyto podmínky je minimálním prvkem CCC∼(X)
rozkladová třída jednobodové kompaktifikace prostoru X.
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KAPITOLA 8

(B) Kategorie a funktory

Abstrakt. Definujeme kategorie a funktory a tyto pojmy demonstru-
jeme na jednoduchých příkladech.

8.3. Kategorie

Kategorie A sestává z objektů a morfismů.

• Třídu všech objektů kategorie A budeme značit obj(A).
• Třídu všech morfismů kategorie A budeme značit mor(A).

Každému morfismu f přiřadíme dvojici objektů dom f a cod f ; intui-
tivně objekt z a objekt do kterého daný morfismus vede. Morfismus často
znázorňujeme šipkou jako na následujícím obrázku:

dom f
f // cod f.

Značení f : a→ b tedy znamená, že f je morfismus, a = dom f a b = cod f .
Na morfismech kategorie mor(A) je definována parciální operace sklá-

dání, kterou zapisujeme podobně jako zobrazení zprava doleva. Morfismy f
a g lze složit (v pořadí g ◦ f) tehdy a jen tehdy když dom g = cod f . Platí,
že

dom(g ◦ f) = dom f a cod(g ◦ f) = cod g.

Parciální operace skládání morfismů je asociativní. To znamená, že pokud
f, g, h jsou morfismy takové, že dom g = cod f a současně cod g = domh,
potom platí rovnost

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Pro každý objekt a ∈ obj(A) existuje právě jeden morfismus, který bu-
deme značit 1a a nazývat identitou na a takový, že

dom1a = cod 1a a g ◦ 1a = g a 1a ◦ f = f,

pro všechny morfismy f, g takové, že a = dom g = cod f .

Příklad 8.3.1. Uveďme si několik příkladů kategorií:

• Kategorie Set. Objekty této kategorie jsou množiny a morfismy zob-
razení mezi těmito množinami. Jsou-li A,B množiny a f : A → B
zobrazení, je A = dom f a B = cod f . Identitou na množině A je
identické zobrazení A→ A.
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• Algebraické struktury dané signatury a daných vlastností určují ka-
tegorie. Uveďme například kategorii Grp všech grup. Objekty této
kategorie jsou grupy a morfismy jsou grupové homomorfismy.
• Topologické prostory tvoří kategorii Top. Objekty této kategorie jsou

topologické prostory a morfismy jsou spojitá zobrazení.

8.4. Funktory

Nechť A a B jsou kategorie. Funktor F : A → B (z kategorie A do
kategorie B) sestává z dvojice zobrazení obj(A) → obj(B) a mor(A) →
mor(B) takových, že

• domF (f) = F (dom f) a codF (f) = F (cod f), pro každý morfismus
f ∈ mor(A);
• F (gf) = F (g)F (f) pro každou dvojici morfismů f, g ∈ mor(A)

takových, že dom g = cod f (všimněme si, že vzhledem k první
podmínce potom platí, že domF (g) = codF (f) a tedy lze morfismy
F (f) a F (g) skládat);
• F (1a) = 1F (a), pro každý objekt a ∈ obj(A).

(Obraz objektu a ∈ obj(A) značíme F (a) a podobně značíme F (f) obraz
morfismu f ∈ mor(A).)

Příklad 8.4.1. Uveďme si jednoduché příklady funktorů:
• Funktor P : Set→ Set, definovaný takto:

– P (A) je množina všech podmnožin množiny A;
– Je-li f : A→ B zobrazení, je P (f) : P (A)→ P (B) definováno

předpisem

X 7→ {f(x) | x ∈ X} , pro každou X ⊆ A.

Snadno ověříme, že P splňuje podmínky kladené na funktor.
• Označme AbR kategorii komutativních okruhů. Objekty této kate-

gorie jsou komutativní okruhy a morfismy jsou okruhové homomor-
fismy. Buď n přirozené číslo. Každému komutativnímu okuhu K
přiřaďme grupu GLn(K) všech regulárních n × n matic nad tímto
okruhem. Okruhový homomorfismus f : K → L indukuje grupový
homomorfismus GLn(f) : GLn(K)→ GLn(L) daný předpisem



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


 7→




f(a11) f(a12) · · · f(a1n)
f(a21) f(a22) · · · f(a2n)

...
...

. . .
...

f(an1) f(an2) · · · f(ann)




Definujeme tak funktor GLn : AbR→ Grp.
• Zapomínajícím funktorem budeme rozumět funktor, který vyjme ně-

které ze struktur (resp. operací) definovaných na objektech výchozí
katogorie. Příkladem je funktor U : Grp→ Set, který přiřadí grupě
G její univerzum (tj. množinu G) a grupovému homomorfismu f : G→
H příslušné zobrazení univerz.
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Jiný příklad získáme takto: Označme Rng kategorii okruhů a
AbG kategorii Abelových grup. Příkladem zapomínajícího funktoru
je funktor U : Rng→ AbG, který přiřadí okruhu R Abelovu grupu
(R,+) (získanou redukcí okruhu R na strukturu s operací sčítání)
a okruhovému homomorfismu příslušný homomorfismus Abelových
grup.

Definice. Buď F : A→ B funktor.
• Řekneme, že funktor F : A→ B je věrný pokud pro každou dvojici

morfismů f, g ∈ mor(A) takových, že dom f = dom g a cod f =
cod g platí, že

F (f) = F (g) =⇒ f = g.

• Řekneme, že funktor F : A→ B je úplný pokud pro každou dvojici
objektů a, b ∈ obj(A) a každý morfismus g : F (a) → F (b) existuje
morfismus f : a→ b takový, že F (f) = g.

Pro dvojici objektů a, b kategorie A budeme symbolem homA(a, b) zna-
čit množinu všech morfismů f v kategorii A takových, že dom f = a a
současně cod f = b. Z definic snadno nahlédneme, že F (homA(a, b)) ⊆
homB(F (a), F (b)) pro každý funktor F : A→ B a platí, že

• funktor F : A→ B je věrný právě když jsou restrikce F ↾ homAAA(a, b)
prosté pro všechny a, b ∈ obj(A).
• funktor F : A→ B je úplný právě když jsou restrikce F ↾ homAAA(a, b)

zobrazeními na pro všechny a, b ∈ obj(A).





KAPITOLA 9

Přirozené transformace, ekvivalence a dualita,
hom-funktory

Abstrakt. Definujeme různé typy morfismů: izomorfismy, monomor-
fismy, epimorfismy, štěpitelné monomorfismy a štěpitelné epimorfismy. Za-
vedeme přirozené transformace funktorů. Ukážeme rozdíl mezi izomorfismy
a ekvivalencemi kategorií a definujeme kontravariantní funktory a dualitu
kategorií. Nakonec popíšeme kovariantní a kontravariantní hom-funktory do
kategorie množin.

9.1. Izomorfismy, monomorfismy a epimorfismy

Budeme pracovat v (libovolné fixní) kategorii A. Morfismus f : a→ b je
izomorfismus pokud existuje morfismus g : b→ a takový, že

(12) gf = 1a a zároveň fg = 1b.

Morfismus g je vlastnostmi (12) určen jednoznačně. Jsou-li totiž morfismy
g′, g′′ : b→ a takové, že g′f = 1a a fg′′ = 1b, platí, že

g′ = g′1b = g′fg′′ = 1ag
′′ = g′′.

Jednoznačně určený morfismus g splňující (12) budeme značit f−1 a nazývat
inverzí k f . Všimněme si, že složení izomorfismů je opět izomorfismus. Platí
totiž rovnost (gf)−1 = f−1g−1.

Morfismus f : a→ b je mono(morfismus) pokud pro každou dvojici mor-
fismů g, h : a′ → a plyne z rovnosti fg = fh rovnost g = h. To znamená, že
morfismus f je monomorfismus právě když jím lze krátit zleva. Morfismus
f : a → b je štěpitelný monomorfismus pokud existuje morfismus g : b → a
takový, že gf = 1a, tj., pokud má levou inverzi. Snadno nahlédneme, že štěpi-
teným monomorfismem lze krátit zleva a tedy, že každý štěpitelný monomor-
fismus je nutně monomorfismem. Naopak neplatí, že každý mnomorfismus je
nutně štěpitelný. Například v kategorii grup je inkluze i : A3 → S3 alterna-
tivní tříprvkové grupy do symetrické šesti-prvkové grupy monomorfismem,
ale není to štěpitelný monomorfismus.

Morfismus f : a → b je epi(morfismus) pokud pro každou dvojici mor-
fismů g, h : b → b′ plyne z rovnosti gf = hf rovnost g = h. To znamená,
že morfismus f je epimorfismus právě když jím lze krátit zprava. Morfismus
f : a → b je štěpitelný epimorfismus pokud existuje morfismus g : a → b

57
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takový, že fg = 1b, tj., pokud má pravou inverzi. Podobně jako v předcho-
zím případě je každý štěpitelný epimorfismus epimorfismem, ale ne každý
epimorfismus je štěpitelný.

9.2. Přirozené transformace

Nechť F,G : A→ B je dvojice funktorů. Přirozená transformace τ : F •→
G, z funktoru F do funktoruG, je soubor τ = 〈τa : F (a)→ G(a) | a ∈ obj(A)〉
morfismů v kategorii B takový, že pro každý morfismus f : a→ b v kategorii
A je diagram

F (a)
F (f) //

τa
��

F (b)

τb
��

G(a)
G(f)

// G(b)

komutativní.
Přirozený izomorfismus je přirozená transformace τ : F •→ G, kde τ =

〈τa : F (a)→ G(a) | a ∈ obj(A)〉, taková, že τa je izomorfismus pro každé
a ∈ obj(A). V takovém případě můžeme definovat inverzní přirozenou trans-
formaci τ−1 =

〈
τ−1
a : G(a)→ F (a) | a ∈ obj(A)

〉
: G •→ F . Přirozený izo-

morfismus budeme značit symbolem
•
∼→. V případě, že existuje přirozený

izomorfismus F
•
∼→ G, řekneme, že funktory F a G jsou přirozeně izomorfní

což značíme jako F •
≃ G.

Příklad 9.2.1. Buď n ∈ N a uvažme funktor GLn : AbR → Grp z
kategorie komutativních okruhů do kategorie grup.1 Pro každé k ∈ N a každý
okruh R je zobrazení detR : GLk(R) → GL1(R), které regulární matici AAA
přiřadí její determinant, homomorfismem grup. Je-li f : R → S okruhový
homomorfismus, je diagram

GLn(R)
GLn(f)//

detR
��

GLn(S)

detS
��

GL1(R)
GL1(f)

// GL1(S)

komutativní. Proto je det = 〈detR | R ∈ obj(AbR)〉 přirozenou transformací
det : GLn

•→ GL1. Všimněme si, že funktor GL1 přiřadí okruhu R grupu jeho
invertibilních prvků.

9.3. Podkategorie

Kategorie A je podkategorií kategorie B jestliže obj(A) ⊆ obj(B), pro
každou dvojici objektů a, b ∈ obj(A) platí inkluze homA(a, b) ⊆ homB(a, b),
identické morfismy v kategorii B na objektech kategorie A leží všechny v

1AbR značí kategorii komutativních okruhů a Grp kategorii grup.
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kategorii A a skládaní morfismů v kategorii A je restrikcí skládání morfismů
v kategorii B.

Definice. Řekneme, že podkategorie A kategorie B je úplná, pokud pro
každou dvojici objektů a, b ∈ obj(A) platí, že

homA(a, b) = homB(a, b).

Všimněme si, že A je úplná podkategorie kategorie B právě když je
inkluze JA,B : A → B úplný funktor, a že inkluze JA,B je vždy funktor
věrný.

9.4. Izomorfismus a ekvivalence kategorií

Symbolem IA budeme značit identický funktor A→ A. Funktor F : A→
B je izomorfismem kategorií pokud má inverzi F−1 : B → A, to znamená,
pokud existuje funktor F−1 : B→ A takový, že F ◦F−1 = IB a F−1◦F = IA.
Izomorfismy kategorií odpovídají jednotkovým morfismům v kategorii všech
kategorií Cat, jejíž objekty jsou kategorie a jejíž morfismy jsou funktory.
Snadno nahlédneme, že funktor F : A→ B je izomorfismem kategorií právě
když je bijekcí na objektech i morfismech.

Ekvivalence kategorií A a B sestává z dvojice funktorů

〈F : A→ B, G : B→ A〉

takové, že

G ◦ F
•
≃ IA a F ◦G

•
≃ IB.

Příklad 9.4.1. Na nezáporné celé číslo n pohlížejme jako na n-prvkovou
množinu všech jeho nezáporných předchůdců. Tj,

0 := ∅, 1 := {0}, . . . , n := {0, 1, . . . , n− 1}, . . .

Označme Fin úplnou podkategorii kategorie Set jejíž objekty jsou právě
všechny konečné množiny. Dále označme jako N0 úplnou podkategorii kate-
gorie Fin jejíž objekty jsou nezáporná celá čísla. Jsou-li tedy m,n nezáporná
celá čísla, sestává množina homN0

(m,n) ze všech nm zobrazení m→ n.
Inkluze J : N0 → Fin je věrným a úplným funktorem těchto kategorií.

Pro konečnou množinu A položme N(A) := |A| (tj., počet prvků množiny A)
a zvolme bijekci θA : N(A) → A (tj., nějaké očíslování prvků množiny A).
Pro dvojici konečných množin A,B a zobrazení f : A→ B položme N(f) :=
θ−1
B ◦ f ◦ θA.

Snadno nahlédneme, že je N : Fin → N0 funktor a soubor bijekcí θ :=
〈θA | A ∈ obj(Fin)〉 je přirozený izomorfismus J ◦ N •

≃ IFin. Protože sou-
časně platí, že N ◦ J = IN0

, jsou kategorie N0 a Fin ekvivalentní. Situaci
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znázorňuje tento diagram:

Fin

J◦N

&&

IFin

xx

N

zz
N0

N◦J=IN0

&&

J ..

•
≃θ

//

Fin

N

ppN0

9.5. Opačná kategorie, kontravariantní funktor, dualita

Kategorie opačná ke kategorii A je kategorie Aop definovaná takto:
• obj(Aop) = {a | a ∈ obj(A)},

• mor(Aop) =
{
f̂ | f ∈ obj(A)

}

a platí, že dom f̂ = cod f , cod f̂ = dom f a ĝf = f̂ ĝ, pro každé f ∈ mor(A)

a každé g ∈ mor(A) takové, že dom g = cod f (a proto dom ĝ = cod f̂).
Kategorii Aop tedy sestrojíme tak, že v kategorii A obrátíme morfismy.

Definice. Nechť A a B jsou kategorie. Kontravariantní funktor F : A→
B sestává z dvojice zobrazení F : obj(A)→ obj(B) a F : mor(A)→ mor(B)
takových, že platí

• domF (f) = F (cod f) a codF (f) = F (dom f), pro každý morfismus
f ∈ mor(A),
• F (gf) = F (f)F (g) pro každou dvojici f, g ve kategorii A takovou,

že dom g = cod f ,
• F (1a) = 1F (a) pro každý objekt a kategorie A.

Funktor (definovaný v Přednášce 8b) nazýváme také kovariantní funk-
tor.2

Připomeňme, že pro dvojici objektů a, b kategorie A jsme definovali

homA(a, b) = {f ∈ mor(A) | dom f = a & cod f = b} .

Nechť a, b, c jsou objekty kategorie A a g : b→ c morfismus. Položme
homA(a, g) : homA(a,b)→ homA(a, c)

f 7→ gf

Takto definujeme (kovariantní) funktor homA(a,−) : A→ Set.
Nechť a, b, c jsou objekty kategorie A a f : a→ c morfismus. Položme

homA(f, b) : homA(c,b)→ homA(a, b)

g 7→ gf

2Kontravariantní funktor tedy na rozdíl od funktoru kovariantního obrací směr

morfismů.
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Takto definujeme (kontravariantní) funktor homA(−, b) : A→ Set.

Poznámka. V případě, že parametry a (resp. b) jsou zřejmé z kontextu
se někdy užívá kratší značení g∗ := homA(a, g) (resp. f∗ := homA(f, b)).

a

f

��

gf

��

a

f

""

gf

��

c

g

��f 7−→gf

<<

g 7−→gf

}}

b

g

<< c b

Kovariantní a kontravariantní hom-funktor.

Definice. Dualita kategorií A, B je dvojice kontravariantních funktorů
F : A→ B a G : B→ A taková, že IA

•
≃ G ◦ F a IB

•
≃ F ◦G.

Příklad 9.5.1. Buď T těleso a označme vecT kategorii konečně dimen-
zionálních T-vektorových prostorů. Uvažme kontravariantní funktor

(−)∗ := homvecT(−,T) : vecT → vecT,

který konečně dimenzionálnímu vektorovému prostoru VVV přiřadí duální pro-
stor VVV ∗ lineárních forem.

Buď VVV konečně dimenzionální vektorový prostor. Podle definice je pro-
stor VVV ∗∗ = homvecT(VVV

∗,T) složen z lineárních zobrazení z vektorového pro-
storu VVV ∗ lineárních forem do T. Definujme lineární zobrazení δVVV : VVV → VVV ∗∗

předpisem δVVV (vvv) : f 7→ f(vvv), pro každý vektor vvv ∈ VVV a každou lineární formu
f ∈ VVV ∗.

Snadno nahlédneme, že pro každý nenulový vektor vvv ∈ VVV existuje lineární
forma f taková, že f(vvv) 6= 0. Potom platí, že δVVV (vvv)(f) = f(vvv) 6= 0. Odtud
plyne, že δVVV (vvv) 6= 0. Proto je zobrazení δVVV prosté. Protože je prostor VVV
konečně dimenzionální, platí rovnosti dimVVV = dimVVV ∗ = dimVVV ∗∗. Odtud
plyne, že je každé prosté lineární zobrazení VVV → VVV ∗∗ izomorfismem. Je-li WWW
konečně dimenzionální vektorový prostor nad tělesem T a g : VVV →WWW lineární
zobrazení, je diagram

VVV
δVVV //

g

��

VVV ∗∗

g∗∗

��
WWW

δWWW

//WWW ∗∗.
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komutativní; pro každý vektor vvv ∈ VVV a každou lineární formu h ∈ WWW ∗ totiž
platí rovnost

g∗∗(δVVV (vvv))(h) = δVVV (vvv)(g
∗(h)) = δVVV (vvv)(h ◦ g) = h(g(vvv))

= δWWW (g(vvv))(h) = (δWWW ◦ g)(vvv)(h).

Odtud plyne, že je soubor δ := 〈δVVV | VVV ∈ vecT〉 je přirozeným izomorfismem
IvecT

•
≃ (−)∗∗. Proto je dvojice kopií funktoru (−)∗ : vecT → vecT dualitou

kategorie vecT a té samé kategorie vecT.



KAPITOLA 10

Univerzální morfismus, univerzální objekt, digramy,
limity a kolimity

Abstrakt. Definujeme univerzální morfismus z objektu do funktoru a
univerzálního objekt (duálně univerzální morfismus z funktoru do objektu a
univerzální objekt z funktoru). Ukážeme, že na každý z těchto pojmů lze po-
hlížet jako na speciální případ toho druhého. Popíšeme kategorii AJ funktorů
z kategorie J do kategorie A. Diagram v kategorii A (indexovaný kategorií
J) definujeme jako objekt kategorie AJ. Zavedeme pojem kuželu nad (duálně
pod) diagramem D. Limitu (respektive kolimitu) diagramu D definujeme jako
univerzální kužel nad (respektive pod) D.

10.1. Univerzální morfismus a univerzální objekt

Definice. Nechť F : A → B je funktor a b je objekt kategorie BBB. Uni-
verzální morfismus z b do F je dvojice 〈a, u〉 kde a a je objekt kategorie A

a u : b→ F (a) je morfismus v kategorii B takový, že

pro každou dvojici 〈a′, f〉, kde a′ je objekt a f : b→ F (a′)
je morfismus v kategorii B, existuje právě jeden morfismus
f ′ : a→ a′ v kategorii A takový, že f = F (f ′)u.

Situace popsaná v definici univerzálního morfismu je znázorněna na ná-
sledujícím obrázku:

AAA BBB

F

a F (a)

b

a′ F (a′)

◦
u

��✡✡
✡✡
✡✡
✡

f

��

∃!f ′
//

F (f ′)
//

&&&&&&&&&&

Lemma 10.1.1. Nechť F : A → B je funktor a b je objekt kategorie BBB.
Jsou-li 〈a, u〉 a 〈a′, u′〉 univerzální morfismy a b do F , existuje (právě jeden)
izomorfimus e : a→ a′ v kategorii A takový, že u′ = F (e)u.

63
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Naopak, je-li 〈a, u〉 univerzální morfismus z b do F a e : a→ a′ izomor-
fismus, je také 〈a′, F (e)u〉 univerzální morfismus z b do F .

Důkaz. Protože je 〈a, u〉 univerzální morfismus z b do F , existuje právě
jeden morfismus e : a → a′ splňující u′ = F (e)u. Podobně, z univerzality
〈a′, u′〉 plyne existence právě jednoho morfismu e′ : a′ → a splňujícího u =
F (e′)u′. Odtud dostaneme, že

u = F (e′)u′ = F (e′)F (e)u = F (e′e)u.

Zároveň platí, že

u = 1F (a)u = F (1a)u.

Z jednoznačnosti morfismu f : a→ a takového, že u = F (f)u dostaneme, že
1a = e′e. Podobně ukážeme, že 1a′ = ee′ a proto jsou e : a→ a′ a e′ : a′ → a
vzájemně inverzní izomorfismy.

Předpokládejme, že 〈a, u〉 je univerzální morfismus z b do F , a že e : a→
a′ je izomorfismus. Označme e′ inverzi k e. Buď a′′ libovolný objekt kategorie
A a f : b → F (a′′) morfismus v B. Potom existuje právě jeden morfismus
f ′ : a→ a′′ takový, že f = F (f ′)u. Odtud dostaneme, že

F (f ′e′)(F (e)u) = F (f ′)F (e′e)u = F (f ′)F (1a)u = F (f ′)u = f.

Je-li f ′′ : a′ → a′′ morfismus takový, že

f = F (f ′′)(F (e)u) = F (f ′′e)u,

plyne z jednoznačnosti morfismu f ′, že f ′ = f ′′e a tedy f ′′ = f ′e′. Proto je
dvojice 〈a′, F (e)u〉 univerzálním morfismem z b do F . �

Příklad 10.1.1 (Volná grupa). Buď U : Grp→ Set zapomínající funk-
tor definovaný na předchozí přednášce. Pro každou množinu X můžeme se-
strojit volnou grupu FFFX s volnou bazí X (například jako množinu redukova-
ných slov nad X s operací redukovaného skládání1. Prvek x ∈ X ztotožníme
s posloupností x sestávající právě z tohoto prvku). Toto ztotožnění určuje
kanonické vnoření u : X → U(FFFX). Z vlastností jež definují volnou grupu s
bází X ihned plyne, že 〈u,FFFX〉 je univerzálním morfismem z množiny X do
zapomínajícího funktoru U .

1Redukované slovo je konečná posloupnost tvaru x
ε0
0 x

ε1
1 . . . xεn

n , kde xi ∈ X a εi ∈
{−1, 1}, neobsahující triviální úsek xεx−ε. Při redukovaném násobení redukovaná slova

napojíme a postupně krátíme případně vzniklé triviální úseky xεx−ε dokud nezískáme opět

redukované slovo. Je netriviálním cvičením ukázat, že výsledné redukované slovo nezávisí

na pořadí, v jakém triviální úseky krátíme a že je redukované násobení asociativní.
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SetGrp

Zapomínající funktor U

FFFX U(FFFX)

X

AAA U(AAA)

◦
uX

��✄✄
✄✄
✄✄
✄

f

��

∃!f ′
//

U(f ′)
//

%%%%%%%%%%

Příklad 10.1.2 (Podílové těleso). V tomto příkladě uvažme (trochu uměle)
kategorii Do-m jejíž objekty jsou obory integrity a jejíž morfismy jsou prosté
okruhové homomorfismy a její úplnou podkategorii těles, kterou označíme
Fld. Označme U : Fld → Do-m zapomínající funktor, který přiřadí tělesu
T obor integrity U(T) získaný vynecháním parciální operace inverze a který
je identitou na morfismech. Symbolem Q(RRR) označme podílové těleso oboru
RRR a nechť uRRR : RRR→ U(Q(RRR)) je kanonické vnoření dané předpisem a 7→ a

1 ).
Potom je dvojice 〈uRRR,Q(RRR)〉univerzálním morfismem z RRR do daného zapo-
mínajícího funktoru U .

Definice. Nechť A je kategorie a G : A → Set funktor. Univerzálním
objektem funktoru F rozumíme dvojici 〈a, u〉 sestávající z objektu kategorie
A a prvku u ∈ G(a) takového, že

pro každou dvojici 〈a′, v〉, kde a′ je objekt kategorie A a
v ∈ G(a′) existuje právě jeden morfismus f ′ : a → a′ v
kategorii A takový, že v = G(f ′)(u).

Situaci si opět znázorníme graficky:

SetAAA

G

a

a′

•u

G(a′)≃homAAA(a,a′)

G(a)

•v •w

%%%%%%%%%%

∃!f ′
v

��

∃!f ′
w

��

❙

G(f ′
v)

��

☎

G(f ′
w)

��

Lemma 10.1.2. Nechť G : A → Set. Jsou-li 〈a, u〉 a 〈a′, u′〉 univerzální
objekty funktoru G, existuje (právě jeden) izomorfimus e : a→ a′ v kategorii
A takový, že u′ = G(e)(u).
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Je-li 〈a, u〉 univerzální objekt funktoru G a je-li e : a→ a′ izomorfismus,
je také 〈a′, G(e)(u)〉 univerzální objekt G.

Důkaz je analogický jako v případě univerzálního morfismu.

Důkaz. Protože je 〈a, u〉 univerzální objekt funktoru G, existuje právě
jeden morfismus e : a→ a′ takový, že u′ = G(e)(u). Podobně, z univerzality
〈a′, u′〉 plyne existence právě jednoho morfismu e′ : a′ → a splňujícího u =
G(e′)(u′). Odtud dostanem, že

u = G(e′)(u′) = G(e′)(G(e)(u)) = (G(e′) ◦G(e))(u) = G(e′e)(u)

Zároveň platí, že
u = 1G(a)(u) = G(1a)(u).

Z jednoznačnosti dostaneme, že 1a = e′e. Podobně ukážeme, že 1a′ = ee′ a
proto jsou e : a→ a′ a e′ : a′ → a vzájemně inverzní izomorfismy.

Předpokládejme, že je 〈a, u〉 univerzální objekt funktoruG, a že e : a→ a′

je izomorfismus. Označme e′ inverzi k e. Buď a′′ libovolný objekt kategorie
A a nechť v ∈ G(a′′). Protože je 〈a, u〉 univerzální objekt funktoru G, exis-
tuje právě jeden morfismus f ′ : a → a′′ takový, že v = G(f ′)(u). Odtud
dostaneme, že

G(f ′e′)(G(e)(u)) = G(f ′e′e)(u) = G(f ′)(G(e′e)(u)) = G(f ′)(u) = v

Je-li f ′′ : a′ → a′′ morfismus takový, že

v = G(f ′′)(G(e)(u)) = G(f ′′e)(u),

plyne z jednoznačnosti morfismu f ′, že f ′ = f ′′e a tedy f ′′ = f ′e′. Proto je
〈a′, G(e)(u)〉 univerzálním objektem funktoru G. �

Příklad 10.1.3 (Tenzorový součin). Fixujme těleso T a dvojici vektoro-
vých prostorů UUU , VVV nad T. Uvažme vektorový prostor T(UUU×VVV ) s bazí UUU ×VVV .
Na prvky tohoto prostoru můžeme nahlížet jako na formální součty

n∑

i=1

ti · 〈uuui, vvvi〉 ,

kde ti ∈ T a 〈uuui, vvvi〉 ∈ UUU ×VVV pro všechna i ∈ {1, . . . , n}. Uvažme podprostor
KKK prostoru T(UUU×VVV ) generovaný vektory

(13)

〈uuu1, vvv〉+ 〈uuu2, vvv〉 − 〈uuu1 + uuu2, vvv〉 , (uuu1,uuu2 ∈ UUU, vvv ∈ VVV ),

〈uuu,vvv1〉+ 〈uuu,vvv2〉 − 〈uuu,vvv1 + vvv2〉 , (uuu ∈ UUU, vvv1, vvv2 ∈ VVV ),

t · 〈uuu,vvv〉 − 〈tuuu,vvv〉 , (uuu ∈ UUU, vvv ∈ VVV , t ∈ T),

t · 〈uuu,vvv〉 − 〈uuu, tvvv〉 , (uuu ∈ UUU, vvv ∈ VVV , t ∈ T).

Položme
UUU ⊗ VVV = T(UUU×VVV )/KKK
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a označme uuu ⊗ vvv = 〈uuu,vvv〉 +KKK, pro všechna uuu ∈ UUU a vvv ∈ VVV . Výrazy v (13)
můžeme chápat takto:KKK je nejmenší podprostor vektorového prostoru T(UUU×VVV )

takový, že ve faktoru T(UUU×VVV )/KKK platí rovnosti

uuu1 ⊗ vvv + uuu2 ⊗ vvv = (uuu1 + uuu2)⊗ vvv, (uuu1,uuu2 ∈ UUU, vvv ∈ VVV ),

uuu⊗ vvv1 + uuu⊗ vvv2 = uuu⊗ (vvv1 + vvv2), (uuu ∈ UUU, vvv1, vvv2 ∈ VVV ),

t · (uuu⊗ vvv) = (tuuu)⊗ vvv = uuu⊗ (tvvv), (uuu ∈ UUU, vvv ∈ VVV , t ∈ T).

Odtud je vidět, že je kanonické zobrazení

(14)
τ : UUU × VVV → UUU ⊗ VVV ,

〈uuu,vvv〉 7→ uuu⊗ vvv.

bilineární.
Pro těleso T označme VecT kategorii vektorových prostorů nad tímto

tělesem. Fixujme těleso T a dvojici vektorových prostorů UUU , VVV nad T. Pro
WWW ∈ VecT označme B(WWW ) množinu všech bilineárních zobrazení UUU×VVV →WWW
a pro lineární zobrazení f : WWW →WWW ′ buď B(f) : B(WWW ) → B(WWW ′) zobrazení
dané předpisem φ 7→ f ◦ φ (rozmyslete, že pro bilineární zobrazení φ : UUU ×
VVV → WWW dostaneme složením f ◦ φ bilineární zobrazení UUU × VVV → WWW ′). Je
snadné ověřit, že jsme takto definovali funktor B : VecT → Set. Potom je
dvojice 〈UUU ⊗ VVV , τ〉 kde, τ : UUU ×VVV → UUU ⊗VVV je kanonické bilineární zobrazení
dané předpisem (14) univerzálním objektem funktoru B. Rozmyslete si, že
univerzalita tenzorového součinu znamená, že

pro každý vektorový prostor WWW nad tělesem T a každé bi-
lineární zobrazení φ : UUU × VVV → WWW existuje právě jedno
lineární zobrazení f : UUU ⊗VVV →WWW takové, že φ = f ◦ τ , tj.
takové, že diagram

UUU × VVV
τ

yysss
ss
ss
ss φ

##
UUU ⊗ VVV

∃!f
//WWW

komutuje.

Připomeňme, že jsme přirozené 1 interpretovali jednoprvkovou množinou
1 = {∅}. Pro každou množinu X a každý prvek x ∈ X označme ẋ zobrazení
1→ X takové, že ẋ(∅) = x.

Tvrzení 10.1.3. Nechť A je nějaká kategorie a G : A → Set funktor.
Potom je 〈a, u〉 univerzální objekt funktoru G právě když je 〈a, u̇〉 univerzální
morfismus z jednoprvkové množiny 1 do G.
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G(f ′)(u) = v ⇐⇒ G(f ′) ◦ u̇ = v̇

SetAAA

G

a

a′

•
u

G(a′)

G(a)

•v

• ∅❡

��
G(f ′)

��✪
✪✪
✪✪
✪✪

u̇mm❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬❬✛
u̇mm

f ′

��

✳

v̇
ww

%%%%%%%%%%

Důkaz. Uvědomme si, že pro každý objekt a′ kategorie A platí rovnost

homSet(1, G(a
′)) =

{
v̇ | v ∈ G(a′)

}
,

neboť každé zobrazení 1 → G(a′) je určeno svým jednoprvkovým obra-
zem. Dokazovaná ekvivalence pak plyne z toho, že pro každý morfismus
f ∈ homA(a, a′) platí, že G(f)(u) = v právě když G(f) ◦ u̇ = v̇. �

Každý univerzální objekt lze tedy interpretovat jako speciální případ
univerzálního morfismu. Ukážeme, že také naopak lze univerzální morfismy
interpretovat jako speciální případy univerzálních objektů.

Tvrzení 10.1.4. Nechť F : A→ B je funktor a b je objekt kategorie BBB.
Uvažme funktor G := homB(b, F (−)) = homB(b,−) ◦ F : A → Set. Potom
je dvojice 〈a, u〉 univerzálním morfismem z b do F právě když je univerzálním
objektem funktoru G.

A B

F

Set

homB(b,−)

a

a′

F (a)

b

F (a′)

◦

homB(b,F (a))

homB(b,F (a′))

•
u

•f

&&&&&&&&&& &&&&&&&&&&

f ′

��

u
88rrrrrrrr

f ''

F (f ′)

��
F (f ′)∗=homB(b,F (f ′))

��

s

��

Důkaz. Tvrzení plyne ihned z toho, že pro libovolné morfismy f ′ : a→ a′

v kategorii A a f : F (a)→ F (a′) v kategorii B platí, že

f = F (f ′) ◦ u ⇐⇒ f = F (f ′)∗(u) = G(f ′)(u).
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�

Pojem univerzálního morfismu a univerzálního objektu můžeme definovat
také v duálním kontextu:

Definice. Nechť F : A → B je funktor a b je objekt kategorie BBB. Uni-
verzální morfismus z F do b je dvojice 〈a, u〉 kde a a je objekt kategorie A

a u : F (a)→ b je morfismus v kategorii B takový, že
pro každou dvojici 〈a′, f〉, kde a′ je objekt a f : F (a′)→ b
je morfismus v kategorii B, existuje právě jeden morfismus
f ′ : a′ → a v kategorii A takový, že f = u ◦ F (f ′).

Nechť A je kategorie a G : A → Set funktor. Univerzálním objektem z
funktoru F rozumíme dvojici 〈a, u〉 sestávající z objektu kategorie A a prvku
u ∈ G(a) takového, že

pro každou dvojici 〈a′, v〉, kde a′ je objekt kategorie A a
v ∈ G(a′) existuje právě jeden morfismus f ′ : a′ → a v
kategorii A takový, že u = G(f ′)(v).

Stejně jako k nim duální pojmy, jsou univerzální morfismy z funktorů do
objektů a univerzální objekty z funktorů určeny jednoznačně až na izomor-
fismus (cf. Lemma 10.1.1 a Lemma 10.1.2).

10.2. Kategorie funktorů

Nechť A a B jsou libovolné kategorie. Definujeme kategorii AB funktorů
z B do A takto:

• Objekty kategorie AB jsou právě všechny funktory B→ A;
• Morfismy kategorie AB jsou právě všechny přirozené transformace

mezi těmito funktory.
Pro dvojici funktorů F,G : B→ A budeme značit množinu homAB(F,G)

všech přirozených transformací z F do G také nat(F,G). Tj.,

nat(F,G) := homAB(F,G) =
{
τ | τ : F •→ G

}
.

Protože morfismy v kategorii AB odpovídají přirozeným transformacím, bu-
deme pro ně používat značení •→ (místo obvyklého →).

10.3. Diagramy, jejich limity a kolimity

Nechť A a J je dvojice kategorií. Diagramem v kategorii A indexova-
ným kategorií J budeme rozumět funktor D : J → A. Kategorii J budeme
potom nazývat indexovou kategorií diagramu D. Na funktorovou kategorii
AJ tak můžeme pohlížet jako na kategorii všech diagramů v kategorii A

indexovaných kategorií J.
Buď dána indexová kategorie J. Pro každý objekt a kategorie A definu-

jeme diagram ∆J(a) takto:

j 7→ a, (∀ j ∈ obj(J));

s 7→ 1a, (∀ s ∈ mor(J)).
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Jsou-li s, t morfismy v kategorii J takové, že dom t = cod s, platí rovnosti
∆J(a)(t ◦ s) = 1a = 1a ◦ 1a = ∆J(a)(t) ◦ ∆J(a)(s), odkud je vidět, že
je ∆J(a) : J → A funktor (= diagram v A indexovaný J). Pro morfismus
f : a → b v kategorii A a každý objekt j kategorie J položme ∆J(f)j := f .
Pro každý morfismus s : i→ j v kategorii J je diagram

a

f

��

1a

��

∆J(a)(i)

❍❍❍❍❍❍❍❍❍

❍❍❍❍❍❍❍❍❍

∆J(a)(s)
//

∆J(f)i

��

∆J(a)(j)

∆J(f)j

��

❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲

❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲

b

1b

MM

∆J(b)(i)
∆J(b)(s)

//

●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●

∆J(b)(j)

|❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲

❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲

❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲
❲❲❲❲❲❲❲❲❲❲

triviálně komutativní. Proto je ∆J(f) := 〈∆J(f)j | j ∈ obj(J)〉 přirozenou
transformací ∆J(a)

•→ ∆J(b).
Nyní je již snadné ověřit, že dvojice zobrazení ∆J : obj(A) → obj(AJ)

a ∆J : mor(A)→ mor(AJ) určuje funktor ∆J : A→ AJ.

Definice. Nechť J je indexová kategorie a D : J → A diagram v kate-
gorii A. Kuželem nad diagramem D rozumíme dvojici 〈x, f〉, kde x je objekt
kategorie A a f : ∆J(x)

•→ D je morfismus v kategorii AJ.
Duálně kuželem pod diagramemD rozumíme dvojici 〈y, g〉, kde y je objekt

kategorie A a g : D •→ ∆J(y) je morfismus v kategorii AJ.

Morfismy v kategorii AJ odpovídají přirozeným transformacím. Proto
kužel nad diagramem D sestává z objektu x a z přirozené transformace
f : ∆J(x)

•→ D. To znamená, že f := 〈fj : x→ D(j) | j ∈ obj(J)〉 je soubor
morfismů v kategorii A takový, že pro každý morfismus s ∈ homJ(i, j) je
trojúhelník

x
fi

}}④④
④④
④④
④④ fj

!!❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉

D(i)
D(s)

// D(j)

komutativní.
Podobně kužel pod diagramem D sestává z objektu y a přirozené trans-

formace g : D •→ ∆J(y). To znamená, že g := 〈gj : D(j)→ y | j ∈ obj(J)〉 je
soubor morfismů v kategorii A takový, že pro každý morfismus s ∈ homJ(i, j)



10.3. DIAGRAMY, JEJICH LIMITY A KOLIMITY 71

je trojúhelník

D(i)
D(s) //

gi
!!❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇

D(j)

gj
}}④④
④④
④④
④④

y

komutativní.

Definice. Nechť J je indexová kategorie a D : J→ A diagram v katego-
rii A. Limitou diagramu D rozumíme univerzální morfismus z ∆J do D (tj.,
z funktoru ∆J : A → AJ do objektu D kategorie AJ). Kolimitou diagramu
D rozumíme univerzální morfismus z D do funktoru ∆J.

Limita diagramu D

A AJ

∆J

a x ∆J(a) ∆J(x)

D

##########

∃!f ′

oo

p

��✿
✿✿

✿✿
✿✿

✿✿
✿

f

��☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎

∆J(f
′)oo

Z definice je vidět, že limita

〈a, p := 〈pj : a→ D(j) | j ∈ obj(J)〉〉

je kuželem nad D takovým, že pro libovolný kužel

〈x, f := 〈fj : x→ D(j) | j ∈ obj(J)〉〉

nad D existuje právě jeden morfismus f ′ : x → a v kategorii A takový, že
fj = pj ◦ f

′ pro každé j ∈ obj(J). Jsou-li morfismy pj , j ∈ obj(J) zřejmé z
kontextu, nazýváme někdy limitou diagramu D samotný objekt a a značíme
jej limD nebo také lim

←−
D.
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Kolimita diagramu D

A AJ

∆J

b y ∆J(b) ∆J(y)

D

##########

∃!g′
//

q

��✂✂
✂✂
✂✂
✂✂
✂✂

g

��❁
❁❁

❁❁
❁❁

❁❁
❁

∆J(g
′)

//

Podobně jako limita je kolimita

〈b, q := 〈qj : D(j)→ b | j ∈ obj(J)〉〉

kuželem pod D takovým, že pro libovolný kužel

〈y, g := 〈gj : D(j)→ y | j ∈ obj(J)〉〉

pod D existuje právě jeden morfismus g′ : b → y v kategorii A takový, že
gj = g′◦qj pro každé j ∈ obj(J). Jako kolimitou diagramu D někdy chápeme
jen objekt b. Značíme jej colimD nebo také lim

−→
D.

Z Lemmatu 10.1.1 plyne, že limity diagramů jsou určeny jednoznačně až
na izomorfismus. Podobně z jednoznačnosti univerzálních morfismů z funk-
torů ∆J do diagramů indexovaných kategorií J plyne, že kolimity těchto
diagramů jsou určeny jednoznačně až na izomorfismus.



KAPITOLA 11

Konstrukce limit a kolimit, reprezentovatelné
funktory a Yonedovo lemma

Abstrakt. Budeme studovat součiny (kosoučiny) a ekvalizéry (koekva-
lizéry) a popíšeme je v kategorii množin, kategorii vektorových prostorů nad
daným tělesem a v kategorii grup. Ukážeme, že kategorie je kompletní právě
když má libovolné součiny a ekvalizéry. Duálně, kategorie je kokompletní
právě když má libovolné kosoučiny a koekvalizéry. Podíváme se na repre-
zentovatelné funktory a ukážeme Yonedovo lemma.

11.1. Součiny a kosoučiny

Kategorie J je diskrétní pokud

mor(J) = {1j | j ∈ obj(J)} ,

tj. pokud nemá netriviální morfismy. Diskrétní diagram v kategorii A je di-
agram indexovaný diskrétní kategorií.

• Limitu diskrétního diagramu D : J→ A nazýváme součinem tohoto
diagramu a značíme ji

∏

j∈obj(J)

D(j).

• Kolimitu diskrétního diagramu D : J→ A nazýváme kosoučinem a
značíme ji ∐

j∈obj(J)

D(j).

Nechť 〈aj | j ∈ J〉 je soubor objektů kategorie A. Uvažme diskrétní ka-
tegorii J takovou, že obj(J) = J a diagram D : J → A daný předpisem
D(j) := aj . Potom budeme užívat značení

∏

j∈J

aj :=
∏

j∈obj(J)

D(j), respektive
∐

j∈J

aj :=
∐

j∈obj(J)

D(j),

pro součin, respektive kosoučin tohoto diagramu. Limitu
〈∏

j∈J

aj ,

〈
pj :

∏

j∈J

aj → aj | j ∈ J

〉〉
,

73
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respektive 〈∐

j∈J

aj ,

〈
qj : aj →

∐

j∈J

aj | j ∈ J

〉〉
,

budeme nazývat součinem, respektive kosoučinem, souboru 〈aj | j ∈ J〉 ob-
jektů kategorie A. Zobrazení pj , respektive qj , budeme nazývat kanonické
projekce, respektive kanonická vnoření.

Uvažme diskrétní diagram D : J→ A v kategorii A. Protože je diagram
D diskrétní, je dvojice 〈x,fff〉 kužel nad D pro každý systém morfismů

(15) fff := 〈fj : x→ D(j) | j ∈ obj(J)〉

z objektu x do objektů diagramu D. Proto je dvojice 〈a, 〈pj | j ∈ obj(J)〉〉
limitou diagramu D právě když pro každý objekt x v a kategorii A a každý
systém morfismů (15) existuje právě jeden morfismus f : x → a takový, že
fj = pj ◦ f pro všechna j ∈ obj(J).

Podobně je dvojice 〈y,ggg〉 kužel pod D pro každý objekt y a každý systém
morfismů

(16) ggg := 〈gj : D(j)→ y | j ∈ obj(J)〉 .

Odtud plyne, že je dvojice 〈b, 〈qj : D(j)→ b | j ∈ obj(J)〉〉 kolimitou dia-
gramu D právě když pro každý objekt y v a kategorii A a každý systém
morfismů (16) existuje právě jeden morfismus g : b→ y takový, že gj = g ◦ qj
pro všechna j ∈ obj(J).

Ukázali jsme, že platí

Lemma 11.1.1. Nechť 〈aj | j ∈ J〉 je soubor objektů kategorie A. Dvojice

〈a, 〈pj : a→ aj | j ∈ J〉〉

je limitou tohoto souboru právě když pro každý objekt x kategorie A a každý
soubor morfismů fj : x→ aj, j ∈ J , existuje právě jeden morfismus f : x→ a
takový, že fj = pj ◦ f pro všechna j ∈ J .

Dvojice

〈b, 〈qj : aj → b | j ∈ J〉〉

je kolimitou tohoto souboru právě když pro každý objekt y kategorie A a každý
soubor morfismů gj : aj → y, j ∈ J , existuje právě jeden morfismus g : b→ y
takový, že gj = g ◦ qj pro všechna j ∈ J .

a

pj

��

x
∃!foo

fj����
��
��
��

aj

qj

��

gj

��❃
❃❃

❃❃
❃❃

❃

aj b
∃!g

// y

součin kosoučin
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Postupně si rozmyslíme jak vypadají součiny a kosoučiny v kategoriích
Set - množin, VecT - vektorových prostorů nad tělesem T a Grp - grup.

Nechť 〈Aj | j ∈ J〉 je soubor množin. Buď A := Xj∈J Aj jejich kartézský
součin a

pj : X
j∈J

Aj → Aj

〈aj〉j∈J 7→ aj

projekce na j-tou souřadnici. Nechť X je množina a 〈fj : X → Aj | j ∈ J〉
soubor zobrazení. Snadno nahlédneme, že zobrazení

f : X → X
j∈J

Aj

x 7→ 〈fj(x)〉j∈J

splňuje rovnost fj = pj ◦ f pro všechna j ∈ J . Všimněme si, že pro každé
zobrazení f ′ : X →

∏
j∈J Aj a každé x ∈ X platí, že f ′(x) = 〈pj(f ′(x))〉j∈J .

Proto z rovností fj = pj◦f
′, j ∈ J , plyne, že f ′ = f . Ukázali jsme tak, že kar-

tézský součin spolu s kanonickými projekcemi odpovídá součinu v kategorii
množin. Podobně bychom nahlédli, že kartézský součin spolu s kanonickýmy
projekcemi odpovídá součinu také v kategorii vektorových prostorů a v ka-
tegorii grup.

Buď
⊔

j∈J Aj disjunktní sjednocení množin Aj a qj : Aj →
⊔

j∈J Aj , j ∈
J , inkluze. Buď Y libovolná množina gj : Aj → Y , j ∈ J , libovolný soubor
zobrazení. Potom je zobrazení g :

⊔
j∈J Aj → Y takové, že g(a) = gj(a) pro

každé j ∈ J a každé a ∈ Aj , zřejmě jediným zobrazením z
⊔

j∈J Aj do Y
splňujícím gj = g ◦ qj pro všechna j ∈ J . Proto v kategorii množin odpovídá
kosoučin disjunktnímu sjednocení.

Nechť 〈Vj | j ∈ J〉 je soubor vektorových prostorů nad daným tělesem T.
Vnějším direktním součtem prostorů Vj rozumějme podprostor

⊕

j∈J

Vj =
{
〈vj〉j∈J | vj = 0 pro skoro všechna j ∈ J

}

kartézského součinu Xj∈J Vj . Pro každé j ∈ J označme p̂j :
⊕

j∈J Vj → Vj
restrikci kanonické projekce pj : Xj∈J Vj → Vj na podprostor

⊕
j∈J Vj . Dále

uvažme vnoření qj : Vj →
⊕

j∈J Vj dané předpisy

v 7→ 〈0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0〉 ,

kde nenulové prvky v jsou v j-té souřadnici. To znamená, že pro všechna
i, j ∈ J platí

(17) p̂i ◦ qj =

{
1Vj

, pokud i = j,

0, pokud i 6= j.

Všimněme si také, že platí

(18)
∑

j∈J

qj ◦ p̂j = 1⊕
j∈J Vj

.
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Bud’W vektorový prostor a 〈gj : Vj →W | j ∈ J〉, soubor lineárních zob-
razení. Položme

g =
∑

j∈J

gj ◦ p̂j .

To znamená, že g :
⊕

j∈J Vj →W je zobrazení definované předpisem

v = 〈vj〉j∈J 7→
∑

j∈J

gj ◦ p̂j(v) =
∑

j∈J

gj(vj).

Vzhledem k (17) platí pro každé j ∈ J rovnosti

g ◦ qj =
∑

i∈J

gi ◦ p̂i ◦ qj = gj ◦ p̂j ◦ qj = gj ◦ 1Vj
= gj .

Předpokládejme, že g′ :
⊕

j∈J Vj → W je lineární zobrazení takové, že platí
gj = g′ ◦ qj pro všechna j ∈ J . Potom vzhledem k rovnosti (18) a linearitě
zobrazení g′ platí, že

g′ = g′ ◦


∑

j∈J

qj ◦ p̂j


 =

∑

j∈J

g′ ◦ qj ◦ p̂j =
∑

j∈J

gj ◦ p̂j = g.

Ukázali jsme, že vektorový prostor
⊕

j∈J Vj spolu se souborem lineárních

zobrazení
〈
qj : Vj →

⊕
j∈J Vj | j ∈ J

〉
tvoří kosoučin souboru vektorových

prostorů 〈Vj | j ∈ J〉. Proto kosoučiny v kategorii VecT odpovídají direktním
součtům.

Zbývá popis kosoučinu v kategorii grup. Nechť je 〈Gj | j ∈ J〉 soubor
grup. Pro každé j ∈ J položme G#

j := Gj \{1}
1 a uvažme disjunktní sjedno-

ceníX =
(⊔

j∈J G
#
j

)
⊔{1}. Řekneme, že prvek x ∈ X je asociován s indexem

j ∈ J pokud x ∈ Gj (prvek 1 je tedy asociovaný se všemi indexy j ∈ J).
Slovem nad X rozumějme neprázdnou konečnou posloupnost x1 . . . xn prvků
z X. Řekneme, že slovo x1 . . . xn je v redukovaném tvaru pokud žádné dva
sousední znaky xi a xi+1 nejsou asociovány s týmž indexem j ∈ J . Redukcí
slova x1 . . . xn rozumějme nahrazení některého z jeho úseku xixi+1 takových,
že obě xi, xi+1 jsou asociovány se stejným indexem j součinem xi · xi+1 v
Gj a zkrácení výchozího slova o jeden znak. Je zřejmé, že postupným re-
dukováním převedeme každé slovo s := x1 . . . xn na slovo v redukovaném
tvaru. Netriviální je to, že tento redukovaný tvar je určen jednoznačně (cf.
[4, Theorem 11.52]). Redukovaný tvar slova s označíme red(s). Pro dvojici
slov s := x1 . . . xn a t := y1 . . . yk položme s_t = x1 . . . xny1 . . . yk a defi-
nujme s ∗ t := red(s_t). Z jednoznačnosti redukovaného tvaru nahlédneme,
že je operace ∗ asociativní. Symbolem

∗
j∈J

Gj

1Z každé z grup Gj vyjmeme jednotkový prvek.
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označme množinu všech slov nad X v redukovaném tvaru spolu s operací ∗
redukovaného násobení. Z definice je vidět, že 1 ∈ ∗j∈J Gj a že pro každé
slovo s v redukovaném tvaru platí rovnosti 1 ∗ s = s ∗ 1 = s. Pro slovo
s = x1 · · ·xn položme s−1 = x−1

n · · ·x
−1
1 . Snadno nahlédneme, že je-li slovo

s v redukovaném tvaru, je také s−1 v redukovaném tvaru a platí s ∗ s−1 =
s−1 ∗ s = 1. Proto je ∗j∈J Gj grupa. Budeme ji nazývat volným součinem
grup Gj .

Všimněme si, že každé slovo délky jedna je v redukovaném tvaru. Je-li
j ∈ j a jsou-li x, y ∈ Gj , platí, že

x ∗ y = red(x_y) = x · y.

Proto jsou
qj : Gj → ∗

j∈J
Gj

x 7→ x

vnořeními grup.
Nechť H je grupa a 〈gj : Gj → H | j ∈ J〉 soubor grupových homomor-

fismů. Buď x1 . . . xn slovo nad X a j1, . . . , jn posloupnost indexů taková, že
xi ∈ Gji pro každé i = 1, . . . , n. Položme

g(x1 . . . xn) = gj1(x1) · · · gjn(xn)

Odtud je vidět, že

(19) g(s_t) = g(s) · g(t)

pro každou dvojici slov s, t nad X. Jsou-li xi, xi+1 asociovány s týmž indexem
j, tj. pokud xi, xi+1 ∈ Gj , platí, že

g(xixi+1) = gj(xi) · gj(xi+1) = gj(xi · xi+1) = g(xi · xi+1).

Odtud plyne, že

(20) g(s) = g(red(s))

pro každé slovo s nad X. Z rovností (19) a (20) odvodíme, že

g(s ∗ t) = g(red(s_t)) = g(s_t) = g(s) · g(t),

pro každou dvojici slov s, t. Proto je g : ∗j∈J Gj → H grupovým homomor-
fismem.

Buď g′ : ∗j∈J Gj → H grupový homomorfismus takový, že pro každé
j ∈ J platí rovnost gj = g◦qj . Potom pro každé slovo x1 . . . xn v redukovaném
tvaru platí, že

g(x1 . . . xn) = gj1(x1) · · · gjn(xn),

kde j1, . . . , jn ∈ J jsou taková, že xi jsou asociována s ji pro všechna i =
1, . . . , n. Odtud plyne, že g′ = g ↾ ∗j∈J Gj .

Ukázali jsme, že volný součin ∗j∈J Gj spolu s vnořeními qj : Gj → ∗j∈J Gj ,
j ∈ J , tvoří kosoučin souboru 〈Gj | j ∈ J〉. Proto kosoučiny v kategorii grup
odpovídají volným součinům.
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11.2. Ekvalizéry a koekvalizéry

Nechť J je kategorie se dvěma objekty 0, 1 a dvojicí netriviálních para-
lelních morfismů s, t : 0→ 1, znázorněná na následujícím obrázku:

0

s
''

t

7710 99 1 11
yy

Buď A libovolná kategorie a uvažme diagram D : J → A. Kužel nad D
pak sestává z objektu x a dvojice morfismů fi : x→ D(i), i = 0, 1, takových,
že

f1 = D(s) ◦ f0 = D(t) ◦ f0.

Vidíme, že morfismus f0 jednoznačně určuje f1. Proto je kužel nad D dán
objektem x kategorie A a morfismem f0 : x→ D(0) takovým, že D(s)◦f0 =
D(t) ◦ f0. Podobně platí, že kužel pod D je určen objektem y a morfismem
g1 : D(1)→ y takovým, že

g1 ◦D(s) = g1 ◦D(t).

x
f0 //

f1

!!
D(0)

D(s)

))

D(t)

55 D(1)

Kužel nad D

D(0)

D(s)

))

D(t)

55

g0

>>D(1) g1
// y

Kužel pod D

Nechť u, v : c0 → c1 je dvojice paralelních morfismů v dané kategorii A.
Uvažme diagram D : J → A takový, že D(s) = u a D(t) = v. Ekvalizérem
(resp. koekvalizérem) dvojice u, v budeme rozumět limitu (resp. kolimitu)
diagramu D.

Formálně je ekvalizér morfismů u, v dvojice 〈a, 〈pi : a→ ci | i = 0, 1〉〉 ta-
ková, že up0 = vp0 = p1 a pro každé 〈x, 〈fi : x→ ci | i = 1, 2〉〉 takové, že
uf0 = vf0 = f1 existuje právě jeden morfismus f : x→ a takový, že fi = pif
pro i = 0, 1. Morfismy p1 (resp. f1) jsou určeny morfismy p0 (resp. f0). Navíc
z f0 = p0f plyne rovnost f1 = uf0 = up0f = p1f . Proto podobně jako výše
je ekvalizér morfismů u, v určen morfismem p0 : a→ c0 takovým, že
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• up0 = vp0,
• pro každý objekt x a každý morfismus f0 : x→ c0 takový, že uf0 =
vf0, existuje právě jeden morfismus f : x→ a splňující f0 = p0f .

Podobně ukážeme, že koekvalizér morfismů u, v je určen morfismem q1 : c1 →
b takovým, že

• q1u = q1v,
• pro každý objekt y a každý morfismus g1 : c1 → y takový, že g1u =
g1v, existuje právě jeden morfismus g : b→ y splňující g1 = gq1.

y

a
p0 // c0

u

$$

v

99 c1 q1
//

g1
??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧
b

∃!g

OO

x

∃!f

OO

f0

??⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦⑦

Ekvalizér Koekvalizér

Neformálně ztotožníme morfismus ekvalizér (resp. koekvalizér) morfismů u, v
s morfismem p0 : a→ c0 (resp. q1 : c1 → b).

Lemma 11.2.1. Každý ekvalizér je monomorfismus a každý koekvalizér
je epimorfismus.

Důkaz. Buď u, v : c0 → c1 dvojice paralelních morfismů v kategorii A
a p0 : a → c0 ekvalizér u, v. Předpokládejme, že pro morfismy f ′, f ′′ : x →
a platí rovnost p0f ′ = p0f

′′. Položme f0 = p0f
′ a všimněme si, že platí

uf0 = up0f
′ = vp0f

′ = vf0. Protože p0 je ekvalizér morfismů u, v, existuje
právě jeden morfimus f : x→ a takový, že f0 = p0f . Z jednoznačnosti tohoto
morfismu plyne, že f ′ = f = f ′′. Proto je p0 monomorfismus.

Podobně ukážeme, že koekvalizéry jsou epimorfismy. �

Podobně jako v případě součinů a kosoučinů popíšeme ekvalizéry a ko-
ekvalizéry v kategoriích množin, vektorových prostorů a grup.

Uvažme množiny C0, C1 a dvojici zobrazení u, v : C0 → C1. Položme

(21) A := {c ∈ C0 | u(c) = v(c)}

a označme p0 : A → C0 vnoření inkluzí. Předpokládejme, že f0 : X → C0

je zobrazení takové, že uf0 = vf0. Potom uf0(c) = vf0(c) pro všechna c ∈
C0. Proto platí inkluze f0(X) ⊆ A. Odtud plyne, že existuje právě jedno
zobrazení f : X → A takové, že f0 = p0f .2 Proto je inkluze p0 : A → C0

ekvalizérem zobrazení u a v.

2Neformálně jsou zobrazení f0 a f totožné. Formálně může platit, že cod f = A (
C0 = cod f0 a tedy f a f0 mohou být různé morfismy.
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Označme Θ nejmenší ekvivalenci na množině C1 takovou, že u(c0) ≡
v(c0) (mod Θ) pro všechna c0 ∈ C0 a položme

B := C1/Θ = {[ c1 ]Θ | c1 ∈ C1} ,

kde [ c1 ]Θ = {c′1 ∈ C1 | c1 ≡ c
′
1 (mod Θ)} je třída ekvivalence Θ obsahující

prvek c1 ∈ C1. Označme q1 : C1 → B = C1/Θ kanonickou projekci c1 7→
[ c1 ]Θ. Buď Y množina a g1 : C1 → Y zobrazení takové, že ug1 = vg1.
Položme

ker g1 :=
{〈
c1, c

′
1

〉
∈ C1 × C1 | g1(c1) = g1(c

′
1)
}
.

Snadno nahlédneme, že ker g1 je ekvivalence na C1 a protože ug1 = vg1,
je 〈u(c0), v(c0)〉 ∈ ker g1 pro všechna c0 ∈ C0. Odtud plyne, že Θ ⊆ ker g1
a předpisem [ c1 ]Θ 7→ g1(c1) je jednoznačně určeno zobrazení g : B → Y
takové, že g1 = g ◦ q1. Proto je q1 : C1 → B koekvalizérem morfismů u, v.

V případě ekvalizérů v kategoriích vektorových prostorů, resp. grup, po-
stupujeme obdobně. Jen je třeba ověřit, že množina A definovaná v (21) je
univerzem podprostoru (resp. podgrupy) C0. Abychom popsali koekvalizéry
v kategorii vektorových prostorů, položíme

K := {u(c0)− v(c0) | c0 ∈ C0}

a ověříme, že K je podprostor prostoru C1. Dále položíme B = C1/K a defi-
nujeme q1 : C1 → C1/K = B jako kanonickou projekci. V případě grup ozna-
čímeN normální podgrupu generovanou množinou

{
u(c0)v(c0)

−1 | c0 ∈ C0

}
.

Podobně jako v předchozích případech položíme B = C1/N a definujeme
q1 : C1 → C1/N = B jako kanonickou projekci. To, že q1 je koekvalizér ho-
momorfismů u a v plyne z věty o homomorfismu (cf. [1, Věta III.2.12] pro
grupy a [1, Věta VI.3.4] pro vektorové prostory).

11.3. Konstrukce limit a kolimit

Buď J libovolná množina. Uvažme kategorii J takovou, že

obj(J) := {0} ∪ J,

mor(J) := {1j | j ∈ obj(J)} ⊔ {sj , tj : 0→ j | j ∈ J} .
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Kategorie J je znázorněna na obrázku:

j

1j

��

010 99

sj′
))

tj′

55

sj′′

��

tj′′

((

sj

66

tj

II

j′ 1j′
xx

j′′

1j′′

kk

Nechť A je libovolná kategorie, J množina a U := 〈uj : c0 → cj | j ∈ J〉,
V := 〈vj : c0 → cj | j ∈ J〉 dvojice souborů morfismů, které všechny mají
společný domain c0 a morfismy sj , tj mají společný kodomain cj pro všechna
j ∈ J . Takové dva soubory budeme nazývat paralelní. Dvojici 〈U, V 〉 při-
řaďme diagram D : J → A tak, že D(sj) := uj a D(tj) := vj . Ekvalizérem
souborů U , V budeme rozumět limitu diagramu D. Podobně jako v případě
ekvalizérů je každý kužel nad D určen morfismem f0 : x → c0 takovým, že
sjf0 = tjf0 pro všechna j ∈ J . Limita diagramuD je potom určena objektem
a a morfismem p0 : a→ c0 takovým, že

• sjp0 = tjp0 pro všechna j ∈ J ,
• je-li f0 : x→ c0 morfismus takový, že sjf0 = tjf0 pro všechna j ∈ J ,

existuje právě jeden morfismus f : x→ a takový, že f0 = p0f .

Lemma 11.3.1. Předpokládejme, že v kategorii A existuje ekvalizér li-
bovolné dvojice paralelních morfismů. Nechť U := 〈uj : c0 → cj | j ∈ J〉 a
V := 〈vj : c0 → cj | j ∈ J〉 jsou paralelní soubory morfismů v A. Pokud v
kategorii A existuje součin souboru 〈cj | j ∈ J〉 pak v A existuje ekvalizér
souborů U, V .
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cj

a
p0 // c0

u

��

v

FF

uj

00

vj

CC

uj′

��vj′
..

∏
j∈J cj

pj

ggPPPPPPPPPPPPPP

pj′
ww♥♥♥

♥♥♥
♥♥♥

♥♥♥
♥

cj′

Důkaz. Nechť
〈∏

j∈J cj ,
〈
pj :

∏
j∈J cj → cj | j ∈ J

〉〉
je součin souboru

〈cj | j ∈ J〉. Vzhledem k univerzální vlastnosti součinu existují jednoznačně
určené morfismy u, v : c0 →

∏
j∈J cj takové, že uj = pju a vj = pjv pro

všechna j ∈ J . Nakonec buď p0 : a→ c0 ekvalizér morfismů u a v. Ukážeme,
že p0 je současně ekvalizér souborů U , V .

Protože up0 = vp0, platí pro každé j ∈ J rovnosti

ujp0 = pjup0 = pjvp0 = vjp0.

Buď f0 : x→ c0 morfismus takový, že ujf0 = vjf0 pro všechna j ∈ J . Odtud
plyne, že

pjuf0 = ujf0 = vjf0 = pjvf0,

pro všechna j ∈ J . Z vlastností součinu plyne, že existuje právě jeden mor-
fismus w : x →

∏
j∈J cj takový, že pjw = pjuf0, pro všechna j ∈ J . Proto

uf0 = w = vf0. Vzhledem k tomu, že je p0 : a → c0 ekvalizér morfismů u,
v, existuje právě jeden morfismus f : x → a takový, že f0 = p0f . To ale
znamená, že p0 je ekvalizér souborů U, V . �

Věta 11.3.2. Buď A kategorie v níž existují libovolné ekvalizéry. Buď dále
J kategorie taková, že v A existuje součin každého souboru objektů indexo-
vaného buďto množinou obj(J) nebo množinou mor(J). Potom v A existuje
limita každého diagramu indexovaného kategorií J.
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a
p0 //
∏

j′∈obj(J)D(j′)
p′i //

p′j &&◆◆
◆◆◆

◆◆◆
◆◆

D(i)

D(s)

��

x
fioo

fj~~⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥

∃! f0

||

∃! f

~~

f ′

��

D(j)

Důkaz. Buď D : J → A libovolný diagram indexovaný kategorií J.
Podle předpokladu existuje součin〈 ∏

j′∈obj(J)

D(j′),

〈
p′j :

∏

j′∈obj(J)

D(j′)→ D(j) | j ∈ obj(J)

〉〉
,

souboru 〈D(j) | j ∈ obj(J)〉. Všimněme si, že tento součin by byl limitou
diagramu D pokud p′j = D(s)p′i pro každý morfismus s : i → j v kategorii
J. To však nemusí platit. Proto pro každý morfismus s : i → j v J položme
us := D(s) ◦ p′i, vs = p′j a uvažme soubory morfismů

U := 〈us | s : i→ j ∈ mor(J)〉 a V := 〈vs | s : i→ j ∈ mor(J)〉 .

Podle předpokladu existuje součin souboru 〈D(cod s) | s ∈ mor(J)〉. Vzhle-
dem k Lemmatu 11.3.1 existuje ekvalizér p0 : a→

∏
j∈obj(J)D(j) souborů U,

a V . Ukážeme, že objekt a spolu s morfismy pj := p′jp0, j ∈ obj(J), tvoří
limitu diagramu D.

Buď 〈x, 〈fj : x→ D(j) | j ∈ obj(J)〉〉 kužel nad D. Ukážeme, že existuje
právě jeden morfismus f : x→ a splňující

(22) pjf = fj ,

pro všechna j ∈ obj(J). Z vlastností součinu plyne existence (právě jednoho)
morfismu f0 : x→

∏
j∈obj(J) takového, že

(23) p′jf0 = fj ,

pro všechna j ∈ obj(J). Pro každý morfimus s : i→ j v kategorii J platí, že
D(s)fi = fj , odkud plyne rovnost

usf0 = D(s) p′if0 = p′jf0 = vsf0.

Protože p0 je ekvalizér souborů U a V , existuje právě jeden morfismus f : x→
a takový, že

(24) f0 = p0f.

Odtud vzhledem k (23) plyne, že

pjf = p′jp0f = p′jf0 = fj ,

pro všechna j ∈ obj(J).
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Zbývá ukázat, že morfismus f je určen rovnostmi (22) jednoznačně. Nechť
f ′ : x→ a je morfismus takový, že

pjf
′ = fj ,

pro všechna j ∈ obj(J). Odtud plyne, že p′jp0f
′ = fj pro všechna j ∈ obj(J).

Vzhledem k tomu, že morfismum f0 je určen rovnostmi (23) jednoznačně,
dostaneme odtud, že f0 = p0f

′. Morfismus f je určen rovností (24) a proto
f ′ = f . �

Definice. Řekneme, že je kategorie A kompletní, respektive konečně
kompletní, má-li každý diagram v A, respektive každý konečný diagram v
A, limitu.

Z Věty 11.3.2 ihned plyne, že

Důsledek 11.3.3. Kategorie A je kompletní právě když má všechny
ekvalizéry a všechny součiny.

a

Důsledek 11.3.4. Kategorie A je konečně kompletní právě když má
všechny ekvalizéry a všechny součiny konečných souborů objektů.

Duálně lze ukázat analogie Věty 11.3.2 a jejích důsledků pro koekvalizéry,
kosoučiny a kolimity.

Věta 11.3.5. Buď A kategorie v níž existují libovolné koekvalizéry. Buď
dále J kategorie taková, že v A existuje kosoučin každého souboru objektů
indexovaného buďto množinou obj(J) nebo množinou mor(J). Potom v A

existuje kolimita každého diagramu indexovaného kategorií J.

Definice. Řekneme, že je kategorie A kokompletní, respektive konečně
kokompletní, má-li každý diagram v A, respektive každý konečný diagram v
A, kolimitu.

Důsledek 11.3.6. Kategorie A je kokompletní právě když má všechny
koekvalizéry a všechny kosoučiny.

Důsledek 11.3.7. Kategorie A je konečně kompletní právě když má
všechny koekvalizéry a všechny kosoučiny konečných souborů objektů.

Poznámka. Konstrukce kolimit diagramů pomocí kosoučinů a koekva-
lizérů odpovídá strategii konstrukcí struktur (v našem případě objektů dané
kategorii) pomocí jejich prezentací, to znamená pomocí generátorů a relací.
Konkrétně kosoučin odpovídá konstrukci volné struktury pomocí generátorů a
projekce na koekvalizátor faktorizaci podle relací, které jsou v našem případě
popsány dvojicí souborů morfismů.
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11.4. Reprezentovatelné funktory a Yonedovo lemma

Definice. Buď A kategorie a G : A → Set funktor z této kategorie
to kategorie množin. Reprezentací funktoru G budeme rozumět přirozený

izomorfismus ϕ : homA(a,−)
•
∼→ G, pro nějaký objekt a kategorie A.

Řekneme, že funktor G je reprezentovatelný, pokud existuje nějaká jeho
reprezentace.

Ukážeme si, že reprezentace funktoru G : A→ Set odpovídají univerzál-
ním objektům do tohoto morfismu. Z definice plyne, že je-li 〈a, u〉 univerzální
objekt morfismu G, je pro každý objekt a′ kategorie A definována předpisem
f 7→ G(f)(u) bijekce homA(a, a′)→ G(a′).

Věta 11.4.1. Uvažme funktor G : A → Set. Je-li 〈a, u〉 univerzální ob-
jekt tohoto funktoru, je předpisy

(25)
ϕa′ : homA(a, a′)→ G(a′)

f 7→ G(f)(u)

určena reprezentace ϕ := 〈ϕa′ | a
′ ∈ obj(A)〉 : homA(a,−)

•
∼→ G tohoto funk-

toru.
Naopak pro každou reprezentaci ϕ funktoru G existuje univerzální objekt

〈a, u〉 takový, že ϕ je definovaná pomocí (25).

Důkaz. Z univerzality objektu 〈a, u〉 plyne, že jsou zobrazení ϕa′ , a′ ∈
obj(A), bijekce. Ukážeme, že je ϕ přirozená transformace. To plyne z toho,
že diagram

homA(a, a′)
ϕa′ //

g∗=homA(a,g)
��

G(a′)

G(g)
��

homA(a, a′′)
ϕa′′ // G(a′′)

komutuje pro všechny morfismy g : a′ → a′′ v kategorii A. Pro každý morfis-
mus f : a→ a′ totiž platí, že

ϕa′′(g∗(f)) = ϕa′′(gf) = G(gf)(u) = G(g)(f(u)) = G(g)(ϕa′(f)).

Naopak nechť je ϕ : homA(a,−)
•
∼→ G nějaká reprezentace funktoru G.

Položme u := ϕa(1a). Protože je ϕ přirozená transformace, diagram

homA(a, a)
ϕa //

f∗=homA(a,f)
��

G(a)

G(f)
��

homA(a, a′)
ϕa′ // G(a′)

komutuje pro každý morfismus f : a→ a′. Odtud plyne, že

(26) ϕa′(f) = ϕa′(f∗(1a)) = G(f)(ϕa(1a)) = G(f)(u).
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Buď v libovolný prvek množiny G(a′). Vzhledem k (26) platí pro morfismus
f ′ : a → a′, že G(f ′)(u) = v právě když v = ϕa′(f

′). Protože je ϕa′ izomor-
fismus, existuje právě jeden takový morfismus f ′. Odtud plyne, že 〈a, u〉 je
univerzální objekt funktoru G. Z rovností (26) je vidět, že ϕ je reprezentace
funktoru G definovaná pomocí (25). �

Důsledek 11.4.2. Funktor G : A→ Set je reprezentovatelný právě když
má univerzální objekt.

Lemma 11.4.3 (Yonedovo lemma). Pro každý funktor F : A → Set a
každý objekt a kategorie A je předpisem

(27) [η : homA(a,−) •→ F ] 7→ ηa(1a)

definovaná bijekce

y〈a,F 〉 : nat(homA(a,−), F )→ F (a).

Důkaz. Pro každou přirozenou transformaci η : homA(a,−) •→ F a
každý morfismus f : a→ a′ je diagram

homA(a, a)
ηa //

f∗=homA(a,f)
��

F (a)

F (f)
��

homA(a, a′) ηa′
// F (a′)

komutativní. To znamená, že ηa′(f) = F (f)(ηa(1a)) a proto prvek ηa(1a) ∈
F (a) jednoznačně určuje přirozenou transformaci η. To znamená, že je zob-
razení y〈a,F 〉 prosté.

Zvolme libovolný prvek e ∈ F (a) a pro každý morfismus f : a → a′

položme

(28) ηa′(f) = F (f)(e).

Potom pro každý morfismus g : a′ → a′′ v A platí, že

F (g)((ηa′)(f)) = F (g)(F (f)(e)) = F (gf)(e) = ηa′′(gf) = ηa′′(g∗(f))

a tedy diagram

homA(a, a′)
ηa′ //

g∗=homA(a,g)
��

F (a′)

F (g)
��

homA(a, a′′) ηa′′
// F (a′)

komutuje. Odtud je vidět, že soubor η := 〈ηa′ | a
′ ∈ obj(A)〉 je přirozenou

transformací homA(a,−) •→ F . Dosadíme-li a′ := a a f := 1a do (28),
dostaneme, že e = ηa(1a). Proto je y〈a,F 〉 zobrazením na celou množinu
F (a). Ukázali jsme, že y〈a,F 〉 je izomorfismus. �

Pro každý objekt a kategorie A položme a∗ := homA(a,−).
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Důsledek 11.4.4. Pro každou dvojici objektů a, b kategorie A máme
izomorfismus

y〈b,a∗〉 : nat(b∗, a∗)
≃
−→ homA(a, b).

daný předpisem η 7→ ηb(1b).

Pro každý morfismus f : a→ b uvažme přirozenou transformaci

f∗ = homA(f,−) : homA(b,−) •→ homA(a,−).

Z rovnosti
f∗b (1b) = homA(f, b)(1b) = 1bf = f,

je vidět, že f∗ = y−1
b,a∗(f). Pro každý funktor F : A→ Set a každou přiroze-

nou transformaci η : homA(a,−) •→ F plyne z definic, že

y〈b,F 〉(nat(f
∗, F )(η)) = y〈b,F 〉(η ◦ f

∗) = (η ◦ f∗)b(1b)

= ηb(f) = F (f)(ηa(1a)) = F (f)(ya,F (η).

To znamená, že diagram

(29) nat(homA(a,−), F )
y〈a,F 〉 //

nat(f∗,F )
��

F (a)

F (f)
��

nat(homA(b,−), F ) y〈b,F 〉

// F (b)

komutuje pro všechna a, b ∈ obj(A) a všechny funktory F : A→ Set.
Buď a objekt kategorie A. Pro každou dvojici funktorů F,G : A→ Set,

každou přirozenou transformaci λ : F •→ G a každou přirozenou transformaci
η homA(a,−) •→ F platí, že

y〈a,G〉(λ∗(η)) = y〈a,G〉(λ ◦ η) = (λ ◦ η)a(1a)

= λa(ηa(1a)) = λa(y〈a,F 〉(η)).

Odtud plyne, že diagram

(30) nat(homA(a,−), F )
y〈a,F 〉 //

nat(homA(a,−),λ)
��

F (a)

λa

��
nat(homA(a,−), G) y〈a,G〉

// G(a)

komutuje pro všechny objekty a kategorie A a všechny přirozené transfor-
mace λ : F •→ G.

Komutativita diagramů (29) a (30) znamená, že je zobrazení

y〈a,F 〉 : nat(homA(a,−), F )→ F (a)

definované přiřazením (27) je přirozené v obou souřadnicích. Na závěr kapi-
toly formálně popíšeme, co přesně to znamená.

Kartézský součin kategorií A×B je kategorie taková, že
• obj(A×B) = obj(A)× obj(B),
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• mor(A×B) = mor(A)×mor(B)

a domain, kodomain a skládání morfismů jsou definovány po složkách.
Uvažme dvojici funktorů N,E : A × SetA → Set definovaných na ob-

jektech a morfismech kategorie A× SetA takto:
• Pro objekt 〈a, F 〉 položíme

N(〈a, F 〉) := nat(homA(a,−), F ) a E(〈a, F 〉) := F (a).

• Pro morfismus 〈f, λ〉 : 〈a, F 〉 → 〈b,G〉 definujeme

N(〈f, λ〉) := nat(homA(a,−), λ) ◦ nat(f∗, F ) : η 7→ λ ◦ η ◦ f∗,

E(〈f, λ〉) := λb ◦ F (f) = G(f) ◦ λa.

Z Yonedova lemmatu a komutativity diagramů (29) a (30) dostaneme, že

Věta 11.4.5. Buď A libovolná kategorie. Soubor

y :=
〈
y〈a,F 〉 : nat(homA(a,−),F )→F (a) | 〈a, F 〉 ∈ obj(A× SetA)

〉

zobrazení definovaných předpisy (27) je přirozeným izomorfismem y : N
•
∼→

E.
To znamená, že jsou všechny y〈a,F 〉 izomorfismy, a že diagramy

nat(homA(a,−), F )
y〈a,F 〉 //

N(f,λ)
��

F (a)

E(f,λ)
��

nat(homA(b,−), G) y〈b,G〉

// G(b)

komutují pro všechny morfismy 〈f, η〉 : 〈a, F 〉 → 〈b,G〉 v kategorii A× SetA.
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Adjunkce

Abstrakt. Ukážeme, že pro každý morfismus f indukují hom-funktory
přirozené transformace f∗ a f∗. Definujeme adjunkci z kategorie X do ka-
tegorie A sestávající z dvojice opačných funktorů F : X → A a G : A → X

a izomorfismů ϕx,a : homA(F (x), a) → homX(x,G(a)) přirozeného v obou
souřadnicích. Ukážeme, že adjunkce umožní sestrojit přirozenou transfor-
maci η : IX

•→ GF složenou z univerzálních morfismů z objektů kategorie X

do funktoru G a přirozenou transformaci η : FG •→ IA složenou z univerzál-
ních morfismů z funktoru F do objektů kategorie A. Nakonec ukážeme, že
adjunkce je každou z těchto přirozených transformací určena.

12.1. Přirozená transformace indukovaná hom-funktory

Pro každou dvojici kontravariantních funktorů F,G : A→ B definujeme
přirozenou transformaci η : F •→ G jako soubor morfismů ηa : F (a)→ G(a),
a ∈ A, v kategorii B takových, že pro každý morfismus f : a→ b v kategorii
A diagram

F (b)

ηb
��

F (f) // F (a)

ηa

��
G(b)

G(f)
// G(a)

v kategorii B komutuje.
Můžeme tak uvážit kategorii všech kontravariantních funktorů A → B,

kterou budeme značit ko-BA.
Buď A libovolná kategorie. Konstrukce hom-množin indukuje dvojici

funktorů: kontravariantní funktor A→ ko-SetA a kovariantní funktor A→
SetA. Ten kontravariantní přiřadí

• objektu a kategorie A funktor a∗ := homA(a,−) : A→ Set a
• morfismu f : a→ b přirozenou transformaci

f∗ = homA(f,−) : homA(b,−) •→ homA(a,−).

Složky přirozené transformace f∗ jsou zobrazení

(f∗)y = homA(f, y) : homA(b, y)→ homA(a, y), (y ∈ obj(A)),

g 7→ gf.

89
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Index y se při značení obvykle vynechává a píše se f∗ místo formálně správ-
ného (f∗)y. To také odpovídá značení, které jsme dosud používali.

Druhý kovariantní funktor a→ ko-SetA je dán přiřazeními

• a 7→ a∗ := homA(−, a) : A→ Set,
• f 7→ f∗ := homA(−, f) : homA(−, a) •→ homA(−, b),

kde a ja objekt kategorie A a f : a→ b morfismus v kategorii A. Takto de-
finovaná f∗ = 〈(f∗)x = homA(x, f) | x ∈ obj(A)〉 je přirozenou transformací
kontravariantních funktorů. Ve shodě s předešlými kapitolami budeme opět
používat značení f∗ místo (f∗)y také pro složky této přirozené transformace.

12.2. Adjunkce - definice a příklady

Uvažme dvojici kategorií X a A. Adjunkce z X do A je trojice 〈F,G, ϕ〉,
kde F : X→ A a G : A→ X jsou funktory a

ϕ := 〈ϕx,a | x ∈ obj(X) a a ∈ obj(A)〉

je soubor bijekcí

ϕx,a : homA(F (x), a)
≃
−→ homX(x,G(a)),

kde x značí objekty kategorie X a a objekty kategorie A. Navíc požadujeme,
aby ϕ bylo přirozené v obou souřadnicích x a a. To znamená, že pro každý
morfismus f : y → x v kategorii X a každý morfismus g : a → b v kategorii
A diagramy

(31) x homA(F (x), a)
ϕx,a //

F (f)∗

��

homX(x,G(a))

f∗

��
y

f

OO

homA(F (y), a) ϕy,a

// homX(y,G(a))

a

(32) a

g

��

homA(F (x), a)
ϕx,a //

g∗

��

homX(x,G(a))

G(g)∗
��

b homA(F (x), b) ϕx,b

// homX(x,G(b))

komutují.
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Adjunkce 〈F,G, ϕ〉 : X⇀ A

AX

F

G

x

G(a)

F (x)

a

%%%%%%%%%%
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homX(x,G(a))

""
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homA(F (x),a)

||

≃
ϕx,aoo

Komutativita diagramu (31) znamená, že

(33) ϕx,a(h) ◦ f = ϕy,a(h ◦ F (f)),

pro všechna f ∈ homX(y, x), a ∈ obj(A) a h ∈ homA(F (x), a). Komutativity
diagramu (32) je ekvivalentní s rovností

(34) G(g) ◦ ϕx,a(h) = ϕx,b(g ◦ h),

pro všechna x ∈ obj(X), g ∈ homA(a, b) a h ∈ homA(F (x), a).
Kombinací (33) a (34) dostaneme rovnost

(35) G(g) ◦ ϕx,a(h) ◦ f = ϕy,b(g ◦ h ◦ F (f)),

pro všechna f ∈ homX(y, x), g ∈ homA(a, b) a h ∈ homA(F (x), a). Naopak
z rovnosti (35) dostaneme rovnost (33) (resp. (34)) tak, že položíme a = b a
g = 1a (resp. x = y a f = 1x).

Definice. Adjunkci z X do A budeme značit 〈F,G, ϕ〉 : X⇀ A. Funk-
tor F budeme nazývat levý adjunkt funktoru G a naopak funktor G budeme
nazývat pravý adjunkt funktoru F .

Příklad 12.2.1. Uvažme zapomínající funktor U : Grp → Set z kate-
gorie grup do kategorie množin. Dále uvažme funktor F : Set→ Grp, který
množině X přiřadí volnou grupu F (X) všech redukovaných slov nad X s
volnou bazí X a zobrazení f : X → Y jeho jednoznačné rozšíření na grupový
homomorfismus F (f) : F (X) → F (Y ). K ověření, že tato dvojice funktorů
tvoří adjunkci z kategorie grup do kategorie množin využijeme následující
vlastností volné grupy F (X) s bází X:
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Pro každou grupu G a každé zobrazení X → G = U(G)
existuje právě jedno rozšíření tohoto zobrazení na grupový
homomorfismus F (X)→ G.

Odtud je vidět, že zobrazení

ϕX,G : homGrp(F (X), G)→ homSet(X,U(G)),

h 7→ h ↾ X,

které grupovému homomorfismu f : F (X)→ G přiřadí jeho restrikci na mno-
žinu X, je bijekcí.

Ukážeme, že platí (35). Symbolem U si označíme uvažovaný zapomínající
funktor z kategorie grup do kategorie množin. Všimněme si, že U(g) = g
pro každý grupový homomorfismus g. Nyní snadno nahlédneme, že pro každé
f ∈ homSet(Y,X), g ∈ homGrp(G,H) a každé h ∈ homGrp(F (X), G) platí
rovnost

U(g) ◦ ϕX,G(h) ◦ f = g ◦ (h ↾ X) ◦ f = g ◦ h ◦ f

= (g ◦ h ◦ F (f)) ↾ Y = ϕY,H(g ◦ h ◦ F (f)).

Tím jsme ukázali, že trojice 〈F,U, ϕ〉 tvoří adjunkci Grp⇀ Set.

Adjunkce 〈F,U, ϕ〉 : Grp⇀ Set

GrpSet

F

U − zapomínající funktor

X

U(G) = G

F (X)

G

%%%%%%%%%%
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homGrp(F (X),G)

||

≃
f 7→f↾Xoo

Příklad 12.2.2. Připomeňme, že komutátor grupy G je její podgrupa
G′ generovaná množinou

{
[x, y] = xyx−1y−1 | x, y ∈ G

}
.

Všimněme si, že z[x, y]z−1 = [zxz−1, zyz−1], pro všechna x, y, z ∈ G. Odtud
plyne, že G′ je normální podgrupou grupy G. Označme pG : G → G/G′ ka-
nonickou projekci na faktorgrupu G/G′. Vzhledem k [4, Theorem 2.23] je pro
každou N E G faktorová grupa G/N abelovská právě když G′ ≤ N . Odtud a
z Věty o homomorfismu plyne, že
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pro každý homomorfismus h : G → A do Abelovy grupy A
existuje právě jeden homomorfismus h′ : G/G′ → A splňu-
jící h = h′ ◦ pG.

G
h //

pG
��

A

G/G′
∃!h′

<<

Proto je zobrazení

(36)
ϕG,A : homAbG(G/G′, A)→ homGrp(G/G

′, A),

h 7→ pG ◦ h

bijekcí pro každou grupu G a každou Abelovu grupu A.1

Buď F : Grp → AbG funktor takový, že F (G) := G/G′ pro každou
grupu G a F (f) := (πH ◦ f)

′ pro každý grupový homomorfismus f : G→ H.
(Tj., F (f) jednoznačně určený homomorfismus Abelových grup takový, že
čtverec

G
f //

pG
��

H

pH
��

G/G′

F (f)
// H/H ′

komutuje.) Symbolem I označme funktor inkluze AbG→ Grp. Položme

ϕ := 〈ϕG,A | G je grupa a A je Abelova grupa〉 .

Pro všechny grupové homomorfismy f : H → G a všechny homomorfismy
g : A→ B a h : F (G)→ H Abelových grup je diagram

G

pG
��

f //

ϕG,B(g◦h◦F (f))

((

H

pH
��

ϕH,A(h)

vv

F (G)
F (f)

// F (H)

h
��

B A
g=I(G)oo

komutativní. Odtud je vidět, že

ϕG,B(g ◦ h ◦ F (f)) = I(G) ◦ ϕH,A(h) ◦ f.

Ukázali jsme, že trojice 〈F, I, ϕ〉 tvoří adjunkci Grp→ AbG.

1Stejně jako v předchozích přednáškách značíme symbolem AbG kategorii všech Abe-

lových grup.
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Adjunkce 〈F, I, ϕ〉 : Grp⇀ AbG

AbGGrp

F

I:=inkluze

G

I(A) = A

F (G)

A

%%%%%%%%%%
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homAbG(F (G),A)

||

≃
h 7→h◦pGoo

12.3. Jednotka a kojednotka adjunkce

Věta 12.3.1. Adjunkce 〈F,G, ϕ〉 : X ⇀ A určuje přirozenou transfor-
maci η : IX

•→ GF (z identického funktoru IX : X → X) takovou, že pro
každý objekt x kategorie X je ηx univerzální morfismus z x do G.

Důkaz. Pro každé x ∈ obj(X) položme

(37) ηx := ϕx,F (x)(1F (x)).

Buď a libovolný objekt kategorie A a f : x → G(a). Všimněme si, že pro
každý morfismus g : F (x)→ a platí, že

G(g) ◦ ηx = G(g) ◦ ϕx,F (x)(1F (x)) = ϕx,a(g ◦ 1F (x)) = ϕx,a(g).

Odtud plyne, že

f = G(g) ◦ ηx právě když g = ϕ−1
x,a(g).

Z toho, že ϕx,a je bijekce, je vidět, že existuje právě jedno takové g. Podle
definice je ηx univerzálním morfismem z x do G.

Zbývá ověřit, že soubor η := 〈ηx | x ∈ obj(X)〉 tvoří přirozenou trans-
formací IX

•→ GF . Pro každý morfismus f : x → y v kategorii X plyne z
rovností (33) a (34), že

GF (f) ◦ ηX = GF (f) ◦ ϕx,F (x)(1F (x)) = ϕx,F (x)(F (f) ◦ 1F (x))

= ϕx,F (x)(1F (y) ◦ F (f)) = ϕy,F (y)(1F (y)) ◦ f = ηy ◦ f.

To dokazuje, že η tvoří přirozenou transformaci. �

Na obrázku si znázorníme konstrukci jednotky adjunkce a korespondence
pomocí nichž lze ukázat její univerzalitu z objektů kategorie X do funktoru
G.
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Jednotka adjunkce η

AX

F

G

x F (x)

GF (x)

ηx

1F (x)

ϕx,F (x)
aG(a)

f
ϕ−1
x,a(f)

G(ϕ−1
x,a(f))

%%%%%%%%%%

eeeeeeeeee

��

<<✴

ww
xx ��
cc

Podobně ukážeme duální tvrzení:

Věta 12.3.2. Buď 〈F,G, ϕ〉 : X⇀ A adjunkce. Předpisy

(38) εa := ϕ−1
G(a),a(1G(a)), (a ∈ obj(A)),

je definována přirozená transformace ε : FG •→ IA (do identického funktoru
IA : A → A) taková, že pro každý objekt a kategorie A je ǫa univerzální
morfismus z F do a.

Také v duálním případě si situaci znázorníme graficky.

Kojednotka adjunkce ε

AX

F

G

x

aG(a)

F (x)

FG(a)

1G(a)

εa

ϕ−1
G(a),aϕx,a(g)

g

F (ϕx,a(g))

%%%%%%%%%%

eeeeeeeeee
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✸

99
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cc
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Definice. Přirozené transformace η : IX
•→ GF (resp. ε : FG •→ IA)

určené předpisy (37) (resp. (38)) nazýváme jednotkou (resp. kojednotkou)
adjunkce 〈F,G, ϕ〉 : X⇀ A.

Předpokládejme, že jsou dány funktorG : A→ X, zobrazení F : obj(X)→
obj(A) a soubor η := 〈ηx : x→ GF (x) | x ∈ obj(X)〉 takový, že 〈GF (x), ηx〉
je univerzální morfismus z x do F pro každé x ∈ obj(X). Z univerzality
morfismů ηx plyne, že pro každý morfismus f : x→ y v kategorii X existuje
právě jeden morfismus f ′ : F (x)→ F (y) takový, že

(39) G(f ′) ◦ ηx = ηy ◦ f

Pro každý morfismus f : x→ y v X proto můžeme jednoznačně definovat

(40) F (f) := f ′.

Lemma 12.3.3. Takto definované zobrazení určuje funktor F : X→ A.

Důkaz. Důkaz spočívá v přímočarém ověření vlastností funktoru. Přímo
z definice je vidět, že domF (f) = F (dom f) a codF (f) = F (cod f) pro
každý morfismus f v kategorii X. Protože je G funktor, platí pro každý
objekt x kategorie X, že

ηx ◦ 1x = ηx = 1GF (x) ◦ ηx = G(1F (x)) ◦ ηx.

Z jednoznačnosti morfismu určeného předpisem (39) plyne, že F (1x) = 1F (x).
Nakonec nechť f : x→ y a g : y → z jsou dva morfismy v kategorii X, které
lze skládat. Potom dostaneme, že

G(F (g) ◦ F (f)) ◦ ηx = GF (g) ◦GF (f) ◦ ηx = GF (g) ◦ ηy ◦ f = ηz ◦ (g ◦ f).

Opět z jednoznačnosti morfismu definovaného předpisem (39) dostaneme, že
F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f). Proto je F funktor. �

Všimněme si, že z rovnosti (39) a následné definice (40) plyne komutati-
vita diagramu

(41) x

ηx
��

f // y

ηy
��

GF (x)
GF (f)

// GF (y)

pro každý morfismus f : x→ y. To znamená, že η je přirozenou transformací
IX

•→ GF .

Věta 12.3.4. Předpokládejme, že jsou dány funktor G : A → X, zobra-
zení F : obj(X) → obj(A) a soubor η := 〈ηx : x→ GF (x) | x ∈ obj(X)〉 ta-
kový, že 〈GF (x), ηx〉 je univerzální morfismus z x do F pro každé x ∈ obj(X).
Předpisem (40) rozšíříme zobrazení F na funktor X→ A a pro každou dvo-
jici objektů x ∈ obj(X) a a ∈ obj(A) definujeme zobrazení

(42)
ϕx,a : homA(F (x), a)→ (x,G(a))

h 7→ G(h) ◦ ηx
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a položíme ϕ := 〈ϕx,a | x ∈ obj(X), a ∈ obj(A)〉.
Potom je 〈F,G, ϕ〉 adjunkce X⇀ A a η je její jednotkou.

Důkaz. Nechť x ∈ obj(X) a a ∈ obj(A). Z univerzality morfismů
ηx : x→ GF (x) plyne, že pro každé f ∈ homX(x,G(a)) existuje právě jedno
f ′ ∈ homA(F (x), a) takové, že

f = G(f) ◦ ηx = ϕx,a(f
′).

Odtud je vidět, že jsou zobrazení ϕx,a bijekcemi. Zbývá ověřit, že ϕx,a jsou
přirozené v obou souřadnicích. K tomu stačí ověřit, že rovnost (35) platí
pro všechna f ∈ homX(y, x), g ∈ homA(a, b) a h ∈ homX(F (x), a). To lze
snadno z komutativity diagramu (41):

ϕy,b(g ◦ h ◦ F (f)) = G(gh) ◦GF (f) ◦ ηy︸ ︷︷ ︸
ηx◦f

= G(g) ◦G(h) ◦ ηx ◦ f = G(g) ◦ ϕx,a(h) ◦ f.

Ukázali jsme, že předpis (42) určuje adjunkci 〈F,G, ϕ〉 : X⇀ A.
Pro každý objekt x kategorie X plyne z definice (42), že

ηx = 1GF (x) ◦ ηx = G(1F (x)) ◦ ηx = ϕx,F (x)(1F (x)).

Proto je přirozená transformace η jednotkou této adjunkce. �

Všimněme si, že je-li η jednotka adjunkce 〈F,G, ϕ〉 : X⇀ A, jsou bijekce
ϕx,a určeny předpisy (42). Odtud je vidět, že

Tvrzení 12.3.5. Adjunkce 〈F,G, ϕ〉 : X ⇀ A je určena funktory F , G
a svojí jednotkou η.

Ukažme si ještě, že pokud existuje levý adjunkt funktoru G : A→ X, je
určen jednoznačně až na přirozený izomorfismus.

Tvrzení 12.3.6. Každé dva levé adjunkty funktoru G : A→ X jsou při-
rozeně izomorfní.

Důkaz. Nechť 〈F,G, ϕ〉 a 〈F ′, G, ϕ′〉 je dvojice adjunkcí X⇀ A a nechť
η a η′ jsou jejich jednotky. Buď x objekt kategorie X. Protože je ηx univer-
zální morfismus z x do G, existuje právě jeden morfismus ιX : F (x)→ F ′(x)
takový, že η′x = G(ιx) ◦ ηx. Podobně z univerzality morfismu η′x (z x do
G) plyne, že existuje právě jeden morfismus ι′x : F

′(x) → F (x) takový, že
ηx = G(ι′x) ◦ η

′
x. Odtud plyne, že

ϕx,F (x)(ι
′
x ◦ ιx) = G(ι′x ◦ ιx) ◦ ηx = G(ι′x) ◦ η

′
x = ηx = ϕx,F (x)(1F (x)),

ϕx,F ′(x)(ιx ◦ ι
′
x) = G(ιx ◦ ι

′
x) ◦ η

′
x = G(ιx) ◦ ηx = η′x = ϕx,F ′(x)(1F ′(x)).

Protože jsou ϕx,F (x) a ϕx,F ′(x) bijekce, dostaneme rovnosti

ι′x ◦ ιx = 1F (x) a ιx ◦ ι
′
x = 1F (x′).

Proto jsou ιx a ι′x vzájemně inverzní izomorfismy.
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Zbývá ukázat, že ι := 〈ιx | x ∈ obj(X)〉 je přirozenou transformací F •→
F ′. To znamená, že pro každý morfismus f : x→ y v kategorii X je diagram

(43) F (x)
F (f) //

ιx
��

F (y)

ιy

��
F ′(x)

F ′(f) // F ′(y)

komutativní.
Z toho, že jsou η a η′ přirozené transformace a z definice morfismů ιx

plyne, že komutují oba sousední lichoběžníky a horní a dolní trojúhelník v
diagramu

GF (x)

GF (f)

��

G(ιx) // GF ′(x)

GF ′(f)

��

x

ηx

cc❋❋❋❋❋❋❋❋❋ η′x

;;✇✇✇✇✇✇✇✇✇

f

��
y

ηy

||①①
①①
①①
①①
①

η′y

##●
●●

●●
●●

●●

GF (y)
G(ιy)

// GF ′(y).

Proto platí, že

ϕx,F ′(y)(ιy ◦ F (f)) = G(ιy ◦ F (f)) ◦ ηx

= G(F ′(f) ◦ ιx) ◦ ηx = ϕx,F ′(y)(F
′(f) ◦ ιx).

Protože je ϕx,F ′(y) : homA(F (x), F (y′)) → homX(x,GF (y′)) bijekce, plyne
odtud rovnost

ιy ◦ F (f) = F ′(f) ◦ ιx.

To znamená, že diagram (43) komutuje. �

Duálně ukážeme, že adjunkce je určena levým adjunktem, restrikcí pra-
vého objektu na objekty a svojí kojednotkou a že pravý adjunkt k danému
funktoru je určen jednoznačně až na přirozený izomorfismus.

Jsou-li dány funktor F : X → A, zobrazení G : obj(A) → obj(X) a
soubor ε := 〈εa : FG(a)→ a | a ∈ obj(A)〉 takový, že 〈FG(a), εa〉 je univer-
zální morfismus z G do a pro každý objekt a kategorie obj(A). Rozšíříme-li
zobrazení G na objekty kategorie A tak, že morfismu g : a → b přiřadíme
morfismus G(g) : G(a)→ G(b) takový, že diagram

FG(a)

εa

��

FG(g) // FG(b)

εb
��

a g
// b
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komutuje. Protože je εb univerzální morfismus z b do G, takový morfismus
existuje a je jednoznačně určený. Dále platí, že

Věta 12.3.7. Rozšířením zobrazení G na morfismy kategorie A dosta-
neme funktor A→ X. Zobrazení

ψa,x : homX(x,G(a))→ (F (x), a)

h 7→ εa ◦ F (h)

definovaná pro každou dvojici objektů x ∈ obj(X) a a ∈ obj(A) jsou bijek-
cemi. Položíme-li ϕx,a := ψ−1

a,x a

ϕ := 〈ϕx,a | x ∈ obj(X), a ∈ obj(A)〉 ,

dostaneme adjunkci 〈F,G, ϕ〉 : X ⇀ A. Navíc je soubor ε kojednotkou této
adjunkce.

Tvrzení 12.3.8. Adjunkce 〈F,G, ϕ〉 : X ⇀ A je určena funktory F , G
a svojí kojednotkou ε.

Tvrzení 12.3.9. Každé dva pravé adjunkty funktoru F : X → A jsou
přirozeně izomorfní.

Konkrétně nechť 〈F,G, ϕ〉 a 〈F,G′, ϕ′〉 jsou adjunkce A⇀ X s kojednot-
kami ε a ε′. Pro každý objekt a kategorie A existuje právě jeden morfismus
υa : G(a)→ G′(a) takový, že diagram

FG(a)

εa
""❋

❋❋
❋❋

❋❋
❋❋

F (υa) // FG′(a)

ε′a{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇

a

komutuje. Soubor υ := 〈υa | a ∈ obj(A)〉 je přirozeným izomorfismem υ : G
•
∼→

G′.

Příklad 12.3.1. Buď A kategorie. Uvažme diagonální funktor ∆: A ×
A→ A definovaný takto:

• ∆(a) := 〈a, a〉 pro každý objekt kategorie A,
• ∆(f) := 〈f, f〉 pro každý morfismus v kategorii A.

Předpokládejme, že kategorie A má konečné kosoučiny a uvažme zobra-
zení

F : obj(A×A)→ obj(A)

〈x, y〉 7→ x∐ y,

kde 〈x∐ y, 〈qx, qy〉〉 je kosoučin objektů x, y. Z vlastností kosoučinu plyne, že
η〈x,y〉 = 〈qx, qy〉 : 〈x, y〉 → 〈x∐ y, x∐ y〉 jsou univerzální morfismy z objektů
〈x, y〉 do funktoru ∆. Pro každý morfismus 〈f, g〉 : 〈x, y〉 → 〈w, z〉 existuje
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právě jeden morfismus (označme jej f∐g : x∐y → w∐z) takový, že diagramy

x
f //

qx
��

w

qw
��

y
g //

qy
��

z

qz
��

x∐ y
f∐g

// w ∐ z x∐ y
f∐g

// w ∐ z

komutují. Položíme-li F (〈f, g〉) = f ∐ g dostaneme komutativní diagram

〈x, y〉

〈qx,qy〉
��

〈f,g〉 // 〈w, z〉

〈qw,qz〉
��

〈x∐ y, x∐ y〉
(∆◦F )(〈f,g〉)

// 〈w ∐ z, w ∐ z〉

Z Věty 12.3.4 plyne, že funktor F (kosoučinu) je levým adjunktem diago-
nálního funktoru ∆. Odpovídající adjunkce je 〈F,∆, ϕ〉 : A × A ⇀ A, kde
ϕ :=

〈
ϕ〈x,y〉,a | 〈x, y〉 ∈ obj(A×A), a ∈ obj(A)

〉
je soubor zobrazení

ϕ〈x,y〉,a : homA(x∐ y, a)→ homA×A(〈x, y〉 ,∆(a))

h 7→ ∆(h) ◦ 〈qx, qy〉 = 〈h ◦ qx, h ◦ qy〉 .

Předpokládejme nyní, že kategorie A má konečné součiny a uvažme zob-
razení

G : obj(A×A)→ obj(A)

〈a, b〉 7→ a× b,

kde 〈a× b, 〈pa, pb〉〉 je součin objektů a, b. Z vlastností součinu plyne, že
ε〈a,b〉 = 〈pa, pb〉 : 〈a× b, a× b〉 → 〈a, b〉 jsou univerzální morfismy z funktoru
∆ do objektů 〈a, b〉 kategorie A×A. Pro každé 〈f, g〉 : 〈a, b〉 → 〈c, d〉 existuje
právě jeden morfismus (nyní jej označíme f × g : a× b→ c× d) v kategorii
A takový, že diagramy

a× b
f×g //

pa

��

c× d

pc

��

a× b
f×g //

pb
��

c× d

pd
��

a
f

// c b g
// d

komutují. Položíme-li G(〈f, g〉) = f × g, dostaneme komutativní diagram

〈a× b, a× b〉

〈pa,pb〉
��

(G◦∆)(〈f,g〉) // 〈c× d, c× d〉

〈pc,pd〉
��

〈a, b〉
〈f,g〉

// 〈c, d〉

Z Věty 12.3.7 plyne, že funktor G (součinu) je pravým adjunktem diago-
nálního funktoru ∆. Odpovídající adjunkce je 〈∆, G, ψ〉 : A ⇀ A ×A, kde
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ψ :=
〈
ψx,〈a,b〉 | x ∈ obj(A), 〈a, b〉 ∈ obj(A×A)

〉
je soubor zobrazení

ψx,〈a,b〉 : homA×A(∆(x), 〈a, b〉)→ homA(x, a× b)

h 7→ 〈pa, pb〉 ◦∆(h) = 〈pa ◦ h, pb ◦ h〉 .
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