TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
9. PREDNASKA
Kongruence konecnijch svazi

_ Bud P uspotfadand mnoZzina a p < q usporddana dvojice jejich prvkii.
Rekneme, ze q pokrijvd p (coz znaéime p < q) pokud je

{rePlp<r<gq}=0.

Vsimnéme si, ze pro kazdou uspofadanou dvojici p < ¢ v konecné
uspordadané mnoziné P existuje r € P tak, ze p <r <gq.
Bud ¢ spojové nerozlozitelny prvek kone¢éného svazu A. Polozme

(9.1) t'=\/{a € Ala<t}.

Protoze je prvek t spojové nerozlozitelny, plati ostra nerovnost t* < ¢.
Ihned z definice (9.1) je vidét, ze t* <t a a < t pravé kdyz a < t*, pro
vSechna a € A. Vidime, Ze t* je jediny prvek svazu A, ktery je pokryt
prvkem t.

Predpokladejme naopak, ze t = a V b pro néjaké a,b < t. Protoze je
svaz A kone¢ny, existuji a/,0' € A takové, 7e a < a’ < t a soucCasné
b <V < t. Nutné plati, Ze a’ # V', nebot v opa¢ném piipadé bychom
méli, ze a Vb < a’ < t, coz je ve sporu s predpokladem, Zze t = a V b.
Dostavame tak, ze

Lemma 9.1. Prvek t konecného svazu A je spojové merozloZitelny
pravé kdyz existuje pravé jedno t* € A takové, Ze t* < t.

Pro kongruenci © kone¢ného svazu A polozme
(9.2) JO):={teJ(A)|t=et"}.
Bud © kongruence svazu A. Pro a,b € A budeme psat a <g b pokud

a ANb =g a nebo ekvivalentné b =g a V b. VSimnéme si, ze a =g b pravé
kdyz a <g b a soucasné b <g a. For every a € A we put

J(a) :=lan J(A).

Lemma 9.2. Pro vSechny dvojice a,b prvki konecného svazu A plati,
ze
a<eb pravé kdyz J(a)\ J(©)C J(Ob)\ J(O).

Diikaz. (=) Predpokladejme, ze a <g b anecht t € J(a)\ J(O). Potom

t=tNa <gtANbaztANb < tplyne Ze t Nb =¢ t. Pro spor

piedpokladejme, Ze t £ b. Potom t Ab < t atedy tAb<t*. ZtA\b=¢gt
1



2

dostaneme, Ze t* =g t. To je ve sporu s volbou t ¢ J(O). Proto jet < b
atedy t € J(b)\ J(O). Ukazali jsme inkluzi J(a)\ J(©) C J(b)\ J(O).

(<) Predpokladejme naopak, ze a £ b a hledejme prvek z (J(A) \
J(©)), ktery je mensi nebo roven nez a, ale ktery neni mensi nebo roven
nez b. Polozme ¢ = \[ale (protoze je svaz A konecny, je kone¢na i
mnoZina [a|g a tedy jisté existuje jeji prusek). Podle Lemmatu 5.1 je
¢ = \/ Y pro n&jakou kone¢nou mnoZzinu spojové nerozlozitelnych prvkii
svazu A. Podle Lemmatu 8.2 existuje minimalni pokryti X prvku c
takové, ze X C Y. Protoze c = \/Y a X C |Y plati rovnost c = \/ X.

Ukazeme, ze X N J(©) = 0. Vyberme libovolny prvek ¢ € X. Podle
Lemmatu 5.1 je t* = \/ Z pro né&jakou konec¢nou Z C J(A). Polozme
W= ZU(X~A{t}). Potomt ¢ | W aprotoze Z C |t C | X, plati ostra
inkluze | W C | X. Vzhledem k ¢ = \/ X a k tomu, Zze X je minimalni
pokryti prvku ¢, mame \/ W < c. Protoze ¢ = Alalo = A[cle, je
VW #g c. Vsimnéme si, z2e VW = (\V Z2) VV(X \ {t}) =t* vV V(X \
{t}). Proto t* £¢ t, a tedy t ¢ J(O).

Protoze a £ b je nutné ¢ £ b a tedy ¢ £ b pro néjaké t € X. Protoze
t<VX=c<a,jetela\lbaprotozete X a X C (J(A)\ J(O)),
jet € (J(A)\J(O)). Odtud je videt, ze J(a)\ J(©) € J(b)\ J(©). O

Drsledek 9.3. Pro vsechny dvojice a, b prvki konecného svazu A plati,
ze
a=gb pravé kdyz J(a)\ J(©)=J(b)\ J(O).

Idedlem gratu G = (V,H) budeme rozumét podmnozinu J C V

takovou, ze
reJ a xgy = y € J,

pro vSechny vrcholy x,y € V

Je zfejmé, ze libovolny priinik a sjednoceni idealt je opét ideél. Proto
tvoii vSechny idedly grafu G uplny distributivni svaz, ktery budeme
znacit 1d G.

Lemma 9.4. Bud A koneény svaz. Potom je J(O) idedlem grafu G a
pro vechny kongruence © € Con A.

Diikaz. Necht s,t € J(A) a predpokladejme, Ze s Y4 ¢ Potom existuje
a € Atak, zet < sVaasouasné t £ s*Va. Pro spor predpokladejme,
ze existuje kongruence © € Con A takova, ze s € J(©) a soucasné
t ¢ J(O), tj., Ze s =g s* a souCasné t #e t*. Protoze t £ s* V a, plati,
ze t A (s*Va) <tatedy tA(s*Va) <t Odtud a z predpokladu
s =g s* dostavame, ze

t=tA(sVa)=gtA(s"Va) <t
a tedy t =g t*. To je ve sporu s predpokladem, 7e ¢t ¢ J(O). O
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Lemma 9.5. Bud A konecny svaz. Pro kaZdy idedl J grafu G a defi-
nugme relaci ©(J) na A takto:

(9.3) a=egw)b prave kdyz J(a)\J = J(b)\ J,
pro vSechna a,b € A. Relace ©(J) je kongruenci svazu A.

Diikaz. 7 definice je zfejmé, ze ©(J) je ekvivalenci na mnoziné A.
Necht a =gy bv A ax € A. Potom

JaxNa)\J=Jx)n(J(a)\J)=J@)n(Jb)\J)=JxAb)\J

atedy z Aa =gy x Ab.

Zbyvé ukazat, ze relace ©(J) zachovava spojeni. Necht t € J(aV )\
J. Podle Lemmatu 5.1 je kazdy prvek svazu A spojenim spojové ne-
rozlozitelnych prvki. Proto existuji podmnoziny Y,, Y, C J(A) takové,
zea=\Y,ax=\Y, Protozet <aVuz, jeY =Y, UY, pokrytim
prvku ¢ obsazené v |a U | x. Podle Lemmatu 8.2 existuje minimalni
pokryti X prvku ¢ takové, ze X C Y C |aU |z. Podle Lemmatu 8.3
potom plati, Ze s Y44 pro kazdé s € X. Protoze t ¢ J a J je ideal
grafu Ga, plati, ze X N J = 0. Protoze J(a) \ J = J(b) \ J, plyne
odtud, ze X C J(b)U J(z) atedy t <\ X < bV z. Odtud je vidét,
ze J(aVx)\JC J(bVz)\J. Symetricky dostaneme opacnou inkluzi
JVzx)\JC J(aVz)\J. Proto plati, Ze a Vx =g(s bV . O

Symbolem 17 budeme znacit identicky automorfismus svazu L.

Véta 9.6. Zobrazeni J: ConA — IdG4 a ©: 1dG4 — Con A jsou
vzdjemné inverzni izomorfismy svazi.

Diikaz. 7 definic (9.2) a (9.3) je zfejmé, ze obé zobrazeni zachovavaji
usporadéani inkluzi.

Bud © € Con A. Necht a,b € A. Podle definice (9.3) a Dusledku 9.3
plati, ze

a=gje)b <= J(a)\J(©O©)=J(0b)\J(O) <= a=eb.
Odtud plyne, ze ©J = 1con a-

Bud J € IdG4 a s € J(A). VSimnéme si, ze s € J pravé kdyz
J(s)\J = J(s*)\ J. Aplikujeme-li postupné (9.2), Disledek 9.3 a toto
pozorovani, dostaneme
s€ J(O(J))) <= s=gu s = J(s)\J=J(")\J = se

odkud plyne JO = ]-IdGA-

Protoze jsou svazové operace na Con A stejné jako na Id G4 urceny
usporadanim inkluzi, jsou zobrazeni J a © vzajemné inverznimi izo-
morfismy svazil. 0



Na Obrazku 1 jsou znazornény konec¢né svazy se tfemi spojové neroz-
loZitelnymi prvky tvoricimi antifetézec, jejich grafy a svazy kongruenci.

D: Gp: ConD :
" O(r*,r)=0(t*t)
r + 7’@ I =0(s*,s)
C . Ge: ConC' : o(t*t)
r t "y ! I
\ @(5*75)le(r*7r)
B : Gg: Con B :
r t O(r*,r) O(t*,t)
r t v O(s*,s)
S
A: Ga: ConA :
/r. .t
T t ° o(r*,r) } ‘ O(t*,t)
s O(s*,s)

OBRAZEK 1. Grafy a svazy kongruenci




