TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
6. PREDNASKA
Kongruence svazi

6.1. Vlastnosti svazovych kongruenci. Necht © je binarni relace
na mnoziné A. Budeme pséit a =¢ b (nebo a = b (0)) pokud je dvojice
(a,b) v relaci ©. Pro a € A polozime

[ale :={b€ A|a=e b}

Je-li © ekvivalence na mnoziné A, je [ale tiidou této ekvivalence ob-
sahujici prvek a.
Kongruence svazu A je ekvivalence © na A takova, ze

aq \/bl =0 CLQVb27

6.1 =0 b =g by —
( ) “ o b1 ad © "2 {al/\blE@ag/\bg,

pro vSechna aq,as, by, by € A. Pfipomenme Ze, kongruence svazu jsou
pravé jadra svazovych homomorfismi. Symbolem A/© budeme znagit
faktorovy svaz svazu A podle kongruence © (prvky svazu A/© jsou
rozkladové tiidy [a]e, a € A, kongruence ©. Symbolem 74,9 budeme
znadit kanonickou projekci map: A — A/O urcenou predpisem a —
[ale.

Podmnozina C usporadané mnoziny (P, <) je konvezni (v P) pokud

a<b<caaceC = be(l,

pro vSechna a, b, c € P.

Je vidét ihned z definice, Ze prunik konvexnich mnozin je opét kon-
vexni mnozina. Celd mnozina P je jisté konvexni v P. Proto pro li-
bovolnou X C P existuje nejmensi konvexni podmnozina P, ktera X
obsahuje. Oznacime ji J X.

Lemma 6.1. Pro kaZdou X C P plati, Ze
IX=1tXNl{X={peP|Ja,be X:a<p<h}.

Diikaz. Kazda horni a kazda dolni podmnozina usporadané mnoziny P
je konvexni. Odtud plyne, Ze

IXCTXNlX.
Je-lipe 1 X N|X, existuji a,b € X tak, ze a < p < b. Proto plati, ze
TXNIXC{peP|Tabe X:a<p<b}.
1
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Nakonec existuji-li a,b € X tak, ze a < p < b, lezi p v kazdé konvexni
podmnoziné P, kterd obsahuje mnozinu X. Odtud dostavame, ze
{peP|Ja,beX:a<p<b}CIX.
O

Tvrzeni 6.2. Necht © je kongruence svazu A. Potom je [ale konvex-
nim podsvazem svazu A, pro kazdé a € A. Tj., bloky kongruence svazu
jsou jeho konvexnimi podsvazy.

Diikaz. Bud a prvek svazu A. Protoze jsou obé svazové operace idem-
potentni, je [a]e podsvazem svazu A.' Zbyva ukazat, Ze [a]e je kon-
vexni podmnozinou svazu A. Necht b < ¢ < d, pro néjaké b,d € [a]e
a c € A. Potom plati, Ze a =g b =¢ d, odkud dostaneme, ze a =g b =
bAc=g dAc=c. Proto plati také, ze ¢ € [a]e. O

Podminku (6.1) v definici kongruence svazu muzeme mirné oslabit.

Lemma 6.3. Ekvivalence © definovand na svazu A je kongruenci to-
hoto svazu prave kdyz

aVt=e¢b\Vt,

6.2 = b =
(6.2) “=e {a/\tE@b/\t,

pro vSechna a,b,t € A.

Diikaz. Je-li © kongruence svazu A, pak zfejmé spliiuje podminku
(6.2). Predpokladejme naopak, Ze ekvivalence © spliuje podminku
(6.2). Predpoladejme, Ze a; =¢ b;, i = 1,2, pro néjaké ay, as, by, by € A.
Potom z (6.2) a komutativity svazovych operaci odvodime, Ze

al\/ag =0 blv&g =0 bl\/bg,

al/\a2 =0 bl/\a,z =0 bl/\bg.

Proto plati (6.1). O

Nésledujici lemma je zvlasté uzitecné pii ovéfovani toho, Ze néjaka
binarni relace na svazu A je jeho kongruenci.

Lemma 6.4 (Gritzer). Bud © reflexivni relace na svazu A. Jsou-li
splneny ndsledujici tri podminky
(1) a =¢ b pravé kdyz a Nb =¢ a V' b, pro viechna a,b € A,
(2) je-li @ =g b a zdroven b =g ¢, potom a =¢ ¢, pro vsechna
a<b<cuvA,

'Pro kazdé b, c € [ale, je bV ¢ =¢ aV a = a a proto bV ¢ € [a]e. Podobné& pro
prusek.
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(3) je-lia =g b, potom aVt=¢ bVt aziroveia Nt =¢ bAt, pro
vSechna a < b v A a libovolné t € A,
potom je © kongruenci svazu A.

Diikaz. 7 podminky (1) je okamzité vidét, Ze relace © je symetricka.
Abychom ukazali, Ze je relace © ekvivalenci na A, zbyva ovéfit, ze je
tato relace tranzitivni. Nejprve ovéiime, zZe

(6.3) a=¢Cc — a=¢b a b=gc,

pro viechna a < b < ¢ v A. To plyne ihned z (3), nebot z a < ¢
dostaneme rovnosti a = a Ab =¢ ¢ Ab = b a podobné b = a Vb =g
cVb=c.
Pro a < b v A ozna¢me symbolem b/a interval ohrani¢eny prvky
a,b, tj.,
bja:={te A|a<t<b}.

Pomocné turzeni 1. Necht a < d v A a plati, ze a =¢ d. Potom b =¢ ¢
pro kazdé b, c € d/a.

Diikaz. Vzhledem k (1) sta¢i ukazat, ze b A ¢ =¢ bV c. Protoze a <
bAc <daa=g d, plati vzhledem k (6.3), Ze b A ¢ =¢ d. Podobné
mame bAc¢ < bV e <d. Vzhledem k (6.3) dostaneme, ze bAc =g bV c.
Podle (1) je pak b =¢ c. 1

Nyni jsme pfipraveni dokonéit ditkaz tranzitivity relace ©. Necht
a,b,c € A a predpokladejme, ze a =¢ b and b =¢ c¢. Vzhledem k (1)
plati, zZe a Ab =g a Vb, odkud vzhledem k Pomocnému tvrzeni 1 plyne,
7e aNb=¢g b=¢g aVb Podobné z bAc =g bV c odvodime, ze plati
bAc=¢b=gbVc Protoze bAc<b<bVc, plyne z podminky (3),
7eaANbANc=g aAbasoutasné aVb=gaVbVc Celkem tak mame

aANbANc=gaNb=gb=gaVb=gaVbVec.

Protoze tyto prvky tvofi rostouci posloupnost, dostaneme z (2), ze
aNbAc =g aVbVec Protoze a,c € (aVbVe)/(aNbA c), dosta-
neme z Pomocného tvrzeni (1), Ze a =¢ ¢. Ukazali jsme, Ze je relace ©
tranzitivni a tedy je to ekvivalence.

Zbyva ukazat, ze ekvivalence © spliuje implikaci (6.2). Necht a, b, t €
A a predpokladejme, Ze a =g b. Vzhledem k (1) je pak aAb =g aVb. Z
podminky (3) dostaneme, ze a AbAt =g (aVb) At. Protoze aAt, DAL €
((aVvb)At)/(aNbAL), plyne z Pomocného tvrzeni 1, ze a At =g DAL,
Podobné bychom ukazali, ze aVt =g bV t. Z Lemmatu 6.3 nyni plyne,
ze O je kongruenci svazu A. O

Definice. Svaz A nezveme uplngm, ma-li kazda jeho podmnozina in-
fimum a supremum, vzhledem k usporadani indukovanému svazovymi
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operacemi. Infimum (resp. supremum) podmnoziny M svazu A budeme
znacit A M a \/ M.

Vsimnéme si, ze tuplny svaz mé nejmensi a nejvétsi prvek. Tyto prvky
odpovidaji po fadé spojeni a priseku \/ () a A (. Z definice svazovych
operaci je také vidét, ze A{a,b} =aAba\/{a,b} =a Vb, pro kazdou
dvojici prvki a, b svazu.

Kazdy systém U podmnozin mnoziny A uzavieny na libovolné pri-
niky tvoii plny svaz. Pritom plati, ze pro kazdou M C U je

AM=(M a \/M={NeU||JMCN}.

Prinik libovolné mnoziny kongruenci svazu je opét kongruence svazu.
Proto tvori vSechny kongruence svazu A uplny svaz. Svaz vSech kon-
gruenci svazu A budeme znacit Con A.

¢, =aVb

co=aANb

OBRAZEK 1. Spojeni kongruenci

Lemma 6.5. Bud C mnoZina kongruenci svazu A. Na svazu A defi-
nujme relaci © takto: Necht a,b € A. Potom a =g b prdavé kdyz existuge
konecnd rostouct posloupnost aNb=cy <c1 <---<c,_1<c,=aVb
v A takovd, Ze pro kazdé j € {1,2,...,n} existuje kongruence ©; € C
takovd, Ze cj_1 =e, ¢j-

Relace © je kongruenci svazu A a plati, Ze © =\/C.
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Diikaz. K dikazu prvni ¢asti lemmatu staci ovérit, ze relace © splhuje
podminky (1-3) z predpokladi Lemmatu 6.4. VSechny tyto podminky
vsak nahlédneme okamzité z vlastnosti kongruenci a z popisu relace
©. Z definice je ihned vidét, ze | JC C ©. Naopak je zfejmé, ze kazda
kongruence svazu A, ktera obsahuje | JC obsahuje také relaci ©. Proto
plati, ze © = \/C. O

Véta 6.6 (Fynayama a Nakayama (1942)). Svaz Con A kongruenci
svazu A je distributivni.

—

H C3

dPNO,

Ca

dPNO-
C1

PNO,

Cho—a Co—=a

OBRAZEK 2. Svaz Con A je distributivni

Diikaz. Staci ovérit, ze pro libovolné kongruence @, ©1, a ©, svazu A
plati inkluze

dPN(O;VO,y) C(PNO;)V(PNO,y),
tedy, ze pro libovolné a,b € A plati, ze
a=b (PN(OVO,y) = a=b ((PNO;)V(PNBO,Y)).

Dvojici a,b mizeme nahradit usporadanou dvojici a A b,a V b. Proto
lze bez tjmy na obecnosti predpokladat, ze a < b. Predpokladejme, Ze
a=b (PN (O;VO,y)). To znamena, ze a =¢ b a zaroveil a =g,ve, b.
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Z Lemmatu 6.5 a z druhé z uvedenych relaci plyne, Ze existuje ros-
touci posloupnost a = ¢g < ¢y < ¢ < -+ < ¢, = b takova, ze
Cio1 =, c;proi € {1,2,...,n} licht a ¢,y =g, ¢; proi € {1,2,...,n}
sudé. Muzeme totiz predpokladat, ze kongruence ©; a ©, se v rosto-
cim fetizku intervalu (¢;_1,¢;) stiidaji. Situace je znézornéna na Ob-
razku 2. Protoze a =¢ ba a = cy < c1,...,ch1 < ¢, = b, plati, Ze
Ci_1 =9 ¢;, pro viechna i € {1,2,...,n}. Odtud plyne, Ze ¢; 1 =gno, ¢
proi € {1,2,...,n} liché a ¢;_1 =¢ne, ¢ pro i € {1,2,...,n} sudé.
Odtud nakonec dostavame, ze a = b (P N O1) V (P N O,)), coz bylo
dokéazat. O



