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4. PREDNASKA
Distributioni svazy 2

4.1. Svazové termy. Bud X := {z1,z,,...} (spofetnd) mnozina pro-
ménnych. Svazovy term definujeme induktivné takto:

(1) Kazda z proménnych 1, xo,... je svazovym termem.
(2) Jsou-li p a g svazové termy, potom jsou také (pV q) a (p A q)
svazové termy.

V zéapisu svazovych termu budeme vynechavat zavorky tam, kde nam
to asociativita svazovych operaci dovoli. Naptiklad tedy budeme misto
((p1V p2) V p3) psét jen p1 V pa V ps.

Symbolem T'[X ] ozna¢ime mnozinu v8ech svazovych termi s promén-
nymi z mnoziny X. SloZitost termu je hodnota zobrazeni p: T[X] — N
definované induktivné takto:

(1) p(z) =1 pro v8echna = € X,
(2) plpVa) = p(pAg) = plp) + p(q) + 1, pro vSechna p,q € T[X].
Jsou-li vSechny proménné vyskytujici se ve svazovém termu p prvky
mnoziny {x1, T, ..., x,}, Fekneme, Ze p je n-drni svazovy term, coz za-
piseme, podobné jako v piipadé ¢iselnych polynomi, symbolem p(z1, ..., z,).
Mnozinu v8ech n-arnich svazovych termu oznacime T'[xy, ..., z,].
Interpretact (tadu n) termu p € Tz, ..., x,] ve svazu A rozumime
n-arni operaci pa: A" — A na mnoziné A ur¢enou piedpisem

(ay,...,an) = play,...,ap).

Svazovou (n-arni) identitou rozumime vyraz p ~ ¢, kde p, ¢ jsou n-arni
svazové termy. Rekneme, Ze trida svazi U splhuje svazovou identitu
p =~ q (coz zapisujeme p /2 q) jsou-li interpretace termu p, q ve svazu
A shodné pro vSechna A € U. Symbolem p < ¢ (a podobné p <y q)
znacéime, Ze q =~ p V ¢ (a podobné q ~y p V q).

Tvrzeni 4.1. Bud A svaz a p € T|xy,...,x,]. Interpretace pa termu
p ve svazu A je monotoni a idempotentni operace. Ddle plati, Ze

Ty A ANz Sp(x,. o x,) ST Vo Vo,
pro viechna p € T[xq, ..., x,].

Diikaz. V obou pfipadech indukeci podle slozitosti termu. O
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4.2. Disjunktivné-konjunktivni tvar termiu. Svazovy term p je
v disjunctivné-konjunktivnim (resp. konjunktivné-disjunktionim) tvaru
existuje-li prirozené ¢islo n a koneéné podmnoziny Yi,...,Y, C X ta-
kové, ze

n n

p=Y\ (/\Y) (resp. p = /\ (\/Y) ).
i=1 i=1
Pripomenme, ze symbolem D znac¢ime varietu vSech distributivnich

svazu.

Véta 4.2. Pro kaZdy svazovy term p existuji svazové termy s (resp. t)
v disjunktivné-konjunktivnim (resp. konjunktivné-disjunktivnim) tvaru
takovy, Ze

p%'DS%Dt.

Diikaz. Bud p n-arni svazovy term. UkaZeme, Ze existuje n-arni svazovy
term s v disjunktivné-konjunktivnim tvaru takovy, ze p ~p s. Exis-
tenci n-arntho svazovho termu ¢ v konjunktivné-disjunktivnim tvaru
takového, ze p ~p t bychom ukézali obdobné.

Podle Véty 3.6 lze kazdy distributivni svaz vnofit do kartézské moc-
niny dvouprvkového svazu C5. To znamena, ze varieta distributivnich
svazil je svazem Cs generovana a tedy staci sestrojit n-arni svazovy
term s v disjunktivné-konjunktivnim tvaru takovy, ze pe, = s¢,. Pro
kazdou n-tici @ := (ay, ..., a,) € Cs" polozme

S(p) == {lar, .-, an) | pey(an, - . an) = 1},
Xa:={i€{1,2,...,n} | a; =1},

a definujme

(4.1) sy, )= \/ </\ a:)

acS(p) \i€Xa
Z definice (4.1) je ihned vidét, Ze
pey(ar,....a,) =1 = (a1,...,a,) € S(p) = sc,(ar,...,a,) =1,

a tedy Pc: < SCs-

Necht naopak pro néjaké b := (by,...,b,) € C¥ plati, Ze sc,(b) = 1.
Z definice (4.1) je potom vidét, ze existuje @& € S(p) takové, ze a < b.
Podle Tvrzeni 4.1 indukuji svazové termy monoténni operace a tedy
pc,(b) = 1. Dostavame tak i opa¢nou nerovnost s, < pc,- O

Disledek 4.3. Konecné generovany distributioni svaz je konecny.
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Diikaz. Bud D distributivni svaz, ktery je generovan kone¢nou mno-
zinou {dy,...,d,}. Vzhledem k Vété 4.2 existuje pro kazdé ¢ € D
n-arni svazovy term s v disjunktivné-konjunktivnim tvaru takovy, ze
c=s(dy, - ,d,). Z definice (4.1) je vidét, Ze existuje nejvyse 22" ta-
kovych termii. Svaz D ma tedy nejvyse 22" prvki. O

4.3. Distributivni polosvazy a idealy. Polosvaz B sestava z mno-
ziny B a jedné binarni operace, znacme ji tfeba x, ktera je
asociativni: tj., (a*xb)xc=ax (bxc),
komutativni: tj., axb = 0bx*a,
idempotentni: tj., a xa = a,
pro vSechna a,b,c € B.

Vzhledem k Lemmatu 1.3 jsou obé svazové operace idempotentni.
Proto tvoii oba redukty (A, V) a (A, A) svazu A = (A, V, A) polosvazy.
Polosvaz (A, V) budeme nazyvat spojovym polosvazem (nebo také V-
polosvazem) a polosvaz (A, A\) prisekovym polosvazem (nebo také A-
polosvazem,).

Je-li dan spojovy polosvaz A, definujeme predpisem a < b pokud aV
b=0b,a,be A, binarni relaci na A. Snadno nahlédneme, Ze tato relace
je usporadanim a a V b odpovida supremu mnoZiny {a,b}. Podobné
v piipadé prisekového polosvazu B definujeme usporadani predpisem
a < bpokud a =aAb, a,b € B, aaAb je infimem mnoziny {a,b}
vzhledem k tomuto usporadani.

Definice. Spojovy polosvaz A je distributivni pokud pro kazdé a, b, ¢ €
A takové, 7e a < bV, existuji b/, € Atak,zeb < b, <caa=0bV[.

bVe

3y« P,
OBRAZEK 1. Distributivni polosvaz
Bud A spojovy polosvaz. Stejné jako v piipadé svazi, idedlem polo-

svazu A budeme rozumét podmnozinu I C A takovou, Ze a,b € I pravé
kdyz a V b € I, pro v8echna a,b € I. Podobné jako v pfipadé svazi
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snadno nahlédneme, Ze idedly odpovidaji dolnim podmnozinam polo-
svazl uzavienym na konecna spojeni. Mnozinu vSech idealt spojového
polosvazu A oznacime Id (A).

Mnozina Id (A) je uspofadana inkluzi. Toto usporadani na ni indu-
kuje strukturu svazu; operace priuseku odpovida priniku a spojeni je
déno predpisem

IvVJ:={acA|Jiel,FjeJ:a<iVj}, prol,Jeld(A).

Lemma 4.4. Spojovy polosvaz A je distributivni praveé kdyz je svaz
Id (A) jeho idedli distributivni.

Diikaz. (=) Predpokladejme nejprve, Ze spojovy polosvaz A je distri-
butivni. Ukdzeme, ze IN(JV K) < (INJ)V (INK) pro kazdou trojici
I, J, K jeho ideala. Odtud dostaneme distributivitu svazu Id (A). Necht
a€ IN(JVK).Potoma € I aexistujib e Jace K tak, zea < bVe. Z
distributivity spojového polosvazu A plyne, Ze existuji ' < ba ¢ < ¢
takové, ze a = bV . Odtud V' < a,b a tedy V' € I N J. Podobné
d<a,catedyd € INK.Protojea=bVde(INJ)V{INK). (<)
Predpokladejme naopak, ze je svaz Id (A) distributivni. Necht a < bVe
ve spojovém polosvazu A. Potom plati, ze La < [bV |c. Odtud a z
distributivity svazu Id (A) dostaneme, 7Ze

ba=lan(lbVile)={anlb)Vv{anlc).
Proto existuji ¥’ < a,b a ¢ < a,c tak, ze a < V' Vv . Protoze V', < a,

je nutné a = O’ vV . Ukézali jsme distributivitu spojového polosvazu
A. O



