TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
3. PREDNASKA
DISTRIBUTIVNI SVAZY

3.1. Distributivni svazy.

Lemma 3.1. Svaz A je distributivni prave kdyz plati
(3.1) (anb)V(aNne)V(bAc)=(aVb)A(aVe)A(bVe),
pro vechna a,b,c € A.

Diikaz. (=) Predpokladejme, Ze svaz A je distributivni. Potom plati,

“ (anb)V(aANc)V(bAc)=(aN(bVe))V(bAc)

=@V bAc)ANDVe)=(aVb)A(aVe)A(DVe).
(<) Predpokladejme, Ze rovnost (3.1) plati pro vSechna a,b,c €
A. Nejprve ukdzeme, ze svaz A je modularni. Necht a,b,c € A a

predpokladejme, 7e a < ¢. Potom a = a A ¢, ¢ = aV ¢ a revnost (3.1)
je tvaru

(3.2) (@anb)VaVv(bAc)=(aVb) AcA(bVec).

Protoze a < ¢, je navic aAb < bAc a podobné aVb < bVc. Z rovnosti
(3.2) proto dostaneme, ze aV (bAc) = (aVb) Ac. Ukazali jsme, Ze svaz
A je modularni.

Necht jsou nyni a, b, ¢, € A libovolné. Polozme

u=(aANb)V(aNc)V (bAc),
v=_(aVb A(aVec)A(DVec).
Protoze a V (b Ac¢) > (aV b) A (aV c), dostaneme z modularity svazu
A, 7Ze
(3.3)
aV(bAc)Vu=(aV(bA))V((aVb)A(aVe)A(bVe))
=(aV(bAc)V(bVe)A((aVb)A(aVec))
=(aVbVve)A(aVb)A(aVe)=(aVb)A(aVec).
Snadno nahldneme, ze u < a V (b A ¢). Proto plati, ze
(3.4) aV(bANc)Vu=aV (bAc).

Pokud u = v, dostaneme z rovnosti (3.3) a (3.4), ze a V (b A ¢)

(aVb) A (aVc). Proto je svaz A distributivni.
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7 Lemmatu 2.4 plyne, ze modulérni svaz, ve kterém existuji prvky
a, b, c takové, ze (aAb)V (aNc)V (bAc) < (aVD)A(aVe)A(bVc) obsa-
huje podsvaz izomorfni svazu M3. Protoze svaz M3 neni distributivni,
dostavame z Lemmatu 3.1, zZe

Véta 3.2. Moduldarni svaz je distributivni pravé kdyZ neobsahuje pod-
svaz 1zomorfni svazu M.

Spolecné s Vétou 2.2 dostaneme, ze

Disledek 3.3. Svaz je distributivni prdve kdyz neobsahuje podsvaz izo-
morfni svazu Ny nebo svazu M.

Definice. Bud A svaz. Idedlem svazu A rozumime podmnozinu I C A
takovou, ze

aVbel pravé kdyz a,b € 1.
Duélné filtrem svazu A rozumime podmnozinu F' C A takovou, Ze
aNbe F pravé kdyz a,b € F.

Ideél I svazu A je prvoidedl, pokud je A\I filtr. Duélné, filtr F' svazu A
je ultrafiltr, pokud tvoif mnozina A\ F ideal (a tedy nutné prvoideal).

Podmnozinu D (resp. H) ¢aste¢né usporadané mnoziny (P, <) na-
zveme dolni (resp. horni) podmnozinou P pokud pro kazdé d € D (resp.
h € H) a kazdé p € P plyne z p < d (resp. h < p), ze p € D (resp.
p € H). Podmnozina ¢aste¢né usporadané mnoziny je tedy dolni (resp.
horni) pokud s kazdym svym prvkem obsahuje i vSechny prvky mensi
(resp. vétsi). Vsimnéme si, ze D je dolni podmnozina, pravé kdyz je
P\ D horni podmnozina usporadané podmnoziny P.

7 definice je vidét, ze idealy jsou pravé neprazdné dolni podmnoziny
svazu uzaviené na konecné spojeni a filtry jsou pravé nepréazdné horni
podmnoziny svazu uzaviené na kone¢né priseky. VSimnéme si také, ze
ideal I svazu A je prvoideal pravé kdyz je jeho doplnék A\ I neprazdny
a uzavieny na pruseky.

Lemma 3.4. Pro kaZdou dvojici rizniych proki distributioniho svazu

existuje prvoidedl obsahugici pravé jeden z nich.

Diikaz. Bud A distributivni svaz a a # b dvojice jeho prvku. Bez ajmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze a £ b. Uvazme mozinu

B:={Il]|Ijeideadl,a ¢ T abe I}.

Snadno nahladneme, ze {xr € A | * <b} € B a mnozina B je tedy
neprazdna. Mozina B je zfejmé uzaviené na sjednoceni fetézcu a podle
Zornova lemmatu mé tedy maximalni prvek. Oznacme jej Py .
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Protoze Py € B, je a & Pyupy a b € Pgyy. Ukdzeme, Ze Py je
prvoideal. Pro spor pfedpokladejme, Ze existuji ¢,d € P,y takove, ze
c/Nd € Pgypy. Mnozina

I..={x€ Ay € Pup:x<cVy}
tvoii ideal ostfe obsahujici Py (nebot ¢ ¢ Ppy). Z maximality P
plyne, Ze a € I.. Proto existuje y. € P tak, Ze a < ¢V y.. Podobné
ukazeme, Ze existuje yq € P tak, Ze a < dV yq. PoloZzme y = y. V yq.
Protoze je P idedl, plati, Ze y € Py. Z distributivity svazu A
dostaneme, Ze
a<(cVyAN(dVy) =(cNd)Vy € Pyypy.

To je spor nebot z P, € B plyne, Ze a € P ). O

Symbolem C,, ozna¢me n-prvkovy totalné usporadany svaz.

1 1 1
C,: I Cs: Cy:
0
0
0

OBRAZEK 1. Totaliie usporadané svazy

Lemma 3.5. Bud A svaz. Je-li P prvoidedl svazu A, je ddn piedpisem

0 jestlizea € P
3.5 =
(3:5) orla) {1 jestlize a ¢ P

svazovy homomorfismus pp: A — Cs.
Naopak o=(0) je prvoidedl pro kaZdy homomorfismus p: A — Cs.

Diikaz. 7 toho, ze P je ideal, snadno nahlédneme, Ze zobrazeni pp
zachovava spojeni. Protoze je P prvoideal, je A\ P filtr. Odtud plyne,
ze pp zachovava priseky. Proto je zobrazeni ¢p uréené prepisem (?77)
svazovy homomorfismus.

Je-li p: A — C3 svazovy homomorfismus, je p~1(0) idedl a o ~1(1) =
A\ »71(0) filtr. Proto je mnozina ¢~(0) prvoidedlem. O

Veéta 3.6. Kazdy distributioni svaz lze vnotit do kartézské mocniny
svazu Csy.
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Diikaz. Polozme
Ay ={(a,b) |a £bv A}.
Podle Lemmatu 3.4 existuje pro kazdou dvojici (a,b) € Ay prvoideél
Py takovy, Ze a & Py a b € Pgypy. Vzhledem k Lemmatu ?7 je
Zobrazem
H SDP(a,b) A — C'QAf
(a,b)GAz

svazovym homomorfismem. Je-lia # bv A, je pp, , (a) = laypp,, (b) =

0. Proto
H (‘OP<ab> ?A H QDP(ab)

(CLb GA%— <(Lb EA’{

Odtud je vidét, ze je soucin [] PP, vhofeni. O

<a,b> EA%_

Z Véty 77 plyne, ze varieta D distributivnich svazi je generovana
dvouprvkovym svazem. Protoze kazda netrivialni varieta svazi® je ob-
sahuje nutné dvouprvkovy svaz, tvori distributivni svazy nejmensi ne-
trivialni svazovou varietu. To také znamena, ze kazdé svazova identita,
ktera plati ve dvouprvkovém svazu plati ve vSech distributivnich sva-
zech.

'Rizna od variety {e} obsahujici jen jednoprvkovy svaz.



