TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
2. PREDNASKA
Svazy Ng a Mg

2.1. Modularni svazy - pokracovani. Pripomenme nemodulérni péti-
prvkovy svaz INg znazornény na Obrazku 1.

OBRAZEK 1. Svaz Nj

Lemma 2.1. Bud A svaz obsahujici proky a, b, ¢ takové, Ze
(2.1) cANb<a<c<aVb.

Potom prvky ¢ Ab,a,b,c,a Vb tvori podsvaz svazu A izomorfni svazu

N5.

Diikaz. Jestlize a < b, pak b=aVbatedy c=cA(aVb)=cAb<a.
Pokud b < a, dostaneme ¢ < a Vb = a. V obou piipadech dostavame
nerovnost ¢ < a, kterd je ve sporu s (2.1). Proto jsou prvky a a b
neporovnatelné. Odtud plyne, ze a Ab < a. Z (2.1) snadno nahlédneme,
ze c\Nb = a Ab. Podobné ukazeme, ze prvky b a c jsou neporovnatelné,
azec<aVb=cVb Protoje mnozina B := {c A b,a,b,c,a V b}
péti-prvkova a zbyva ovérit, ze je uzaviena na suprema a infima. Jediné
dvouprvkové podmnoziny mnoziny B jejichZ prvky jsou neporovnatelné
jsou {a,b} a {b,c}. Vzhledem k (2.1) jea Ab=cAbe BacVb=
aVbe B. O

Véta 2.2. Svaz A je moduldarni prdve kdyZ neobsahuje podsvaz izo-

morfni svazu Niy.
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Diikaz. (=) Z definice plyne, ze t¥ida modularnich svazi je uzaviena
na podsvazy (ukazali jsme dokonce, Ze modularni svazy tvoii varietu).
Podsvaz modularniho svazu proto nemuze byt izomorfni svazu Nj,
ktery modulérni neni.

(<) Predpokladejme, 7e svaz A neni modularni. Potom existuji
a,b,c € Atakové, ze a < caaV(bAc) < (aVb)Ac. Polozme a' := aV (bA
c)ac = (aVb)Ac. Potom je bAC = bA(aVb)Ac = bAc < aV(bAc) = d
a podobné ¢ = (aVb)Ac < aVb=aVbV(bAc)=aV(bAc)Vb=d Vb.
Podle Lemmatu 2.1 tvofi mnozina {¢' Ab,a’,b, ', a’ V b} podsvaz svazu
A izomorfni Nj. O

2.2. Distributivni svazy.
Lemma 2.3. Pro svaz A jsou ndsledujici dvé podminky jsou ekviva-
lentni:

(1) av(bAc)=(aVDb)A(aVc) pro vsechna a,b,c € A,

(2) an(bVe)=(aNb)V(aAc) pro vSechna a,b,c € A.
Diikaz. ((1) — (2)): Vhodnou aplikaci absorpce a podminky (1) dosta-
neme:

(anb)V(aAc)=(aV(anc) ANV (anc)=aAN(bV (aAc))

=aAN(bVa)ANDbVec)=aNn(bVec).

Implikaci ((2) — (1)) ukdzeme obdobné. O

Definice. Rekneme, Ze svaz je distributivni jestlize splhuje vzajemné
ekvivalentni podminky (1) a (2).

Protoze distributivni svazy jsou charakterizovany spliiovanim identit,
tvori varietu. Budeme ji znacit D. VSimnéme si, ze je-li a < ¢, potom
a V ¢ = c. Proto v tomto pripadé dostaneme z distributivity, ze

aV(bANc)=(aVb)A(aVc)=(aVb)Ac.

Proto je kazdy distributivni svaz modularni.

Uvazme svaz M3 znazornény na nésledujicim Obrazku 2:

Svaz M3 ziejmé neobsahuje podsvaz izomorfni svazu INg a je modu-
larni. Protoze ale v. M3 plati, ze

aVbNhec)=a<l=(aVb A(aVec),
neni tento svaz distributivni.

Cviceni 2.1. Ukazte, Ze M3 je izomorfni svazu vSech podgrup Abelovy
grupy Ly X L.



OBRAZEK 2. Svaz M3

Lemma 2.4. Bud A moduldrni svaz, a,b,c € A. PoloZme
=(aVb A(aVe)N(bVc),
=(aNnb)V (a/\c) (bAc),
a; = (aVu)A
by :=(bVu)Av,
c1:=(cVu)Av.

Pokud w # v, potom tvori prvky w,v,aq, by, c1 podsvaz svazu A izo-
morfni svazu Ms.

Diikaz. Plati, ze
a; = (aVu)ANv=(aV(aAb)V(aNc)V(bAc) Av=(aV(bAc))Av
=(aVbAre)ANaVb)A(aVe)ANbVe)=(aV(bAc))A(DVc).
Podobné ukazeme, ze
by=(bV(anc)AN(aVe),azec,=(cV(aNb))A(aVDb).
Po dosazeni dostaneme
arANby=(aV(bA)ANDBV)ANDV(aNc))A(aVe)
=(aVbAc)ANDV(aNc)).
Jisté je bA ¢ < bV (aAc) aproto z modularity dostaneme
(aV(bA)ANDBV(anc)=(aN(bV(aAc)V(bAc).
Vzhledem k modularité a nerovnosti a A ¢ < a plati, ze
(aN(bV(anc))V(bAc)=(anb)V(aAc)V(bDAc)=u.

Obdobné bychom ukézali, ze u = a; Ac; = by Aci. Snadno nahlédneme,
ze u < v. Z modularity svazu A dostaneme rovnosti

ap=(aAv)Vu, by=0OAv)Vu a ¢ =(cAv)Vu.
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Zaménime-li operace priseku a spojeni, ukdzeme obdobné jako vyse,
7e

v:al\/blzal\/clzbl\/cl.
Z nerovnosti u # v, a tedy nutné u < v, jiz snadno odvodime, ze prvky
ay, by, cp jsou neporovnatelné a spolu s u a v tvori podsvaz svazu A
izomorfni Mj. O



