TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
11. PREDNASKA
Volny svaz a problém slov

Definice. Bud X mnozina. Svaz F nazveme volnym s bazi X, jestlize
X C F apro kazdy svaz A a kazdé zobrazni f: X — A existuje pravé
jeden svazovy homomorfismus ¢: F — A takovy, ze ¢ | X = f.
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OBRAZEK 1. Volny svaz

Pripomenme, Zze symbolem 1y znac¢ime identické zobrazeni X — X.

Lemma 12.1. Jsou-li F' a G volné svazy s bazi X potom existuje
svazovy izomorfismus p: F — G takovy, Ze p | X = 1x.
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OBRAZEK 2. Izomorfismus volnych svazi F' a G s bazi X

Drikaz. 7 vlastnosti volného svazu plyne, Ze existuje pravé jeden sva-
zovy homomorfismus p: F' — G takovy, ze p [ X = 1x a pravé jeden
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svazovy homomorfismus v: G — F takovy, ze v [ X = 1x. Slozenim p
a v dostaneme svazové homomorfismy vou: F - F apuov: G - G
takoveé, ze vou | X = pov | X = 1x. Z jednoznac¢nosti takovych homo-
morfismi (jez plyne z toho, Ze baze X generuje jak F' tak G) odvodime,
zevou=1papuov =1g. Proto je u: F — G izomorfismus. O

12.1. Problém slov. Bud A svaz, X C A jeho podmnoZina a p €
T(X) term v proménnych z této podmnoziny. Symbolem p# oznaéime
prvek svazu A reprezentovany termem p (tj. hodnotu termu p ve svazu
A). Problémem slov ve svazu A (vzhledem k mnoziné X) budeme ro-
zumét otazku, zda pro danou dvojici termi p,q € T(X) plati rovnost
pA = ¢4 Resenim problému slov pak bude algoritmus, ktery spravné
rozhodne problém slov pro kazdou dvojici termi p, ¢ € T'(X).

Protoze p4 = ¢? pravé kdyz p? < ¢? a soucasné ¢4 < p4, staci
k feseni problému slov ve svazu A (vzhledem k dané podmnoziné X)
najit algoritmus ktery dokaZe rozhodnout zda p? < ¢? pro kazdou
dvojici termii p, ¢ € T(X). Protoze p# < ¢4 pravé kdyz pA = (p A q)A
a proto z feSeni problému slov plyne naopak existence takového algo-
ritmu. Misto rovnosti termu tedy postaci termy ve svazu A porovnat.

Volny svaz s bazi X setrojime jako kvocient algebraické struktury
T(X) = (T(X),V,A) vsech svazovych termu v proménnych z mnoziny
X podle kongruence indukované svazovymi axiomy (konkrétné komu-
tativitou, asociativitou a absorpci). Takto zkonstruovany svaz budeme
znacit F'(X). Ukazeme, ze ve volném svazu F'(X) existuje feSeni pro-
blému slov vzhledem k jeho bazi X.

12.2. Dayova zdvojovaci konstrukce. Pripomenme, ze Cq znaci
dvouprvkovy svaz. Bud A svaz a K jeho konvexni podmnoZina. Po-
lozme

Di= |KU(A\1K) = A\ (1K \ LK),
H:=71TK.

Snadno nahlédneme, 7ze D je dolni podmnozina svazu A, H je horni
podmnozina, a 7e K = DN H a A = D U H. Definujme
(12.2) A[K]:= (D x{0})U (H x {1}) € A x Cs.

Konstrukce A[K] je znézornéna na obréazku 3.

(12.1)

Lemma 12.2. Bud A svaz a K jeho konvexni podmnozina. Potom je
A[K] svazem® a zobrazeni

Al A[K] — A
(a,i) = a

lale ne nutné podsvazem A x Cs
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OBRAZEK 3. Svaz A[K]

svazovym homomorfismem na svaz A.

Diikaz. Definujeme D a H jako v (12.1). Necht (a,i), (b, j) € A[K].
Pokud (aVb,iV j) ¢ A[K], nutné a Vb ¢ D a proto je (aVb,1) =
sup{{(a, ), (b, )} v uspofadané mnoziné A[K]. Pokud naopak (a \VV b,i V j) €
A[K], plati zfejmé rovnost (a V b,iV j) = sup{(a,i), (b, j)}. Proto je
usporadana mnozina A|K] uzaviena na suprema svych nepraznych ko-
ne¢nych podmnozin. Podobné ukazeme, ze A[K] je uzaviena na infima
svych nepréaznych koneénych podmnozin. Proto je A[K] svaz.
Oznafme Vi, resp. A operace spojeni, resp. pruseku ve svazu A[K].
Z avah v predchozim odstavci plyne, ze (a,i) Vi (b, j) € {aVb} x{0,1}.
Podobné plati, ze (a,i) Ak (b, j) € {a Ab} x {0,1}. Odtud plyne, ze je
zobrazeni 745! svazovym homomorfismem. U

12.3. Problém slov ve svazu F(X). Reseni problému slov ve volném
svazu ziskdme na zéakladé nasledujici véty.

Véta 12.3. Bud X mnoZina a F wvolny svaz s bazi X. Potom pro
vsechna T,y eX ap,q,p1;q1,P2,q2 € T(X) pla’t’[; ze

(1) z<y <= z=y,

(2) 2 < (V@) = z<¢F nebox < ¢F,

(3) (¢ /\pz)F <y <= piF <y nebo pt <y,

(4) (p Vi)' <qF = pF <qF a zdroven p,F < ¢F,
(5) )"

5 pF < (g1 A )" <= pF <@ a zdroven pF < ¢F,



(6) (pr Ap2)T < (V@) prave kdyz plati alespori jedna z ndsle-
dugicich ¢tyr nerovnosti

mt < (1 V Q2)F7
pt <(qV Q2)F>

Diikaz. Implikace (<) podminek (1-6) zfejmé plati, staci tedy ovéro-
vat implikace opa¢né. Predpokladejme, Ze x # y a uvazme zobrazeni
f: X — Cy takové, ze f(x) = 1 a f(y) = 0. Protoze je svaz F volny
s bazi X, lze toto zobrazni rozsitit na homomorfismus ¢: F — Cb.
Protoze p(z) = f(z) =1 £ 0 = f(y) = ¢(y), je nutné z £ y. Proto
plati (1). Abychom ovéfili podminku (2), ukazme nejprve, Ze

D1 APQ)F <aqF,

(12.3)
D1 /\p2)F < gF.

(
(

Tvrzeni 1. Pro kazdé q € T(X) plati, Ze
(124) 2 £ q¢" = ¢F < \/U pro néjakou konecnou U C X \ {z}.

Diikaz. Ozna¢me S, mnozinu v8ech ¢ € T(X) splihujicich implikaci
(12.4). Snadno nahlédneme, ze X C S, a pokud p,q € S,, tak pvq € S,
podobné jako p A ¢ € S,. Odtud ale plyne, ze S, = T'(X) a néasledné i
dokazované tvrzeni. il

Predpokladejme, ze © £ ¢if a zaroven x £ ¢.*. Vzhledem k Tvr-
zeni 1 pak existuji koneéné Uy, Uy C X \ {x} takové, ze ¢;F < \/U; a
@ < \/ U,. Polozme f(z) =1 a f(u) = 0 pro viechna u € X \ {z}.
Takto definivané zobrazeni f: X — Cy lze rozsifit na homomotfismus
p: F — Cs. Z ptredchoziho plyne, ze

ple)=fl@)=1 a o((aVe)") <\ el ul,) =0

Odtud dostaneme, 7e z £ (q1 V ¢2)" . Timto jsme ovéfili podminku (2).
Podminku (3) lze ukizat analogicky. Podminky (4) a (5) plati zfejmé
v kazdém svazu.

Zbyva oveérit implikaci = podminky (6). Predpokladejme, ze plati
(pr Ap2)" < (@1V )" a polozme K = (q1V g2)" /(p1 A p2)”. Defi-
nujme D := | KU(F\1K)=F\(1K\|K) a H :=1K jako v (12.1).
Z definic plyne, Ze

F\D:{a€F|(pl/\pz)FSCLﬁ((h\/%)F}a
F\H={a€F|(pAp)" %a}.

Zvolme zobrazeni f: X — F[K] takové, ze x — (z,i) € {z} x C,.
Protoze je F volny svaz s bazi X, existuje homomorfismus ¢: F —
F[K] takovy, ze f = ¢ [ X. Odtud plyne, ze npgjop [ X = 1x. Z

(12.5)
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jednoznacnosti takového homomorfismu F' — F plyne, Ze mpg) 0 ¢ =
1z. Odtud odvodime, ze

(a) = (a,i) € {a} x Cq,
pro vSechna a € F.
Pro spor dale predpokladejme, Ze neplati zadna z nerovnosti (12.3).
Potom pro ¢ = 1, 2 plati, ze

(p1 /\pz)F <pF % (@ Vv 92)F7
a tedy vzhledem k (12.5) je p;¥ € F\ D. Odtud plyne, Ze o(p;f) =

(piF,1). Protoze je ¢: F — F[K] homomorfismus a (p; A ps)¥ € K
dostaneme, ze

(12.6)  @((pr Ap2)" /\<p i) = /\ pF. 1) = ((p Ap2)", 1)

Déle podle naseho predpokladu platl pro j =1,2, Ze

(m Ap2)T £ q;F,

a tedy z (12.5) dostaneme, ze ¢;¥ € F \ H. Odtud plyne, ze p(q;F) =
(¢;¥,0) pro obé j € {1,2}. Protoze je p: F — F[K] homomorfismus
a (1 V q2)" € K dostaneme, Ze

2
(127) @@V )" \/ o(q;") = \/ (4", 0) = (1 V)", 0).
7j=1

Z rovnosti (12.6) a (12.7) plyne, ze
P(p1 Ap2)™) = (1 Apa)" 1) £ (@1 V 42)",0) = @l(an V 4)").
To je ve sporu s predpokladem (p1 A p2)¥ < (g1 A g2)F. O

Poznamka. Podminka (6) z prdvé dokdzané Véty 12.3 je casto nazy-
vand Whitmanova podminka® a znacena (W).

Z Véty 12.3 je vidét, ze ve volném svazu F'(X) lze problém slov fesit
postupnou redukei na jednodussi termy. Odtud plyne, ze

Dusledek 12.4. Bud F svaz a X jeho podmnozina. Potom je F volnij
svaz s bazi X pravé kdyz X generuje F' a jsou splnény podminky (1-6)
z Vety 12.3.

Zna pocest Philipa M. Whitmana (nar. 1916)



