TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
1. PREDNASKA
Definice svazu

1.1. Definice svazu. Relaci “<” na mnoziné A nazveme uspordddnim
pokud je
(1) tranzitivni, tj., pokud plati, Ze a < b a zaroven b < ¢ implikuje,
7ze a < ¢,
(ii) a plati, ze a < b a zaroven b < a pravé kdyz a = b,
pro vSechna a, b, c € A.

Bud nyni A mnozina uspoiadana relaci “<”. Bud X podmnoZina
mnoziny A. Supremem mnoziny X budeme rozumét nejmensi s € A
takové, ze x < s pro vSechna z € X. Podobné infimem mnoziny X bu-
deme rozumét nejvétsi i € A takové, ze i < x pro vechna z € X. Supre-
mum, resp. infimum mnoziny X budeme znacit sup X, resp. inf X.
Obecné nemusi suprema a infima kone¢nych podmnozin usporadané
prazdné mnoziny nejvétsi prvek mnoziny A a podobné infimum prazdné
mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny A.

Lemma 1.1. Bud A cistecné usporddand mnoZina. Necht X a'Y jsou
jegi podmnoziny takové, Ze existuji suprema sup X a sup Y. Fxistuje-li
sup{sup X, sup Y}, potom existuje také sup(X UY') a plati, Ze

sup(X UY') = sup{sup X,sup Y'}.
Podobné pro infima.

Diikaz. Necht a € X UY. Jestlize a € X tak a < sup X, pokud a € Y,
tak @ < supY. Proto a < sup{sup X,supY'}. Je-li naopak s € A
takové, ze a < s pro kazdé a € X UY, potom sup X,supY < s,
odkud dostaneme sup{sup X,sup Y} < s. Proto sup{sup X,supY'} =
sup(X UY). O

Lemma 1.2. Bud A cistecné usporadand mnoZina. Md-li kaZdd dvou-
prukovd podmnoZina mnoZiny A supremum (infimum), potom md kazdd
neprazdnd konecnd podmnoZina mnoZiny A supremum (infimum,).

Diikaz. Predpokladejme, ze méa kazdé dvouprvkova podmnozina mno-

ziny A supremum a ukazme, ze kazda neprazdné koneéna podmnozina

mnoziny A mé supremum. Pfipad infima je analogicky. Pro spor ptred-

pokladejme, Ze tomu tak neni. Bud n nejmensi pfirozené ¢islo pro které
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existuje n-prvkova podmnozina X, ktera nema v A supremum. MnoZina
X je alespon dvouprvkova, a proto je sjednocenim svych neprazdnych
vlastnich podmnozin M; a M,. Mnoziny M; a M, maji méné nez n
prvki, a proto maji podle indukéniho predpokladu suprema. Protoze
existuje supremum kazdé dvouprvkové podmnoziny mnoziny A, exis-
tuje sup{sup M, sup My}. Vzhledem k Lemmatu 1.1 je toto supremum
rovno sup X, coz je ve sporu s volbou mnoziny X. O

Bud A uspofadana mnozina jejiz kazda dvouprvkova podmnozina
mé supremum a infimum. Na mnoziné A definujme binarni operace
spojent , znacime “V”, a priseku, znac¢ime “A”, takto: a V b = sup{a, b}
a a Ab=inf{a,b}. Pravé definované operace maji tyto vlastnosti:

Komutativita:

eaVb=bVa,

e aNb=DbAa,
Asociativita:

e (avb)Ve=aV(bVe),

e (anb)Nc=aAN (bAc),
Absorpce: aV (aAb) =aA (aVb)=a,

pro vSechna a, b, c € A.

Diikaz. Vsechny vlastnosti plynou snadno z definic. Zcela ziejma je
komutativita. V piipadé spojeni dostaneme s vyuzitim Lemmatu 1.1,

ze

aV(bve) = sup{a,sup{b, c}} = sup{a, b, c} = sup{sup{a, b}, c} = (aVvb)Ve.

Podobné postupujeme v piipadé pruseku a tak ukazeme asociativitu.
Zbyva absorpce. Podle definice mame a V (a A b) = sup{a,inf{a,b}}.
ProtoZze a > inf{a, b}, je sup{a,inf{a,b}} = a. Podobné a A (a V b) =
inf{a,sup{a,b}} a protoze a < sup{a, b}, plati, ze inf{a,sup{a,b}} =
a. U

Definice. Mnozinu A spolu s komutativnimi a asociativnimi operacemi
“V”7 a “A” svazanymi vlastnosti absorpce nazveme svazem.
Lemma 1.3. Bud A svaz. Potom plati

(i) a=aVa=aAa,
(ii) a = a A b prdavé kdyzb=a Vv b,

pro vSechna a,b € A.

Diikaz. Diky absorpci plati, ze aVa=aV (a A (a Vb)) =a a podobné
aNa=aA(aV(aAb))=a. Odtud plyne (i).



3

Predpokladejme, ze a = a Ab. Potom a Vb = (a Ab) Vb = b. Posledni
rovnost plati opét diky absorpci. Opa¢nou implikaci bodu (ii) dokazeme
analogicky. U

Bud A svaz. Na mnoziné A definujme relaci “<” takto: a < b praveé
kdyz a = a A b (coz je podle Lemma 1.3(ii) ekvivalentni rovnosti b =
aVb).

Tvrzeni 1.4. Bud A svaz. Relace “<” indukovand svazoviymi opera-
cemi je uspordddnim mmnozZiny A. Pritom pro vSechna a,b € A plati,
Ze a Vb = sup{a,b} a a ANb = inf{a,b}. Specidlné, kazdd neprdzdnd
konecnd podmnozina mnoZiny A md supremum a infimum.

Diikaz. Predpokladejme, ze a = a A b a zéroven b=0bAc, tj., ze a < b
a zaroven b < c. Potom a Ac=(aAb)Ac=aA(bANc)=aNb=a,
odkud je vidét, ze a < c. Proto je relace “<” tranzitivni. Plati-li a < b
a zaroven b < a, potom a = a A b = b. Podle Lemmatu 1.3(i) plati, ze
a=a a, tedy a < a. Proto je relace “<” usporadanim mnoziny A.

Z absorpce a komutativity plyne, ze a = a A (aVb) ab=0bA(a VD),
odkud a,b < a Vv b. Je-li naopak a,b < ¢, plati podle Lemmatu 1.3(ii),
zec=aVc=bVe. Odtudc=aVe=aV (bVe)=(aVb)Vcaproto
a Vb = sup{a,b}. Podobné ukdzeme, ze a A b = inf{a,b}. Existence
infim a suprem vSech neprazdnych koneénych podmnozin mnoziny A
plyne z Lemmatu 1.2. U

Na svaz je tak mozné pohlizet jako na algebru se dvéma operacemi
“V”7 a “A” spliujicimi prislusné axiomy nebo jako na usporadanou mno-
zinu v niz méa kazdéa nepréazdné kone¢né podmnozina supremum a infi-
mum.

Definice. Svaz A nazveme omezeny, ma-li nejvétsi a nejmensi prvek.
Nejvétsi prvek svazu obvykle zna¢ime 1,4, nejmensi pak 04 (nebo jen
1 a0, je-li svaz A jednoznacné uréeny ze souvislosti).

Vsimnéme si, Ze je-li A usporadand mnozina a znaci-li () prazdnou
podmnozinu A, jsou sup (), resp. inf ) rovny nejmensimu, resp. nejvét-
$imu prvku mnoziny A. Omezené svazy tedy odpovidaji usporadanym
mnozinam, jejichz kazda konend podmnozina ma supremum a infi-
mum.

Definice. Svaz nazveme pingym, ma-li kazda jeho podmnozina infi-
mum.

Je-li A uplny svaz a X jeho podmnozina, potom je

sup X =inf{a € A |b < a pro kazdé¢ b € X}.
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Proto mé kazda podmnozina tplného svazu také supremum. V souladu
se znacenim binarnich svazovych operaci budeme znacit \/ X, resp.
/\ X supremum, resp. infimum podmnoziny X usporadané mnoziny A.

1.2. Modularni svazy. Svaz A nazveme moduldrni pokud pro kazdé
a,b,c € A takové, ze a < ¢, plati rovnost

(1.1) aV(bAc)=(aVDb)Aec.
Vsimnéme si, Ze nerovnost
aV(bAc)<(aVb)Ac

plati za predpokladu a < ¢ v kazdém svazu. Proto jsou modularni
svazy charakterizovany pravé tim, ze plati opacné nerovnost. Z vyse
uvedené definice neni patrné, Ze modularni svazy tvoii varietu nebot
podminka v predchozi definici je implikaci, nikoliv identitou. To, Ze je
mozné nahradit tuto implikaci identitou ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.5. Svaz A je moduldarni pravé kdyz
(1.2) (anc)V(bAc)=((anc)VD)Ac
pro vSechna a,b,c € A.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze svaz A je modularni a polozme
a' = aAc. Protoze a’ = (aNc) < ¢, dostavame, ze a’V (bAc) = (a’'Vb) Ac
coz odpovida identité (1.2).

Naopak predpokladejme, Ze svaz A spliuje identitu (1.2). Necht
a,b,c € A jsou takové, ze a < c¢. Potom a = a/Ac a po dosazeni do (1.2)
dostaneme rovnosti a V (bA¢c) =(aAc)V (bAc)=((aNc) VD) Ac=
(aV b) Ac, tedy svaz A je moduléarni. d

Vidime tedy, ze tfida vSech modulérnich svazi je varietou a tedy je
uzaviena na podsvazy, direktni souc¢iny a homomorfni obrazy. Varietu
vSech modularnich svazi budeme déle znacit M.

Tvrzeni 1.6. Bud R okruh a M néjaky R-modul. Potom je svaz vech
podmoduli modulu M moduldrni. Specidlné je modularni svaz vsech
podprostori libovolného vektorového prostoru nebo svaz vsech podgrup
libovolné Abelovy grupy.

Diikaz. Pfipomenme, ze podmoduly modulu M tvoii svaz v némz spo-
jeni podmodula X a Y odpovida jejich souctu X +Y = {z+vy |
x € X,y € Y} apriseku odpovida prinik X NY.

Necht X,Y a Z jsou podmoduly modulu X takové, ze X C Z.
Potom

(X+Y)NnZ={x+y|lzeX,yecYax+yecZ}=---.
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Pokud x+y € Zax e X C Z,taky = (r+y) —x € Z. Proto méame,
={rtylreX,yeYNZ}=X+(YNZ).
0

Tvrzeni 1.7. Svaz vSech normdlnich podgrup libovolné grupy je modu-
larnd.

Diikaz. Bud G grupa. Normalni podgrupy grupy G tvoii svaz, v ném?
spojeni dvou normalnich podgrup H a K odpovida jejich sou¢in H K :=
{zy | x € H ay € K} a pruseku odpovida jejich prinik. Necht H, K
a L jsou norméalni podgrupy grupy G takové, ze H C L. Potom
HKNL :={xy|re Hyye K azy € L}. Protoze y = v ' (xy) €
HL C L, odkud y € K N L, dostavame, ze HK N L = {xy |
reHaye KNL} =H(KNL). O

Svaz Ny na nésledujicim obrazku neni modularni:

1

OBRAZEK 1. Svaz N5

Je totiz a < cazaroven aV (bAc)=a<c=(aVb)Ac.

V souvislosti s Tvrzenim 1.7 poznamenejme, Ze svaz vSech podgrup
modularni byt nemusi. Uvazme napiiklad grupu Sy vSech permutaci
mnoziny {1,2,3,4} a jeji podgrupy: A generovanou transpozici (1,2),
B generovanou ¢tyt-cyklem (1,2,3,4) a C generovanou transpozicemi
(1,2) a (3,4). Snadno nahlédneme, Ze tyto podgrupy spolu s trivialni
podgrupou a celou grupou Sy tvori podsvaz svazu vSech podgrup grupy
S4, ktery je izomorfni Nj. Proto svaz vSech podgrup grupy S4 neni
modularni.



