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KAPITOLA 1

Definice svazu

SHRNUTI. Definujeme svaz jako algebru se dvéma komutativnimi a
asociativnimi operacemi priseku a spojeni, které jsou svazany axio-
mem absorpce. UkdZeme, Ze svazy odpovidaji uspofddanym mnozi-

nam se supremy a infimy neprazdnych koneénych podmnozim.

1.1. Infima a suprema. Bud A mnoZina usporadana relaci <. Supre-
mem podmnoziny X C A budeme rozumét nejmensi s € A takové, ze x < s
pro v8echna x € X. Podobné infimem mnoziny X budeme rozumét nejveétsi
1 € A takové, ze i < x pro vSechna x € X. Supremum, resp. infimum mno-
ziny X budeme znacit sup X, resp. inf X. Obecné nemusi suprema a infima
podle definice je supremum prazdné mnoziny nejvétsi prvek mnoziny A a
podobné infimum prazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny A.

LEMMA 1.1. Bud A éisteéné usporddand mnoZina. Necht X a'Y jsou jeji
podmmnoziny takové, Ze existuji suprema x :=sup X a y :=supY. Eristuje-li
sup{z, y}, potom existuje také sup(X UY) a plati rovnost

sup(X UY) = sup{z,y}.
Podobné pro infima.

DUkAz. Necht a € X UY. Jestlize a € X tak a < supX = z, pokud
a €Y, tak a <supY =y. Proto plati, ze a < sup{z,y}. Je-li s € A takové,
7e a < s pro kazdé a € X UY, potom z definice suprema plyne, Ze z,y < s.
Odtud dostaneme, 7Ze sup{z,y} < s. Proto sup{z,y} =sup(X UY). O

LEMMA 1.2. Bud A casteéné uspoiddand mnoZina. Md-li kaZdd dvou-
prvkovd podmnoZina mnoZiny A supremum (infimum), potom md kaZdd ne-
prazdnd koneénd podmnozina mnoZiny A supremum (infimum,).

DUKAz. Pfedpokladejme, Ze ma kazda dvouprvkova podmnoZina mno-
ziny A supremum a ukazme, Ze kazda neprazdné konecné podmmnozina mno-
Ziny A mé supremum. P¥ipad infima je analogicky. Pro spor predpokladejme,
Ze tomu tak neni. Bud n nejmensi prirozené &islo pro které existuje n-prvkova
podmnozina X, kterd nemé v A supremum. MnoZzina X je alespon dvouprv-
kové, a proto je sjednocenim svych nepréazdnych vlastnich podmnozin M; a
Ms. Mnoziny M a My maji méné nez n prvka a proto maji podle induké-
niho predpokladu suprema. ProtoZe existuje supremum kazdé dvouprvkové
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2 1. Definice svazu

podmnoziny mnoziny A, existuje sup{sup Mi,sup Ms}. Vzhledem k Lem-
matu 1.1 je toto supremum rovno sup X, coz je ve sporu s volbou mnoziny

X. (]

1.2. Definice svazu. Bud A uspofddand mnozina jejiz kazda dvouprv-
kovd podmnozina ma supremum a infimum. Na mnoziné A definujme binérni
operace spojent , znacime “V”, a priseku, znac¢ime “A”, takto: aVb = sup{a, b}
a a Ab=inf{a,b}. Pravé definované operace maji tyto vlastnosti:

Komutativita:

e aVb=>bVa,

e aANb=bAa,
Asociativita:

e (avb)Vec=aV (bVc),

e (anb)ANc=aAN (bAc),
Absorpce: aV (aAb) =aA (aVb)=a,

pro vSechna a,b,c € A.

DUKAZ. Vgechny vlastnosti plynou snadno z definic. Zcela ziejmé je ko-
mutativita. V piipadé spojeni dostaneme s vyuzitim Lemmatu 1.1, Ze

aV (bVc) = sup{a,sup{b, c}} = sup{a,b,c} = sup{sup{a,b},c} = (aVb)Ve.

Podobné postupujeme v piipadé priseku a tak ukdzeme asociativitu. Zbyva
absorpce. Podle definice mame a V (a A b) = sup{a,inf{a,b}}. Protoze a >
inf{a, b}, je sup{a,inf{a,b}} = a. Podobné a A (a V b) = inf{a,sup{a,b}} a
protoZe a < sup{a, b}, plati, ze inf{a,sup{a,b}} = a. O

DEFINICE. Mnozinu A spolu s komutativnimi a asociativnimi operacemi
“V” a “A” svazanymi vlastnosti absorpce nazveme svazem.

LEMMA 1.3. Bud A svaz. Potom plati
(i) a=aVa=aAa,
(il) a=a Ab prdavé kdyzb=a Vv b,

pro vSechna a,b € A.

DUkAz. Diky absorpci plati, ze aVa =aV (a A (a Vb)) = a a podobné
aNa=aA (aV(aAb))=a. Odtud plyne (i).

Predpokladejme, ze a = a A b. Potom a Vb = (a Ab) Vb = b. Posledni
rovnost plati opét diky absorpci. Opa¢nou implikaci bodu (ii) dokdZeme ana-
logicky. O

Bud A svaz. Na mnoziné A definujme relaci “<” takto: a < b pravé kdyz
a=aAb (coz je podle Lemma 1.3(ii) ekvivalentni rovnosti b = a V b).

TVRZENI 1.4. Bud A svaz. Relace “<” indukovand svazovymi operacemsi
je uspordadanim mmnoZiny A. Pritom pro viechna a,b € A plati, Ze a Vb =
sup{a, b} a aAb = inf{a,b}. Specidlné, kazdda neprazdnd konecnd podmnozina
mnoZiny A md supremum a infimum.
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DUKAz. Pfedpokladejme, 7e a = a A b a zaroven b=bAc, tj., 7e a < b
a zarovenn b < ¢. Potom a Ac= (aAb)Ac=aA(bAc)=aAb=a, odkud
je vidét, ze a < c¢. Proto je relace “<” tranzitivni. Plati-li a < b a zaroven
b < a, potom a = a Ab=0>. Podle Lemmatu 1.3(i) plati, Ze a = a A a, tedy
a < a. Proto je relace “<” uspofadanim mnoziny A.

Z absorpce a komutativity plyne, Ze a = a A (aVb) ab=0bA (aVb),
odkud a,b < a V b. Je-li naopak a,b < ¢, plati podle Lemmatu 1.3(ii),
zec=aVec=bVe Odtudec=aVe=aV(bVe) = (aVb)Vca
proto a V b = sup{a, b}. Podobné ukazeme, ze a A b = inf{a,b}. Existence
infim a suprem v8ech neprazdnych konecnych podmnozin mnoziny A plyne
z Lemmatu 1.2. (]

Na svaz je tak mozné pohlizet jako na algebru se dvéma operacemi “V”
a “A” spliwujicimi pfislusné axiomy nebo jako na usporddanou mnozinu v niz
ma kazda neprazdné konecna podmnoZina supremum a infimum.

DEFINICE. Svaz A nazveme omezeny, mé-li nejvétsi a nejmensi prvek.
Nejvétsi prvek svazu obvykle znacime 1 4, nejmensi pak 04 (nebo jen 1 a 0,
je-li svaz A jednoznalné urceny ze souvislosti).

V&imnéme si, Ze je-li A usporadanad mnoZina a znadi-li () prazdnou pod-
mnoZinu A, jsou sup ), resp. inf ) rovny nejmensimu, resp. nejvétsimu prvku
mnoziny A. Omezené svazy tedy odpovidaji uspofadanym mnozinam, jejichz
kazda konefné podmnozina ma supremum a infimum.

DEFINICE. Svaz nazveme uplngm, ma-li kazda jeho podmnozina infimum.
Je-li A uplny svaz a X jeho podmnoZina, potom je
supX =inf{a € A|b < a pro kazdé b € X}.

Proto méa kazd4 podmnozina tplného svazu také supremum. V souladu se
znaCenim binarnich svazovych operaci budeme znacit \/ X, resp. A X supre-
mum, resp. infimum podmnoziny X uspoirddané mnoziny A.






KAPITOLA 2

Modularni svazy

SHRNUTI. Definujeme modularni svazy a ukaZeme, Ze vSechny mo-
dularni svazy tvori varietu. Definujeme modularni svazy a ukazeme,
ze svazy podmodult a normalnich podgrup jsou modularni. Naopak
svaz vS8ech podgrup modulérni byt nemusi. Nakonec popiSeme pé&ti-
prvkovy nemodularni svaz N5 a ukidZeme, Ze svaz je modularni praveé

kdyz Ns neni jeho podsvazem.

2.1. Modularita. Svaz A nazveme moduldrnipokud pro kazdé a, b, c €
A takové, Ze a < ¢, plati rovnost

(2.1) aV((bAc)=(aVb)Aec.
Vsimnéme si, Ze nerovnost
aV(bAec)<(aVb)Ac

plati za predpokladu a < ¢ v kazdém svazu. Proto jsou modularni svazy cha-
rakterizovany pravé tim, ze plati opa¢na nerovnost. Z vyse uvedené definice
neni patrné, Ze modularni svazy tvoii varietu nebot podminka v predchozi
definici je implikaci, nikoliv identitou. To, Ze je mozné nahradit tuto implikaci
identitou ukazuje nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 2.1. Svaz A je moduldrni prave kdyz
(2.2) (anc)V(bAe)=((aNc)VDb)Ac
pro véechna a,b,c € A.

DUKAzZ. Nejprve predpokladejme, Ze svaz A je modularni a poloZzme
a’ = a Ac. Protoze a’ = (a A ¢) < ¢, dostavame, 7e @’ V (bAc¢) = (o' VD) Ac
coz odpovida identité (2.2).

Naopak predpokladejme, Ze svaz A spliuje identitu (2.2). Necht a,b,c €
A jsou takové, ze a < ¢. Potom a = a A ¢ a po dosazeni do (2.2) dostaneme
rovnosti aV (bA¢c) =(aANc)V(bAc)=((aNc)VDh)Ac=(aVb)Aec, tedy
svaz A je modularni. O

Vidime tedy, Ze t¥ida vS8ech modularnich svazi je varietou a tedy je uza-
viena na podsvazy, direktni souciny a homomorfni obrazy. Varietu vSech
modularnich svazii budeme dale znacit M.

5



6 2. Modularni svazy

1

OBRAZEK 2.1. Svaz Ny

TVRZENI 2.2. Bud R okruh a M néjaky R-modul. Potom je svaz vSech
podmoduli. modulu, M moduldrni. Specidlné je moduldrni svaz vSech pod-
prostorid libovolného vektorového prostoru mebo svaz vsSech podgrup libovolné
Abelovy grupy.

DUKAZ. Pfipomenme, Ze podmoduly modulu M tvoii svaz v némz spo-
jeni podmoduli X a'Y odpovida jejich souc¢tu X+Y :={z+y |z € X,y €Y}
a pruseku odpovida prinik X NY.

Necht X,Y a Z jsou podmoduly modulu X takové, ze X C Z. Potom

(X+Y)NnZ={z+y|lreX,yecYarv+tyecZ}=---.
Pokudz+ye Zaxe X CZ, taky=(z+y)—x € Z. Proto méme,
={rztylreX,yeYNZ}=X+(YN2Z).
U

TVRZENI 2.3. Svaz vech normdlnich podgrup libovolné grupy je modu-
larni.

DUKAZ. Bud G grupa. Normalni podgrupy grupy G tvori svaz, v némz
spojeni dvou normélnich podgrup H a K odpovida jejich sou¢in HK :=
{zy | x € H ay € K} a pruseku odpovida jejich prunik. Necht H, K a L
jsou norméln{ podgrupy grupy G takové, ze H C L. Potom HK N L :=
{zy | r€ H,y € K axy € L}. Protoze y = 2~ '(zvy) € HL C L, odkud
y € KNL,dostavame, 2c HKNL ={zy|r€e Hayec KNL}=H(KnN
L). O

2.2. Zakazany podsvaz Nj. Svaz Ny na nésledujicim obrazku neni
modularni:

Je totiz a < cazaroven aV (bAc)=a<c=(aVDb)Ac.

V souvislosti s Tvrzenim 2.3 poznamenejme, Ze svaz v8ech podgrup mo-
dulérni byt nemusi. Uvazme napiiklad grupu Sy v8ech permutaci mnoziny
{1,2,3,4} a jeji podgrupy: A generovanou transporzici (1,2), B generovanou
¢tyt-cyklem (1,2,3,4) a C generovanou transpozicemi (1,2) a (3,4). Snadno
nahlédneme, Ze tyto podgrupy spolu s trivialni podgrupou a celou grupou Sy
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tvori podsvaz svazu vS8ech podgrup grupy Sy, ktery je izomorfni Nj. Proto
svaz vS8ech podgrup grupy Sy neni modularni.

LEMMA 2.4. Bud A svaz obsahujici prvky a, b, c takové, Ze
(2.3) chb<a<c<aVb.

Potom prvky ¢ Ab,a,b,c,a Vb tvori podsvaz svazu A izomorfni svazu Ns.

DUKAZ. Jestlize a <b,pakb=aVbatedyc=cA(aVb) =cAb<a.
Pokud b < a, dostaneme ¢ < a Vb = a. V obou piipadech dostdvame nerov-
nost ¢ < a, ktera je ve sporu s (2.3). Proto jsou prvky a a b neporovnatelné.
Odtud plyne, 7Ze a A b < a. Z (2.3) snadno nahlédneme, 7e ¢ Ab = a A b.
Podobné ukazeme, ze prvky b a c jsou neporovnatelné, a ze ¢ < aVb=cVb.
Proto je mnozina B := {¢ A b,a,b,c,a V b} péti-prvkova a zbyvéa ovéfit, ze
je uzaviena na suprema a infima. Jediné dvouprvkové podmnoziny mnoZziny
B jejichz prvky jsou neporovnatelné jsou {a, b} a {b,c}. Vzhledem k (2.3) je
aNb=cANbeBacVb=aVbeB. O

VETA 2.5. Svaz A je moduldrni prdvé kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni
svazu, Nx.

DUKAZ. (=) Z definice plyne, Ze t¥ida modularnich svazi je uzaviena na
podsvazy (ukazali jsme dokonce, Ze modularni svazy tvoii varietu). Podsvaz
modularniho svazu proto nemize byt izomorfni svazu N5, ktery modulérni
neni.

(<) Predpokladejme, Ze svaz A neni modularni. Potom existuji a, b, c €
A takové, ze a < caaV (bAc) < (aVb)Ac Polozme ¢’ :=aV (bAc) a
d:=(aVbANc. PotomjebANd =bA(aVb)Ac=bAc<aV(bAc)=d a
podobné ¢ = (aVb)Ac<aVb=aVbV(bAc)=aV(bAc)Vb=ad Vb.
Podle Lemmatu 2.3 tvori mnoZina {¢’ A b,a’,b,c,a’ V b} podsvaz svazu A
izomorfni Ny. O






KAPITOLA 3

Distributivni svazy

SHRNUTI. Nejprve popiSeme rovnosti charakterizujici distributivitu
svazli. UkaZeme, Ze svaz je distributivni pravé kdyz

(zAy)V(EAz)V(yAz)=(Vy) A@Vz)A(yV2)

pro v8echna x,y, z. Nakonec ukidZzeme, Ze modularni svaz je distribu-

tivni pravé kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni svazu Ms.

3.1. Rovnosti charakterizujici distributivitu.

LEMMA 3.1. Pro svaz A jsou ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
(1) av(bAc)=(aVb)A(aVc) pro viechna a,b,c € A,
(2) aAN(bVe)=(aNb)V(aAc) pro viechna a,b,c € A.

DUkAz. ((1) — (2)): Vhodnou aplikaci absorpce a podminky (1) dosta-
neme:

(anb)V(anc)=(aV(ane) AN(bV(aAc)=aA(bV(aAc))
=aAN(bVa)A(bVe)=aN(bVc).
Implikaci ((2) — (1)) ukadZeme obdobné. O

DEFINICE. Rekneme, Ze svaz je distributivni jestlize spliuje vzajemné
ekvivalentni podminky (1) a (2).

LEMMA 3.2. Svaz A je distributivni prdvé kdyz plati
(3.1) (anb)V(ance)V(bAec)=(aVb)A(aVe)N(Vec),
pro vechna a,b,c € A.

DUkAz. (=) Predpokladejme, Ze svaz A je distributivni. Potom plati,

(anb)V(ane)V(bAec)=(aN(bVe)V(bAc)
=@V bAc)ANDbVe)=(aVb) A(aVe)A(bVe).

(<) Predpokladejme, Ze rovnost (3.1) plati pro v8echna a, b, c € A. Nej-
prve ukdZeme, Ze svaz A je modularni. Necht a,b,c € A a predpokladejme,
7e a < c. Potoma=aAc, c=aVcarovnost (3.1) je tvaru
(3.2) (aNb)VaV(bAc)=(aVb)ANcA(bVec).

Protoze a < ¢, je navic a Ab < b A c a podobné a Vb < bV c. Z rovnosti
(3.2) proto dostaneme, ze a V (b A c) = (aV b) A c. Ukazali jsme, ze svaz A
je modularni.
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Necht jsou nyni a, b, ¢, € A libovolné. Polozme
=(anb)V(aNc)V(bAc),
=(aVb)A(aVe)A(bVec).

Protoze aV (bAc) < (aVb)A (aV c), dostaneme z modularity svazu A, ze
aV(Arc)Vu=(aV(bAc)V((@aVb)A(aVec)A(bVe))

(aV(bAc)V(bVe)A((aVb)A(aVe))

=(aVvbVe)A(aVb)A(aVe)=(aVb)A(aVec).

(3.3)

Snadno nahlédneme, ze u < a V (b A ¢). Proto plati, Ze

(3.4) aV(bAc)Vu=aV (bAc).

Pokud v = v, dostaneme z rovnosti (3.3) a (3.4), ze aV (bAc) = (aVb)A(aVe).
Proto je svaz A distributivni. ([

3.2. Zakazany podsvaz Mj3. Distributivni svazy jsou charakterizo-
vany spliiovanim identit. Proto tvor{ varietu. Budeme ji znac¢it D. VSimnéme
si, ze je-li a < ¢, potom a V ¢ = c¢. Proto v tomto pripadé dostaneme z
distributivity, ze

aV(brec)=(aVb)A(aVec)=(aVb)Ac

Proto je kazdy distributivni svaz moduléarni.
Uvazme svaz Mg znézornény na nasledujicim Obrazku 3.1:

OBRAZEK 3.1. Svaz M3

Svaz M3 ziejmé neobsahuje podsvaz izomorfn{ svazu NNy a proto je mo-
dularni. Zaroven ale v M3 plati, Ze

aV(bre)=a<l=(aVb)A(aVc).
Proto tento svaz neni distributivni.

CVICENI 3.1. Ukazte, Ze Mg je izomorfni svazu viech podgrup Abelovy
qgrupy 2o X Zso.
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LEMMA 3.3. Bud A moduldrni svaz, a,b,c € A. PoloZme
v:=(aVb)A(aVec)A(bVo),
=(aNnb)V (a/\c)\/(b/\c),
ay = (aVu)A
=(bVu)A
) A

=(cVu
Pokud uw < v, potom tvori prvky u,v,al,bl,cl podsvaz svazu A izomorfni
svazu Msy.

DUKAz. Plati, ze
a; =(aVu)Av=(aV(aAb)V(aAc)V(bAc) Av=(aV (bAc))Av
=(@aVbAre)A(aVb)A(aVe)A(bVe)=(aV(bAc))A(DVe).
Podobné ukizeme, ze
bi=(bV(aNc)AN(aVe), azeci = (cV(aNb))A(aVb).
Po dosazeni dostaneme
ag ANby=(aVOAc)ANDVe)ANDV(anc)A(aVc)
=(aV((bAc) ANV (aNc)).
Jisté€ je bAec < bV (aAc)a proto z modularity dostaneme
(avV(A))ANDBV(anc)=(an(bV(aAc)V(bAc).
Vzhledem k modularité a nerovnosti a A ¢ < a plati, ze
(an(bV(anec))V(bAe)=(aNb)V(aNc)V (bAc)=

Obdobné bychom ukézali, Ze u = a1 A ¢y = by A ¢1. Snadno nahlédneme, Ze
u < v. Z modularity svazu A dostaneme rovnosti

ap = (aAv)Vu, bi=0bAv)Vu a ¢ =(cAv)Vu.
Zaménime-li operace priseku a spojeni, ukdZzeme obdobné jako vyse, Ze
v=a1Vby=a1 Ve =bVc.

Z nerovnosti u < v jiz snadno odvodime, Ze jsou prvky aq, b1, c; neporovna-
telné. Prot tvoii spolu s u a v podsvaz svazu A izomorfni Ms. O

Z Lemmatu 2.4 plyne, ze modulérni svaz, ve kterém existuji prvky a, b, c
takové, ze (a Ab)V(aAc)V (bAc) < (aVb)A(aVe)A(bVc) obsahuje
podsvaz izomorfni svazu M3g. Protoze svaz M3 neni distributivni, dostavame
z Lemmatu 3.2, ze

VETA 3.4. Moduldrni svaz je distributivnt praveé kdyZ neobsahuje podsvaz
izomorfni svazu Mg.

Spolecné s Vétou 2.5 dostaneme, Ze

DUSLEDEK 3.5. Svaz je distributivni prdvé kdyZ neobsahuje podsvaz izo-
morfni svazu Ng nebo svazu Ms.






KAPITOLA 4

Varieta distributivnich svazu

SHRNUTI. UkadZzeme, Ze kazdé dva prvky distributivniho svazu lze
oddélit prvoidedlem. Odtud odvodime, Ze kazdy distributivni svaz
je mozné vnorit do kartézské mocniny dvouprvkového svazu. Odtud
plyne, Ze varieta distributivnich svazii je generovana dvouprvkovym

svazem a tedy je nejmensi netrividlni svazovou varietou.

4.1. Varieta distributivnich svazi. Podmnozinu D ¢asteéné uspo-
fadané mnoziny (P, <) nazveme dolni pokud

p<gageD — peD

pro v8echna p, ¢ € P. Duilné nazveme podmnozinu H ¢astetné usporadané
mnoziny (P, <) horni, jestlize

p<qapeH — qe€ H
pro vSechna p,q € P. VSimnéme si, ze D je dolni podmnozina, pravé kdyz
je P\ D horni podmnoZina uspotradané podmnoziny P.
DEFINICE. Idedlem svazu A rozumime podmnozinu I C A takovou, Ze
avVbelabel.
Duélné filtrem svazu A rozumime podmnozinu F C A takovou, Ze
aNbe Fa,be F.

Ideal I svazu A je prvoidedl, pokud je A\ I filtr. Dualng, filtr F' svazu A je
ultrafiltr, pokud tvofi mnozina A\ F ideal (a tedy nutné prvoideal).

7 definice je vidét, ze idedly jsou pravé neprazdné dolni podmnoZiny
svazu uzaviené na konecné spojeni a filtry jsou pravé neprazdné horni pod-
mnoziny svazu uzaviené na konecné priseky. VSimnéme si také, ze ideal [
svazu A je prvoideél pravé kdyZ je jeho doplnék A\ I neprazdny a uzavieny
na pruseky.

LEMMA 4.1. Pro kaZdou dvojici riznyjch proki distributivniho svazu exis-
tuje prvoidedl obsahujici prdvé jeden z nich.

DUKAzZ. Bud A distributivni svaz a a # b dvojice jeho prvki. Bez ajmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze a % b. Uvazme mozinu

B :={I| Ijeidel,a & Ib € I}.

13
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Snadno nahladneme, ze {x € A | < b} € B a mnozina B je tedy neprazdna.
Mozina B je zfejmé uzaviena na sjednoceni fetézct a podle Zornova lemmatu
mé tedy maximélni prvek. Oznacme jej P, p)-

Protoze Py € B, je a ¢ Py a b € Pyy. Ukizeme, Ze Py je
prvoidedl. Pro spor pfedpokladejme, Ze existuji ¢, d ¢ P,y takové, Ze cAd €
P(a,b)' Mnozina

Io:.={z € A|Fy € Pup:r<cVy}
tvoif ideal ostie obsahujici Py, 3y (nebot ¢ & P, p)). Z maximality P, 5 plyne,
ze a € I.. Proto existuje y. € P, tak, ze a < ¢V y.. Podobné ukizeme, ze
existuje yqg € P, tak, ze a < dV yg. PoloZme y = y. V yq. ProtoZe je Py
ideal, plati, Ze y € P, ). Z distributivity svazu A dostaneme, Ze
a<(cVy)A(dVy)=(cANd)VyE Pyy.
To je spor nebot z P,y € B plyne, Ze a & P, ). O

Symbolem C), ozna¢me n-prvkovy totalné usporadany svaz.

1 1 1
C2 : C3 : C4 : 0
(o]

0
(o]

0

(o]
0

OBRAZEK 4.1. Totéalné usporadané svazy

LEMMA 4.2. Bud A svaz. Je-li P prvoidedl svazu A, je ddn predpisem

(1.1 op(a) = {? e

svazovy homomorfismus gp: A — C3.
Naopak ¢~ 1(0) je prvoidedl pro kazdsij homomorfismus p: A — Cs.

DUKAZ. Z toho, ze P je ideal, snadno nahlédneme, Z%e zobrazeni pp
zachovava spojeni. Protoze je P prvoideal, je A \ P filtr. Odtud plyne, Ze
©p zachovava priseky. Proto je zobrazeni ¢ p uréené prepisem (4.1) svazovy
homomorfismus.

Je-li ¢: A — Cz svazovy homomorfismus, je ¢~ 1(0) idedl a p=1(1) =
A\ ¢71(0) filtr. Proto je mnoZina ¢ ~1(0) prvoidedlem. O

VETA 4.3. KaZdy distributivni svaz lze vnotit do kartézské mocniny svazu

Cs.
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DUKAz. Polozme
Ag={(a,b) [ a % bvA}.

Podle Lemmatu 4.1 existuje pro kazdou dvojici (a, b) € Aﬁ prvoidedl P,
takovy, Ze a & P,p) a b € Py p. Vzhledem k Lemmatu 4.2 je zobrazeni

A
H SOP(a,b) A — Cz z
(a,b)eAf

svazovym homomorfismem. Je-li a £ b v A, plati rovnosti PPy (a) =1a
PP, () = 0. Proto
H 90P<a7b> (CL) 7& H SOP(a,b) (b)
<a,b>€Ai <a,b>€A$

Odtud je vidét, ze je souCin H<a,b>€A$ ©p,,, vnoreni. ([

7 Véty 4.3 plyne, Ze varieta D distributivnich svazi je generovana dvou-
prvkovym svazem. Protoze kazda netrivialni varieta svazi! obsahuje nutné
dvouprvkovy svaz, tvofi distributivni svazy nejmensi netrivialni svazovou

varietu. To také znamena, ze kazda svazova identita, ktera plati ve dvouprv-
kovém svazu plati ve vS8ech distributivnich svazech.

1Rtizna od variety {e} obsahujici jen jednoprvkovy svaz.






KAPITOLA 5
Konjuktivné disjunktivni termy

SHRNUTI. Ukdzeme, ze kazdy prvek distributivniho svazu odpovida
termu v konjuktivné-disjunktivnim (resp. disjunktivné-konjunktivnim)
tvaru. Odtud odvodime, Ze varieta distributivnich svazi je lokalné ko-
necna. Dale ukdzeme, Ze kone¢ny distributivni svaz je izomorfni svazu
dolnich podmnozin uspofadané noziny jeho spojové nerozlozitelnéch
prvki. Odtud odvodime, Ze koneény svaz je distributivni pravé kdyz
je kazdy jeho spojové nerozlozitelny prvek spojovy prvocinitel. Na-
konec ukézeme, Ze délka kone¢ného distributivniho svazu odpovidéa

velikosti mnoziny spojové nerozlozitelnéch prvki tohoto svazu.

5.1. Svazové termy. Bud X := {z1,x9,...} (spoCetnd) mnozina pro-
ménnych. Svazovy term definujeme induktivné takto:

(1) Kazd4a z proménnych 1, x9,... je svazovym termem.
(2) Jsou-li p a g svazové termy, potom jsou také (pVq) a (p/Aq) svazové
termy.

V zapisu svazovych termu budeme vynechavat zavorky tam, kde nam to
asociativita svazovych operaci dovoli. Napiiklad tedy budeme misto ((p; V
p2) V p3) psit jen p1 V p2 V ps.

Symbolem T'[X] ozna¢ime mnoZinu v8ech svazovych termu s proménnymi
z mnoziny X. SloZitost termu je hodnota zobrazeni p: T[X] — N definovana
induktivné takto:

(1) p(z) =1 pro v8echna z € X,
(2) p(pV q) = p(pAq) =plp)+ plg) + 1, pro viechna p, g € T[X].
Jsou-li vSechny proménné vyskytujici se ve svazovém termu p prvky mno-
ziny {x1,x2,...,x,}, Fekneme, Ze p je n-drni svazovy term, coZ zapiseme, po-
dobné jako v pfipadé ¢iselnych polynomi, symbolem p(z1,...,z,). MnoZinu
v8ech n-arnich svazovych termi oznacime T'[x1, ..., xy,].
Interpretact (fadu n) termu p € T[xy,...,zy] ve svazu A rozumime n-
arni operaci pag: A™ — A na mnoziné A urcéenou predpisem

(a1,...,an) — plai,...,an).

Svazovou (n-arni) identitou rozumime vyraz p =~ ¢, kde p, ¢ jsou n-arni sva-
zové termy. Rekneme, Ze tiida svazi U splije svazovou identitu p ~ ¢ (coz
zapisujeme p /% q) jsou-li interpretace termu p,q ve svazu A shodné pro

17



18 5. Konjuktivné disjunktivni termy

v8echna A € U. Symbolem p < ¢ (a podobné p <y ¢q) znacime, Ze g =~ pV q
(a podobné q ~y p V q).

TVRZENI 5.1. Bud A svaz a p € Txy,...,x,]. Interpretace pa termu p
ve svazu A je monotoni a idempotentini operace. Ddle plati, Ze
TN AT SP(T1,. .y Tp) STV Vg,
pro vdechna p € T[x1,...,x,).
DUKAZ. V obou pfipadech indukei podle sloZitosti termu. ([l

5.2. Disjunktivné-konjunktivni tvar termi. f{ekneme, 7€ SVazovy
term p je v disjunctivné-konjunktivnim (resp. konjunktivné-disjunktivnim)

tvaru, existuje-li pfirozené ¢islo n a koneéné podmnoziny Yi,...,Y, C X
takové, Ze
n n
p=1\ </\Y2) (resp. p =\ (\/E) ).
i=1 i=1

Pfipomenime, Ze symbolem D znacime varietu vSech distributivnich svaz.

VETA 5.2. Pro kazdy svazovy term p existuji svazové termy s (resp. t) v
disjunktivné-kongunktivnim (resp. konjunktivné-disjunktivnim) tvaru takovy,
ze

pP=p S~p t.

DUKAZ. Bud p n-arni svazovy term. UkaZeme, Ze existuje n-arni svazovy
term s v disjunktivné-konjunktivnim tvaru takovy, ze p ~p s. Existenci n-
arnfho svazovho termu ¢ v konjunktivné-disjunktivnim tvaru takového, Ze
p ~p t bychom ukazali obdobné.

Podle Véty 4.3 lze kazdy distributivni svaz vnofit do kartézské moc-
niny dvouprvkového svazu Cy. To znamené, Ze varieta distributivnich svazt
je svazem Cg generovanéd a tedy staCi sestrojit n-arni svazovy term s v
disjunktivné-konjunktivnim tvaru takovy, ze pc, = sc,. Pro kazdou n-tici
a:=(ay,...,a,) € C2" poloZme

S(p) = {{ar,...,an) [ pcy(a,.. . an) =1},
Xa ={i€{1,2,...,n} | a; =1},

a definujme

(5.1) s(x1,y ... my) = \/ /\ x;

Z definice (5.1) je ithned vidét, ze
poy(at,...,an) =1 = (a1,...,a,) € S(p) = scy(a1,...,an) =1,

a tedy pc, < sc,-
Necht naopak pro néjaké b := (b1,...,b,) € CF plati, ze sc,(b) = 1. Z
definice (5.1) je potom vidét, ze existuje @ € S(p) takové, ze @ < b. Podle
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Tvrzeni 5.1 indukuji svazové termy monoténni operace a tedy pc,(b) = 1
Dostavame tak i opa¢nou nerovnost sc, < pc,- U

DUSLEDEK 5.3. Koneéné generovany distributivni svaz je konecny.

DUKAz. Bud D distributivni svaz, ktery je generovan konenou mnozi-
nou {di,...,d,}. Vzhledem k Vé&té 5.2 existuje pro kazdé ¢ € D n-arni sva-

zovy term s v disjunktivné-konjunktivnim tvaru takovy, ze ¢ = s(dy, - -+ ,d,).
7 definice (5.1) je vidét, ze existuje nejvyse 22" takovych termii. Svaz D ma
tedy nejvyse 22" prvki. O

5.3. Struktura koneénych distributivnich svazi. Nenulovy prvek
s svazu A je spojové nerozloZitelny pokud z rovnosti s = a V b plyne, Ze
s € {a,b}. Symbolem J(A) ozna¢ime mnozinu viech spojové nerozlozitelnych
prvki svazu A. Mnozina J(A) je pfirozené uspofadana restrikci usporadani
svazu A.

LEMMA 5.4. KaZdy nenulovy prvek konecného svazu je spojenim spojove
nerozloZitelnyjch proki.

DUKAzZ. Bud A konetny svaz. Oznacme N mnozinu téch nenulovych
prvkia svazu A, které nejsou spojenim spojové nerozlozitelnych prvka. Pro
spor predpokladejme, Ze je mnozina N neprazdné. Protoze je svaz A konetny,
ma mnozina N minimalni prvek, ozna¢me jej c. Prvek ¢ je nenulovy a jisté
neni spojové nerozlozitelny. Proto ve svazu A existuji prvky a, b < ¢ takové,
7e ¢ = a V b. Z minimality prvku ¢ v mnoziné N plyne, Zze a = 81V -+ - V s
ab =1t V-Vt pro ngaké spojové nerozlozitelné sq,...,s, a t1,...,4
(v8imnéme si, Ze prvky a, b jsou nutné nenulové). Potom ale

c=aVb=s1V---VspVt1V--- Vi,

a tedy c je spojenim spojové nerozlozitelnych prvki. To je ve sporu s pred-
pokladem, Ze ¢ € N. O

POZNAMKA. Reknem, Ze usporddand mnoZina P spliiuje podminku ko-
necnosti klesajicih Tetézci, je-li kazdy ostre klesajici Tetézec v P konecny.
Snadno nahlédneme, Ze usporddand mnozina P spliiuje podminku konecnosti
klesajicich Tetézci prave kdyZ md kaZdd jeji neprdzdnd podmmnoZina minimdinig
prvek. Pro svazy spliiujici podminku konecnosti klesajicich Tetézci miZeme
argumentovat stejné jako v dukazu Véty 5.4. Proto je kaZdy nenulovy prvek
takového svazu spojenim spojové nerozloZitelniych proki.

PRIKLAD 5.1. Bud X nekoneénd mnoZina. PoloZme
A:={Y C X | Rozdil X \'Y je konecny}.

Snadno nahlédneme, Ze je mnoZina A uzaviena na konecénd sjednocent a ko-
neéné priniky a tedy spolu s témito operacemi tvori svaz, oznacme jej A.
Zadny prvek svazu A neni spojové nerozloZitelny.
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Nenulovy prvek p svazu A je spojovij prvocinitel pokud z nerovnosti p <
a V b plyne, ze p < a nebo p < b.

7 definic je vidét, ze kazdy spojovy prvocinitel je spojové nerozlozitelny.
Naopak snadno nahlédneme, Ze prvky a,b,c¢ € Mg jsou spojové nerozlozi-
telné, ale zadny z nich neni spojovy prvocinitel.

LEMMA 5.5. KaZdy spojové nerozloZitelny prvek distributivniho svazu je
spojovym prvocinitelem.

DUKAZ. Necht A je distributivni svaz s € J(A). Predpokladejme, 7e
s < a Vb pro ndjaké a,b € A. 7 distributivity svazu A dostaneme, Ze
s=sA(aVb)=(sANa)V(sAb). Protoze prvek s je spojové nerozlozitelny,
budto s = s Aa (a tedy s < a) nebo s = s Ab (a tedy s < b). Proto je s
spojovym prvocinitelem. ([l

Pfipomenme, Ze dolni (resp. horni) podmnoZina usporadané mmnoZiny
Pje D C P takova, z2e p < d = p € D (resp. H C P takova, Zze
d<p = p€ H), pro viechna p € P,d € D (resp. d € H). Pro libovolnou
podmnozinu X uspofadané mnoziny P polozime

I X ={peP|3zxeX:p<uzx},
tX ={peP|3zxeX:x<p}

Pro jednoprvkovou mnozinu X = {z} bude znacit [z (resp. T) misto | {z}

(resp. T{z}). Symbolem D(P) (resp. H(P)) ozna¢ime mnozinu vsech dol-

nich (resp. hornich) podmnozin uspofadané mnoziny P. Tyto mnoZiny tvoii

poduniverza svazu vSech podmnozin P s operacemi priniku a sjednoceni.
Bud A kone¢ny svaz. Definujme zobrazeni a a 3 takto:

a: A— D(J(A)) B: D(J(A) — A
a— {s€J(A)|s<a} D»—>\/D

Symbolem 14 budeme znacit identické zobrazeni A — A.

(5.2)

POZOROVANI 5.6. Jsou-li A, B svazy a a: A — B bijekce takovd, Ze
a < b pravé kdyZ a(a) < a(b), pro vSechna a,b € A, je a izomorfismus
téchto svazi. To plyne ihned z toho, Ze svazové operace jsou definovdny jako
infimum a suprémum. Odtud plyne, Ze jsou-li a: A — B a : B — A
vzdjemné inverzni bijekce zachovdvajici uspordaddni, jsou ob€ tato zobrazent
izomorfismy svazi A a B.

VETA 5.7. Bud' A konecny svaz.

(1) Zobrazeni o (resp. ) definované predpisem (5.2) zachovdvd pri-
seky (resp. spojeni) a o = 14. Specidlné, zobrazeni « je prosté a
zobrazeni B je na.

(2) Je-li svaz A distributioni, jsou o a [ vzdjemné inverzni svazové
izomorfismy.

DUKAZ. (1) Z defininice infima plyne, ze s < a A b pravé kdyz s < a
a zarovenn s < b pro vSechna a,b,s € A. Odtud je vidét, Ze zobrazeni «
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zachovava priseky. Naopak z Lemmatu 1.1. plyne, ze \/(GUH) = (\VG) V
(\/ H), pro viechna G, H C A. Proto zobrazeni (3 zachovava spojeni. Protoze
je svaz A kone¢ny, je podle Lemmatu 5.4 kazdy jeho prvek spojenim spojové
nerozlozitelnych prvki tohoto svazu. Odtud plyne, Ze

Ba(a) = \/{s eJ(A)|s<a}=a,

pro v8echna a € A. (2) Predpokladejme, Ze konecny svaz A je distributivni.
Bud D dolni podmnozina usporadané mnoZiny J(A) a s € J(A). Vzhledem
k Lemmatu 5.5 a distributivité svazu A je s spojovym prvocinitelem. Proto
z s <\/ D plyne, 7Ze s < d pro néjaké d € D a tedy s € D. Proto plati

aB(D)={s € J(A)|s<\/D}=D.

Proto jsou a a § vzajemné inverzni bijekce. Protoze zobrazni a zachovava
pruseky a (B zachovava spojeni, zachovivaji obé tato zobrazeni uspofadani.
Vzhledem k Pozorovani 5.6 jsou zobrazeni «, 8 svazovymi izomorfismy. [J

DUSLEDEK 5.8. Konecny distributivni svaz je izomorfni svazu vsech dol-
nich podmnoZin uspordadané mnoZiny jeho spojové nerozlozitelnijch proki.

Vsiméme si, ze v dikazu ¢asti (2) Véty 5.7 jsme vyuzili jen toho, Ze
kazdy spojové nerozloZitelny prvek svazu A je v tomto svazu spojovym pr-
vocinitelem. Protoze svaz vSech dolnich podmnozin uspofadané mnoziny je
distributivni (je to podsvaz svazu v8ech podmnozin této mnoziny), dosta-
vame, zZe

DUSLEDEK 5.9. Konecny svaz je distributivni prdvé kdyZ je kaZdy jeho
spojove nerozloZitelny prvek spojovym prvocinitelem.

Pfipomenime, Ze fetézcem minime linedrné uspoiddany svaz. Délku ko-
ne¢ného fetézce C pak definujeme jako |C|—1. Délkou d(A) kone¢ného svazu
A pak rozumime nejvétsi délku fetézce v A.

TVRZENI 5.10. Pro koneény svaz A plati, Ze d(A) < |[J(A)|. Je-li A
distributiont, plati rovnost d(A) = |J(A)].

DUKAZ. Bud A koneény svaz a ag < a1 < -+ < a, Tetézec v A. Podle
Lemmatu 5.4 je kazdy prvek svazu A spojenim spojové nerozloZitelnych
prvki. Proto plati rovnost a; = \/(} a; N J(A)) pro kazdé i = 0,1,...,n a
tedy

lapgNJ(A) ClainNJ(A) € - Cla,NJ(A).
Odtud je vidét, ze n < |J(A)|.

Piedpokladejme nyni, Ze svaz A je distributivni. PoloZzme n := |J(A)| a
usporadejme prvky mnoziny J(A) do posloupnosti (dy,da, ..., d,) tak, ze d;
je minimalni prvek mnoziny J(A)\{d1,...,di—1}, prokazdé i € {1,2,...,n}.
Z konstrukce této posloupnosti je vidét, ze D; = {dy,...,d;} jsou dolni pod-
mnoziny usporadané mnoziny J(A) pro vSechna i = 0,1,...,n. Z Véty 5.7
plyne, Ze

B(Do) < B(D1) < -++ < B(Dn)
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je Tetéz délky n ve svazu A. U

Z Tvrzeni 5.10 vidime, ze distributivni svazy délky n odpovidaji vza-
jemné jednoznacné n-prvkovym uspofadanym mnozindm. Na Obréazku 5.1
jsou znazornény vsechny distributivni svazy délky 4. Cervens jsou vyzna-
Ceny jejich spojové nerozloZitelné prvky.
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KAPITOLA 6

Vlastnosti modularnich svazu

SHRNUTI. Nejprve ukdzeme vétu o izomorfismu intervali v modu-
larnich svazech. Odtud odvodime Oreovu-Kurosovu vétu. Dale uka-
zeme, ze redukované rozklady prvka modularniho svazu maji vSechny
stejnou velikost. Nakonec charakterizujeme nezévislé mnoziny v mo-

dularnich svazech.

Bud (P, <) usporadana mnoZina a p < q usporadané dvojice jejich prvki.
Symbolem ¢/p ozna¢ime interval ohrani¢eny témito prvky, tj.,

q/p:={recP|p<x<gq}

aVb

alb

OBRAZEK 6.1. Izomorfismy intervali v modularnich svazech

LEMMA 6.1 (Véta o isomorfismu intervali). Bud A moduldrni svaz a
a,b € A. Potom jsou zobrazeni

a:a/(anb) — (aVb)/b
x—=x Vb

B:(aVb)/b— a/(aNb)
y—=yANa
vzdjemné inverznimi izomorfismy intervali a/(a A'b), (aV b)/b.

25
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DUKAZ. Zobrazeni a a 8 jsou obé monoténni. Staci tedy ukazat, Ze jsou
vzajemné inverzni. Z modularity svazu A odvodime pro kazdé x € A spliu-
jictaANb <z <a,Ze

Ba(z)=(xVb)ANa=xV (bAa)=u=x.
Podobné pro kazdé y € A takové, ze b < x < a V b, dostaneme rovnosti
af(y) =y ANa)Nb=yA(aNb) =y.
O

LEMMA 6.2 (Kuros, Ore 1935). Bud A moduldrni svaz, a € A a X,Y C
J(A) konecné podmnoZiny takové, Ze a = \| X = \/Y. Potom pro kazdé
x € X existuje y €Y takové, Ze a =y Vv \/(X \ {z}).

DUKAZ. Bud z € X a polozme 2’/ := /(X \ {z}). Potom
a:x'\/\/Y: \/(:E'\/y).
yey

Protoze je svaz A modularni, existuje podle Lemmatu 6.1 izomorfismus
B:a/r' — x/(x A z') dany predpisem t — t A z. Odtud dostaneme, ze

r=xA \/(x/\/y): \/(m/\(x/\/y)).
yey yey

Protoze je prvek x spojové nerozlozitelny, existuje y € Y takové, ze x =
x A (2’ Vy) atedy x <2/ Vy. Odtud plyne, Ze
a=a'Vy=yv\/(X\{z}).
[l
Bud A svaz. Rekneme, 7e koneéna X C J(A) je redukovanym rozkladem
prvku a € A pokud a = \/ X, ale a > /Y pro kazdou Y C X. Je zfejmé,
7e kazda Y C J(A) takova, Ze plati a = \/ Y, obsahuje néjaky redukovany
rozklad prvku a.
LEMMA 6.3. Bud' A moduldrni svaz. Necht konecné X, Y C J(A) spliuji

a=\X=VY. Je-li Y redukovany rozklad prvku a, plati nerovnost |Y| <
ReE

DUkAz. Necht X a Y jsou dva kone¢né rozklady prvku a. Predpokla-
dejme, Ze Y je redukovany rozklad a Ze X je nejmensi rozklad a. Bud X’ C X
nejvétsi takova, ze existuje Y/ C 'Y spliujici |Y']| < |X'| a zaroven

a=\/(X\X)v\/Y".
Predpokladejme, ze X' C X a zvolme z € X \ X’. Podle Lemmatu 6.2
existuje y € Y tak, ze
a=\/(X\(X"u{z})v\/(Y'U{y}.

Z toho, 7ze |Y'| < |X'| a x ¢ X' plyne nerovnost |Y' U {y}| < |X ' U{z}| =
|X'| + 1. To je ve sporu s volbou mnoZiny X'
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Proto X = X’ a tedy a = \/ Y. Protoze je Y redukovany rozklad prvku
a, dostavame odtud, ze Y = Y’. Z nerovnosti |Y’| < |X’| tak mame okamzité
Y| <|X|. O

DUSLEDEK 6.4. Bud A moduldrni svaz. KaZdé dva redukované rozklady
prvku a € A maji stejny pocet proki.

Bud A svaz. Podmnozinu I C A\ {0} se nazveme nezdvislou pokud pro
kazdé kone¢né U,V C I plati, ze

Vua\v=\/wunv).
LEMMA 6.5. Bud A moduldrni svaz. Podmnozina I C A\{0} je nezdvisld
prave kdyz
VUua\w=o0
pro kaZdou dvojici konecngjch disjunktnich U,W C I.

DUKkAz. Implikace (=) je zfejméa z definice. Ukdzeme (<=). Necht U a V'
jsou kone¢né podmnozny I. Protoze U NV C U, plyne z modularity svazu

A, 7e
\/U/\\/Vz\/U/\(\/(V\U)\/\/(UﬁV))
- (\/U/\\/(V\U))v\/(UﬂV):\/(UﬁV),

nebot mnoziny U a V' \ U jsou disjunktni. O
LEMMA 6.6. Bud A moduldrni. MnoZina {a,...,a,} jeho nenulovijch
proki je nezdvisld prdve kdyz
k—1
ap N\ \/ a; =0,
i=1

pro vSechna k =1,...,n.

DUKAz. Implikace (=) je zFejma. Implikaci (<) ukdZzeme indukei podle
n. Jednoprvkova mnozina {a;} je jisté nezavisla. Necht X, Y jsou disjunktni
podmnoziny {ai,...,a,}. Pokud X UY C {aj,...,a,—1}, plyne rovnost
VX NVY =0 z indukéniho predpokladu. Necht a,, € X UY. Bez Gjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze a, € X. Potom Y C {ay,...,an—1} a2
modularity svazu A dostaneme, Ze

\/ XA \Y < (\/(X\{an})\/an) Aylai

—\/(X\{au}) Vv ( A \/ )
= V(X \{an}) V0 =\/(X\ {an}).
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Proto

VxaVy=Vx\{ahr\Y=0,

opét podle indukéniho pfedpokladu, nebot plati, Ze

(X \{an ) U\Y CHar,...,an 1}



KAPITOLA 7

Kongruence svazi

SHRNUTI. Definujeme svazové kongruence a ukdzeme jak pro vhodné
binarni relace svazu ovérit, ze se jedna o svazové kongruence. Popi-
seme svaz Con(A) kongruenci svazu A. Nakonec ukaZeme, Ze svaz

kongruenci libovolného svazu je distributivni.

7.1. Vlastnosti svazovych kongruenci. Necht © je binarni relace na
mnoziné A. Budeme psat a =g b (nebo také a = b (0)) pokud je dvojice
(a,b) v relaci ©. Predpokladejme, Ze je relace © ekvivalenci. Symbolem

[alo :={b€ A|a=0p b}

oznacime tiidou této ekvivalence obsahujici prvek a.

Kongruence svazu A je ekvivalence © na A takova, Ze
(7.1) ar =e b1a2 =0 b2 - {al v bl :6 oz v bQ’

a1 Nby =g as A bs,

pro vS8echna ai,as, b1, by € A. Pfipomenme Ze, kongruence svazi jsou pravé
jadra svazovych homomorfismi. Symbolem A/© budeme znacit faktorovy
svaz svazu A podle kongruence © (prvky svazu A/© jsou rozkladové t¥idy
[ale, a € A, kongruence ©. Symbolem 74,y budeme znacit kanonickou
projekci mp/9: A — A/© uréenou predpisem a — [a]e.

Podmnozina C' uspofadané mnoziny (P, <) je konvezni (v P) pokud

a<b<ca,ceC = be(C,

pro vSechna a,b,c € P.

Je vidét ihned z definice, Ze prinik konvexnich mnozin je opét konvexni
mnozina. Celd mnozina P je jisté konvexn{ v P. Proto pro libovolnou X C P
existuje nejmensi konvexni podmnozina P, kterd X obsahuje. Oznacime ji

TX.
LEMMA 7.1. Pro kazdou X C P plati, Ze
IX=1Xn]X={peP|Ja,be X:a<p<hb}.

DUKAz. Kazd4a horni a kazda dolni podmnozina uspofadané mnoziny P
je konvexni. Odtud plyne, ze

TX CTXNIX.

29
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Je-lip e 1 X N]X, existuji a,b € X tak, ze a < p < b. Proto plati, Ze
TXNIXC{peP|dabe X:a<p<b}
Nakonec existuji-li a,b € X tak, ze a < p < b, lez{ p v kazdé konvexni
podmnoziné P, ktera obsahuje mnozinu X. Odtud dostavame, ze
{peP|Ia,beX:a<p<b}ClX.
O

TVRZENI 7.2. Necht © je kongruence svazu A. Potom je [a]e konvexnim
podsvazem svazu A, pro kazdé a € A. Tj., bloky kongruence svazu jsou jeho
konvexnimi podsvazy.

DUkAz. Bud a prvek svazu A. ProtoZze jsou obé svazové operace idem-
potentni, je [a]e podsvazem svazu A.! Zbyva ukdzat, Ze [a]e je konvexni
podmnozinou svazu A. Necht b < ¢ < d, pro n&jaké b,d € [a]e a c € A. Po-
tom plati, Ze a =g b =g d, odkud dostaneme, Ze a =g b = bAc =g dAc = c.
Proto plati také, ze ¢ € [a]e. O

Podminku (7.1) v definici kongruence svazu muZzeme mirné oslabit.

LEMMA 7.3. Ekvivalence © definovand na svazu A je kongruenci tohoto
svazu praveé kdyz

(7.2) a=eb — {

aVt=gbVt,
alNt =g bAL,
pro vSechna a,b,t € A.

DUKAzZ. Je-li © kongruence svazu A, pak ziejmé splituje podminku (7.2).
Predpokladejme naopak, Ze ekvivalence © spliuje podminku (7.2). Pfedpo-
ladejme, Ze a; =g b;, i = 1,2, pro néjaké aq,as,b1,by € A. Potom z (7.2) a
komutativity svazovych operaci odvodime, Ze

a1 Vas =@ b1 Vas =g b1 V by,
a1 N\ as =g by Nas =g by A bo.
Proto plati (7.1). O

Nasledujici lemma je zvlasté uzitecné pii ovéfovani toho, ze néjaka bi-
narni relace na svazu A je jeho kongruenci.

LEMMA 7.4 (Grétzer). Bud O reflexivni relace na svazu A. Jsou-li spl-
neny nasledugici tri podminky

(1) a =g b prave kdyz a Nb =g a V b, pro vSechna a,b € A,

(2) je-lia =g b a zdroveri b =g ¢, potom a =g ¢, pro vsechna a < b < ¢
v A,

(3) je-li a =g b, potom a V't =g bVt a zdirovei a Nt =g bAt, pro
vSechna a < b v A a libovolné t € A,

1pro kazdeé b,c € [ale,jebVec =6 aVa=aaprotobVc € [a]e. Podobné& pro priisek.
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potom je © kongruenci svazu A.

DUKAZ. Z podminky (1) je okamzité vidét, Ze relace © je symetricka.
Abychom ukazali, Ze je relace © ekvivalenci na A, zbyva ovérit, Ze je tato
relace tranzitivni. Nejprve ovéiime, Ze

(7.3) a=gc = a=eb b=¢gc,

pro viechna a < b < ¢ v A. To plyne ihned z (3), nebot z a < ¢ dostaneme
rovnostia =aAb=g cAb=>bapodobneb=aVb=gcVb=c
Pro a < bv A ozna¢me symbolem b/a interval ohrani¢eny prvky a, b, tj.,

bja:={te Ala<t<b}.

PoMOCNE TVRZENI 1. Necht a < d v A a plati, Ze a =¢ d. Potom
b =e c pro kazdé b,c € d/a.

DUKAZ. Vzhledem k (1) sta¢i ukazat, ze b A ¢ =g bV c. Protoze a <
bAc<daa=¢ d, plati vzhledem k (7.3), Ze b A ¢ =g d. Podobné mame
bAc<bVec<d. Vzhledem k (7.3) dostaneme, ze b A c =g bV c. Podle (1)
je pak b =g c. L

Nyni jsme pripraveni dokon¢it dikaz tranzitivity relace ©. Necht a, b, ¢ €
A a predpokladejme, Ze a =g b and b =g c¢. Vzhledem k (1) plati, ze aAb =g
a Vb, odkud vzhledem k Pomocnému tvrzeni 1 plyne, Ze aAb =g b =g a Vb.
Podobné z b A ¢ =g bV ¢ odvodime, Ze plati b A c =g b =¢ bV c. Protoze
bAc<b<bVe, plyne z podminky (3), Ze a AbAc =g a A b a soutasné
aVb=gaVbVc. Celkem tak mame

aANbAc=gaANb=g b= aVb=gaVbVec.

Protoze tyto prvky tvoii rostouci posloupnost, dostaneme z (2), Zze aAbAc =g
a VbV c. Protoze a,c € (aVbVc)/(aAbA c), dostaneme z Pomocného
tvrzeni (1), ze a =g c. Ukazali jsme, Ze je relace © tranzitivni a tedy je to
ekvivalence.

Zbyva ukazat, ze ekvivalence © spliuje implikaci (7.2). Necht a,b,t € A
a predpokladejme, 7e a =g b. Vzhledem k (1) je pak a Ab =g a V b. Z
podminky (3) dostaneme, ze a AbAt =g (aVb)At. Protoze a Nt,bAt €
((aVvb)At)/(aNbAt), plyne z Pomocného tvrzeni 1, Ze a At =g b At.
Podobné bychom ukazali, Zze a Vt =g bV t. Z Lemmatu 7.3 nyni plyne, ze ©
je kongruenci svazu A. O

Pripomenime, Ze svaz A nezveme uplnym, ma-li kazda jeho podmnozina
infimum a supremum, vzhledem k usporadéni indukovanému svazovymi ope-
racemi. Infimum (resp. supremum) podmnoziny M svazu A budeme znacit
ANMa\/ M.

V&imnéme si, ze uplny svaz méa nejmensi a nejveétsi prvek. Tyto prvky
odpovidaji po fadé spojeni a priseku \/ () a A 0. Z definice svazovych operaci
je také videt, ze A{a,b} =aAba\/{a,b} =aVb, pro kazdou dvojici prvki
a,b svazu.
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Kazdy systém U podmnozin mnoZiny A uzavieny na libovolné priniky
tvori tplny svaz. Pfitom plati, Ze pro kazdou M C U je

AM=(M \/M=(|{{NeU||JMC N}

Priinik libovolné mnoziny kongruenci svazu je opét kongruence svazu.
Proto tvoii vSechny kongruence svazu A dplny svaz. Svaz vSech kongruenci
svazu A budeme znacit Con A.

cp=aVb

4
~
.~ @]_ ’
- -
-

co=aANb

OBRAZEK 7.1. Spojeni kongruenci

LEMMA 7.5. Bud C mnoZina kongruenci svazu A. Na svazu A definujme
relaci © takto: Necht a,b € A. Potom a =g b prdvé kdyz existuje konecnd

rostouct posloupnost a Nb = cg < c1 < - < cpo1 <y, =aVbuv A
takovd, Ze pro kazdé j € {1,2,...,n} existuje kongruence ©; € C takovd, Ze
Cj—1 E@j Cj.

Relace © je kongruenci svazu A a plati, Ze © = \/C.

DUKAzZ. K dikazu prvni ¢asti lemmatu staci overit, Ze relace © spliuje
podminky (1-3) z pfedpokladii Lemmatu 7.4. VSechny tyto podminky vsak
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nahlédneme okamzité z vlastnosti kongruenci a z popisu relace ©. Z definice
je ihned vidét, ze | JC C ©. Naopak je ziejmé, Ze kazda kongruence svazu A,
ktera obsahuje |JC obsahuje také relaci ©. Proto plati, ze © = \/C. O

VETA 7.6 (Fynayama a Nakayama (1942)). Svaz Con A kongruenci svazu
A je distributivni.

cpn=2> cp=0>
+Cn_1 +Cn—1
écn—Q

6 Cn—2

- -
O2

dNOy
{- 4
Co=a Co=a

OBRAZEK 7.2. Svaz Con A je distributivni

DUKAZ. Stag¢i ovéFit, ze pro libovolné kongruence @, 01, a ©4 svazu A
plati inkluze
@ﬁ(@l\/@Q) C (‘Dﬂ@ﬂ\/(@ﬂ@g),
tedy, Ze pro libovolné a,b € A plati, Ze
a=b ((I)ﬂ(@l\/@2>) — a=b ((‘I)ﬂ@l)\/(q)ﬂe)g)).

Dvojici a,b muZzeme nahradit uspordadanou dvojici a A b,a V b. Proto lze
bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze a < b. Predpokladejme, 7ze a = b
(PN(O1V0O2)). To znamena, 7e a =¢ b a zarovei a =g, ve, b. Z Lemmatu 7.5
a z druhé z uvedenych relaci plyne, Ze existuje rostouci posloupnost a =
cp <cp <eg <o < ¢ = b takova, Ze ¢ =@, ¢ proi € {1,2,...,n}
liché¢ a ¢;_1 =g, ¢; proi € {1,2,...,n} sudé. Mizeme totiz pfedpokladat, ze
kongruence ©1 a O3 se v rostocim fetizku intervalii (¢;—1, ¢;) st¥idaji. Situace
je znazornéna na Obrazku 7.2. ProtoZze a =¢ baa =cy < c1,...,¢ch1 <
cn = b, plati, Ze ¢;—1 =¢ ¢;, pro viechna i € {1,2,...,n}. Odtud plyne, Ze
Ci—1 =pne, ¢i proi € {1,2,...,n} liché a ¢;_1 =pne, ¢; proi € {1,2,...,n}
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sudé. Odtud nakonec dostavame, ze a = b (PN O1) V (P N O2)), coz bylo
dokazat. O



KAPITOLA 8

Hlavni kongruence, projektivita a slaba projektivita

SHRNUTI. Definujeme perspektivitu a slabou perspektivitu intervali
svazu. Tranzitivni obaly téchto relaci nazveme projektivitou a sla-
bou projektivitou. Pomoci slabé projektivity popiseme vztahy mezi

hlavnimi kongruencemi svazu.

Pro kazdou dvojici a, b prvki svazu A ozna¢me symbolem ©(a, b) nejmensi
kongruenci svazu A obsahujici dvojici (a,b). Budeme zkoumat, kdy pro da-
nou ¢tvefici prvka a, b, ¢, d € A plati, ze ©(a,b) C ©(c,d). Protoze ©(a,b) =
O(a Ab,a Vb), mizeme se omezit na usporadané dvojice a < bz A.

Necht a < b a ¢ < d jsou dvojice uspofadanych prvki svazu A. Rekneme,
Ze interval d/c je perspektivniintervalu b/a (coZ oznacime d/c ~ b/a), jestlize
nastane jeden z téchto dvou piipadu:

b=aVdazaroven c =a Ad,
a=bAcaziroven d=>bVc.

Oba pripady, definujici perspektivitu intervald jsou znazornény na Ob-
razku 8.1:

d=bVe b=aVvd
b Q 0 c ad 0 d
a=bAc c=aANd
b/a ~d/c

OBRAZEK 8.1. Perspektivita intervala

Rekneme, Ze interval d /c je projektivni intervalu b/a (coZ ozna¢ime d/c ~
b/a), jestlize existuje konecna posloupnost

dfc=yo/xo ~y1/T1 ~ ~Yn/TH = b/a.
Projektivita intervali je znazornéna na Obrazku 8.2.

35
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Y1 Y3 Yn—2

Yn = d
l" \\ . Y . ‘ \~s Y .
’ “~ 4 n—3 » N n—1 ¢
b =Y R AN Y2 J ,” N L’
’ ~ L . ~ L’
" ‘\ " “
. In = C
4 T . ,' €T ,' n
S 1 S M 3 s Tp—2 J
" ‘\ ’ " -~ ’
a = Xo x2 Tn-3 Tn—1
b/a~dJc

OBRAZEK 8.2. Projektivita intervala

Je zfejmé, ze d/c = b/a = ©O(a,b) = O(c,d). Obracena implikace
obecné neplati. Ve svazu M3 je a/0 % 1/0 a zaroven je svaz M3 jednoduchy
a tedy plati rovnost ©(0,1) = ©(0,a).

Zkoumejme, kdy ©O(a,b) C ©(c,d). K tomu definujme slabsi relace (nez
perspektivita a projektivita) na mnoziné intervala. Bud b/a, d/c dvojice jeho
intervala svazu A. Budeme psét

d/c\/b/a, jestlize a<bAc azaroven d<bVec,

d/c /*b/a, jestlize b>aVd azaroven c>aAd.

Rekneme, ze interval d/c je slabé perspektivni intervalu b/a jestlize plati
d/c\yb/a nebo d/c /b/a. Situaci, kdy je d/c je slabé perspektivni b/a za-
chycuje Obrézek 8.3.

Rekneme, 7e d/c je slabé projektioni b/a (coz znacime d/c = b/a), jestlize
existuje posloupnost intervalt

d/c=yo/xo \Y1/T1 " y2/x2 (.. S Yn/Tn = b/a.

Vsimnéme si, Ze na rozdil od projektivity neni relace slabé projektivity

symetricka, je pouze reflexivni a tranzitivni'.

LEMMA 8.1. Pro intervaly b/a a d/c svazu A plati, Ze d/c=2b/a prdivé
kdyz existuje posloupnost intervali

d/c=1yo/xo ~vi/ur Cyi/x1 ~ - ~vp/uy Cyp/xn =b/a.

DUKAZ. (<) Z definic ihned nahlédneme, Ze z y/x ~ v/u vyplyva budto
y/x\v/u nebo y/x /v/u. Inkluze v/u C y/x implikuje, Ze plati soucasné
v/uNy/xav/u y/x. (=) Jestlize d/c\ b/a, pak podle definice plati, Ze

dfeC (bVe)/e~Db/(bAc) Cb/a.

lygimnéme si, ze (slaba) projektivita je pravé tranzitivnim obalem (slabé)
perspektivity
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bVe

a and

d/e\b/a d/c bla

OBRAZEK 8.3. Slaba perspektivita

Podobné z d/c /*b/a plyne, ze
djcCd/(and)~ (aVd)/aCb/a.
[l

Pro kazdé n € N definujeme indukei svazovy term p,(x, y1, . . ., yn) takto:
pi(z,y1) = Ay,

) pa(zy1, .o Un) V Yny1,  pro n liché,
pn-i—l(l‘ayl)’"ayn-i-l) = .
pn($7y17"' 7yn) /\yn+17 pron sudé.

Neformalné je tedy

(((Ay1) Vy2) A=+ Vyp), pron sudé,
pn(xaylay27""yn): . .
((xAy1)Vy2) A=+ Ayp), pro n liché.

Snadno nahlédneme, Ze pro vSechna m,n € N plati

pn(pm(xa Y1y -y ym)7ym+17 o 7ym+n) =

PmAn(T, Y1, -+ Ymtn), pokud je m sudé,
Prtn—1(T, -+ s Ym AYm+1s- -+ Ym+n), pokud je m liché.

LEMMA 8.2. Pro dvojici intervali b/a a d/c svazu A plati, Ze d/c=2b/a
pravé kdyz existuje posloupnost ty, . . ., t, proki svazu A takovd, Ze pp(a,ty, ... tn) =
¢ app(bty,... ty) =d.

DUkAzZ. (=) Je-li d/c\ b/a, potom p3(a,b,c,d) = c a p3(b,b,c,d) = d.
Pokud d/c /b/a, tak pa(a,d,c) = ¢ a pa(b,d,c) = d. VyuZijeme-li predcho-
ziho pozorovani, sestrojime odtud pozadovanou posloupnost t1,...,t,. (<)
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Vsimnéme si, Ze pro kazdy interval y/x svazu A a kazdé t € A plati, Ze

(v /vty Ny/e a (yAt)/(xAt) S y/e.

Odtud indukei odvodime, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n a kazdou n-tici prvka
t1,...,t, plati, ze

Pr(byty, ... ty)/pn(a,ty, ... ty) = b/a.
O

Protoze p, jsou svazové termy, plati pro kazdou posloupnost t1,...,t,
prvka svazu A a kazdé a,b € A, Ze

pn(a, t1,... ,tn) E@(a,b) pn(b, t1,... ,tn).
Proto z Lemmatu 8.2 plyne, Ze

DUSLEDEK 8.3. Pro kaZdou dvojici intervali b/a a d/c svazu A plyne z
d/c=b/a, Ze c =g(qp) d.

LEMMA 8.4. Bud b/a interval svazu A. Na svazu A definugme relaci
takto: * =¢ y prdveé kdyz existuje konecénd posloupnost

sANy=t1<t1 <---<th, =zVy

v A takovd, Ze tj/t;—1 = b/a pro vSechna j € {1,2,...,n}. Potom je relace
O kongruenci svazu A a plati rovnost ® = ©(a,b).

DUKAZ. Nejprve ukazme, Ze je relace ® kongruenci svazu A. K tomu
staci ovéfit, ze relace @ spliuje podminky Lemmatu 6.4. Protoze pro kazdé
t € Aplati, ze t/t /(bV1t)/(aVt)\(b/a, je tato relace reflexivni. Podminky
(1) a (2) Lemmatu 6.4 jsou ziejmé splnény. Pfedpokladejme, Ze pro néja-
kou dvojici ¢ < d prvkid svazu A plati, Ze ¢ =¢ d a necht s € A. Podle
definice existuje kone¢na posloupnost ¢ = tg < t1--- < t, = d takova, ze
tj/ti—1 =2 b/a pro viechna j € {1,2,...,n}. Odtud dostaneme ze, cVs =tV
s<t1Vs <. <t,Vs=dVs. Ze vztaht (t;Vs)/(tj—1Vs) \yti=1/ti = b/a,
dostanem, ze (t;Vs)/(tj—1Vs) =2 b/a pro vSechna j € {1,2,...,n}. Podle de-
finice relace @ je pak ¢Vs =g dVs. Podobné bychom ukézali, Ze cAs =¢ dAs.
Podle Lemmatu 6.4 je relace ® kongruenci svazu A.

Z definice ® je vidét, ze a =4 b a tedy O(a,b) C ®. Podle Dusledku 8.3
je naopak ® C O(a,b). Proto se obé& kongruence rovnaji. ]

Jemnym pfeformulovanim Lemmatu 8.4 dostaneme néasledujici vétu.

VETA 8.5 (Dilworth 1950). Bud b/a a d/c dvojice intervali svazu A.
Potom plati, zZe O(c,d) C O(a,b) prive kdyZ ezistuje konecnd posloupnost
c=1ty <t <t, =d ve svazu A takovd, Ze t;/t;—1 =b/a pro viechna
je{1,2,...,n}.
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8.1. Svaz kongruenci svaziit M3 a N5. PopiSeme svazy kongruenci
svazii M3 a N5. V obou piipadech to je jednoduché tloha. Svaz kongruenci
konecéného svazu je kone¢ny distributivni svaz. Ten je izomorfni svazu dolnich
podmnozin usporddané mnoziny spojové nerozloZitelnych kongruenci.

Dvouprvkovy interval budeme nazyvat prvointervalem. Tedy prvointerval
je interval b/a pro a < b.

LEMMA 8.6. Spojové nerozloZitelné konguence konecného svazu jsou prdvé
kongruence generované prvointervaly.

DUKAzZ. Bud A koneény svaz a a,b € A takové, %e a < b. Predpokla-
dejme, ze O(a,b) = @V pro nékteré ¢, ¥ € Con(A). Potom existuje fetizek
a =29 <21 < - < xp = b takovy, Ze x; =¢ ;41 nebo x; =y x;41 pro
kazdé i € {0,...,n — 1}. Protoze a < b, plyne odtud, ze ©(a,b) € {®, U}.

Nyni predpokladejme, Ze © je spojové nerozlozitelna kongruence svazu A.
ProtoZe je A koneény svaz, existuji a; < b;, i =1,...,n, v A takové, ze © =
Vi, ©(a;,b;). Protoze je © spojové nerozlozitelna, existuje j € {1,...,n}
takové, ze © = O(aj, b;). Protoze je svaz konecny, existuje posloupnost a; =
cp < c1 < -+ < ¢ = b;. Pak plati, Ze © = \/f:_o1 O(cj, ¢i+1). Protoze je ©

spojové nerozloZitelna, existuje [ € {0,...,k — 1} takové, 7ze © = O(c;, ¢11).
[l
1
1ns,
a a D
Onss
0

OBRAZEK 8.4. Svazy M3 a Con(M3)

PRIKLAD 8.1. Svaz kongruenci svazu Msz: Oznacme Opg, nejmensi
a 1pg, nejuétsi kongruence svazu Mz. Tedy u =0py, U PTaVE kdyZ v = v pro
vSechna u,v € M3 a 1pr, = O(0,1). Snadno nahlédneme, Ze

a/0~1/b~©O(c)/0~1/a~b/0~1]c.
Proto jsou kazdé dva prvointervaly svazu Mg projektivni. Odtud plyne, Ze
©(0,a) =0O(b,1) =0(0,¢) =O(a,1) =0(0,b) =O(c,1) = 1pg,
Proto plati, Ze Con(M3) ~ C3, a tedy svaz M3 je jednoduchy.
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1N,

B g
O,
OBRAZEK 8.5. Svazy N5 a Con(NNs)

PRIKLAD 8.2. Svaz kongruenci svazu Ns: Oznacme On, nejmensi a
1N, nejvétsi kongruenci svazu Ng. Snadno nahlédneme, Ze

a/0~1/b~¢/0, azZel/c~b/0~1/a.
Polozme o = ©(0,a) = O(b,1), 5 =06(0,b) = O(c,1) a v = 0O(a,c). Prifa-
zenim 0,a,c+— 0 a b,1 — 1 definujeme homomorfimus ¢: N5 — Ca takovy,
Ze a = ker ¢ # B. Prifazenim 0,b — 0 a a,c,1 — 1 definujeme homomor-
fismus ¥: Ng — Caq takovy, Ze B = kerv # «. Z definic navic vidime, Ze
v = kerp Nkery. Odtud plyne, Ze svaz Ny md tri spojivé nerozloZitelné
kongruence o, B a vy takové, Ze v = a A~y je nejmenst z nich.
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Semimodularni svazy a dimenze

SHRNUTI. Definujeme semimodulérni a dualné semimodularni svazy a
ukézeme, ze obé vlastnosti jsou disledkem modularity. Zformulujeme
a ukdzeme Jordanovu-Holderovu-Oreho vétu o délkdch maximalnich
Fetézcl v semimodularnich svazech. Definujeme dimenzi prvk svazi
lokalné kone¢né délky. Ukézeme, Ze semimodularitu, dualni semimo-
dularitu a modularitu lokdlné koneénych svazi lze charakterizovat
pomoci dimenzni funkce, konkrétné pomoci analogie véty o dimenzi

pruniku a spojeni zndmé z linearni algebry..

V usporadané mnoziné (P, <) zna¢ime a =< b pokud a < b nebo a = b,
tj., pokud b/a = {a,b}.

Svaz A je semimoduldrni pokud
a<b = aVc=XbVeg,

pro v8echna a,b,c € A.
Svaz A je dudlné semimoduldrni pokud

a<b = aNc=<bAc,

pro vSechna a,b,c € A.
LEMMA 9.1. KaZdy moduldrni svaz je semimoduldrny.

DUkAz. Bud A modularni svaz a necht a, b, c € A jsou takové, Ze a < b.
Je-llib<aVcijeaVe=>bVec V opatném pripadé dostaneme z modularity
svazu A, Ze

(9.1 a<(aVec)ANb=aV(cAb) <D

Protoze plati, ze a < ba b £ aV ¢, dostaneme z (9.1) rovnost a = (aV ¢) Ab.
Vzhledem k Lemmatu 6.1 jsou intervaly b/a = bA((aVe)Ab) a (bVe)/(aVe) =
(bV (aVec))/(aVc)izomortni. Odtud plyne, ze a Ve <bVe. O

7 Lemmatu 9.1 je ihned vidét, Ze
DUSLEDEK 9.2. KaZdy moduldrni svaz je dudlné semimoduldrnd.

Na Obrazku 9.1 jsou znézornény svazy Ny a E. Svaz Ny neni modu-
larni, semimodularni ani dualné semimodularni. Svaz FE je semimodulérni,
ale neni duélné semimodularni a tedy ani modulérni. Cervens jsou znézor-
nény vrcholy tvorici podsvaz svazu E izomorfni svazu Ns.

41
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N5 E
OBRAZEK 9.1. (Ne)semimodularni svazy

Svaz A je konecné délky pokud existuje prirozené &islo n tak, Ze kazdy
Fetézec ve svazu A je délky nejvySe n. Nejmensi takové n nazveme délkou
svazu A a oznacime ¢(A) (viz. Pfednaska 5). Viimnéme si, ze svaz konecné
délky je nutné omezeny, tj., ze ma nejmensi a nejveétsi prvek.

Pro Fetézce ag < a1 < -+ <an aby < by <--- < by, ve svazu A piSeme

(ag,at,...,an) = (bo,b1,...,bm)

pokud n = m a existuje permutace 7 mnoziny {1,2,...,n} takova, ze
a;/aj—1 % br(j) [br()-1,

pro v8echna j € {1,2,... ,n}l. Snadno nahlédneme, Ze relace = je ekvivalenci
na mnoziné vSech fetézci ve svazu A.

VETA 9.3 (Jordanova-Hélderova-Oreova véta). Bud A semimoduldrni
svaz konecné délky. Jsou-li 0 = ag < a1 < -+ < a, =1 a0 = by <
b1 < -+ < by, = 1 mazimdlni Fetézce ve svazu A, potom

(ag, a1, ..., an) = (bo,b1,...,bpy).

DUKAzZ. Vétu ukdzeme indukei podle délky ¢(A) svazu A. Je-li ¢(A) =0
je svaz A trividlni, je-li /(A) = 1 je A dvouprvkovy svaz. V obou téchto
pripadech véta ziejmé plati.

Bez ujmy na obecnosti lze predpokladat, ze m < n, a ze £(A) = n. Navic
predpokladejme, Ze véta plati ve vSech svazech délky nejvyse n—1. VSimnéme
si, ze £(1/a1) = n—1. V opa¢ném piipadé by totiz svaz A obsahoval fetézec
délky vétsi nez n = £(A).

Jsou-li prvky a; a by porovnatelné, plyne z 0 = a9 < a1 a 0 = by < by,
ze a1 = by. Podle indukéniho predpokladu plati relace

<a1,...,an> = <bl,...,bm>.
Odtud ihned plyne, Ze také

<(lo,(l1, e ,an> = <b0,b1, .. .,bm>.

ntervaly a;/a;_1 a by (5)/br(j)—1 jsou projektivni (cf. Pfednaska 8).
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an =1=b,, l=ay, =ci = by
ap—1 bim—1 Gp—1 bim—1
'l \\ " \~
R . M Ck—1 AN
' \ " 1 \‘
: ! . ! .
1 1 ’ 1 .
1 1 " 1 \\
1 1 ’ ! .
! 1 ’ 1 )
) 1 1 1 1
AY 1’ Y 1 1
AY 4 LY 4
. ) N co=ay1 Vb R
A Y 4 ~ ’
a2 by a2 by
al = b1 a1 bl
ap =0 = by ag=0=by
Pripad a1 = by Pripad a; # by ‘

OBRAZEK 9.2. Jordanova-Holderova-Oreho véta

Predpokladajme nyni, Ze jsou prvky a; a b; neporovnatelné. V tomto
piipadé je a1 < ay V by, a protoZe je svaz A semimodularni, plyne z 0 < by,
7ze a1 < aq V by. Podobné ukazeme, Ze by < a1 V by. Navic z 0 < a3 ﬁ by
plyne, ze 0 = a; A by. Odtud je vidét, ze aj/ag ~ (a1 V by)/by a také, ze
b1/bp ~ (a1 V b1)/ay. Proto plati, ze
(9.2) <a0,a1,a1\/b1> = (bo,bl,al\/b1>.

Bud a1 Vb = cg < ¢ < --- < ¢, = 1 maximaln{ Fetézec v intervalu
1/(a1V b1). Protoze ¢(1/a1) < n—1, plati podle indukéniho predpokladu, ze

o

(9.3) (a1,az,...,a,) = (a1,co,C1,. .., CL).

Odtud plyne, ze k = n — 2. Vidime, ze 0 = ag < b1 <¢pg <¢1 < -+ < ¢
je Tetézec ve svazu A maximalni mozné délky n. Odtud nahlédneme, Ze
£(1/b1) = n — 1. Podle indukéniho pfedpokladu je

(9.4) (b1,co,C1y. .. ) = (b1,ba, ..., bm).
ProtoZze ag =0 = by a ¢o = a1 V by dostaneme z (9.2), Ze
(ag,a1,co,C1y. .., ck) = (bo,b1,C0,C1,- -+, Ck)-
Odtud, z (9.3), (9.4) a z tranzitivity relace = dostaneme, Ze

<a0,a1, e ,an> = <b0,b1, .. ,bm>
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Okamzitym disledkem Véty 9.3 je, ze

DUSLEDEK 9.4. V semimoduldrnim svazu konecné délky magji vSechny
mazimdini Tetézce stejnou délku.

Reknem, ze svaz A je lokdlne konecné délky, je-li b/a konecné délky pro
viechna a < b v A. Bud A svaz lokalné kone¢né délky s nejmensim prvkem.
Pro kazdé a € A polozme dima = ¢(a/0). Z definic ihned plyne, Ze je-li A
svaz lokalné konecné délky s nejmensim prvkem, potom

(9.5) dima + £(b/a) < dim b,

pro v8echny usporadané dvojice a < bv A. Je-li svaz A navic semimodulérni,
plyne z Véty 9.3, Zze

(9.6) dima + ¢(b/a) = dim b,

pro v8echny usporadané dvojice a < b v A.

Bud A semimodularni lokdlné konecné délky a a,b € A. Indukei podle
n :={(b/a A b) dostaneme nerovnost

(9.7 LaVb/a) <Ll(Db/aADb).

~—

VETA 9.5. Svaz A lokdlné konecné délky s nejmensim prvkem je semi-
moduldrni praveé kdyz
(9.8) dim(a A b) + dim(a V b) < dima + dim b,
pro vSechna a,b € A.

DUKkAzZ. (=) Bud A semimodularni svaz konecné délky s nejmensim
prvkem a necht a,b € A. Dvoji aplikaci (9.6) dostaneme rovnosti
dim(a V b) =dima + ¢(a V b/a),
dim(a A b) =dimb — £(b/a A D),
pro viechna a,b € A.Z (9.9) a nerovnosti (9.7) odvodime (9.8). (<) Predpo-
kladejme, ze A je svaz lokalné konecné délky splijici (9.8). Necht a,b,c € A
jsou takové, Ze a < b. Pokud plati b < a Ve, je nutné a Ve =5bVe V pii-

pade, ze b £ a V¢, plyne z a < b rovnost a = b A (a V ¢). Z nerovnosti (9.8)
dostaneme, Ze

(9.10) dima + dim(b V ¢) < dim b + dim(a V ¢).
Z nerovnosti (9.5) a (9.10) odvodime, ze

L(bVe/aVe) <dim(bVe)—dim(aVe) <dimb—dima < 1.

(9.9)

O

Bud A svaz lokalné kone¢né délky s nejvétsim prvkem. Pro a € A po-
lozme

codima = {(1/a).
Duélni formou Véty 9.5 je
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DUSLEDEK 9.6. Svaz A lokdlné konecné délky s nejvétsim prvkem je

dudlné semimoduldrni prdve kdyz
codim(a A b) + codim(a V b) < codim a + codim b,
pro vechna a,b € A.

VETA 9.7. Svaz A lokdlné konecné délky s nejmensim prvkem je modu-
larni prave kdyz
(9.11) dim(a A b) + dim(a V b) = dima + dim b,
pro véechna a,b € A.

DUKAzZ. Postaci ovéfit, ze dokazovana ekvivalence plati pro kazdy inter-
val ¢/0, ¢ € A. Proto miZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze svaz
A je konecné délky.

(=) Piedpokladejme, Ze svaz A je modularni. Vzhledem k Lemmatu 9.1 a

Disledku 9.2 je A semimodulérni a souc¢asné dualné semimodularni. Aplikaci
rovnosti (9.6) dostaneme, Ze

codima = ¢(1/a) = dim1 — dima,
pro viechna a € A. Odtud a z Disledku 9.6 dostaneme, Ze
dima + dim b < dim(a A b) 4+ dim(a V b)

plati pro v8echna a,b € A. Odtud a z (9.8) plyne (9.11). (<) Predpokladejme
pro spor, ze svaz A neni modularni. Potom A obsahuje podsvaz izomorfni
svazu N5 a tedy prvky a < c a b takové, Ze plati rovnosti

(9.12) aVb=bVe a aNb=bAc.

ProtoZe a < ¢, je podle definice dima = ¢(a/0) < £(¢/0) = dim c¢. Z rovnosti
(9.12) a z predpokladu (9.11) ale plyne, ze

dima = dim(a A b) + dim(a V b) — dimb
= dim(b A ¢) + dim(bV ¢) — dimb = dim c.
To je spor. ([

DUSLEDEK 9.8. Svaz lokdlné koneéné délky je moduldrni prdavé kdyz je
soucasné semimoduldrni a dudlné semimoduldrni.






KAPITOLA 10

Problém slov ve volnych svazech

SHRNUTI. Definujeme volny svaz a popiSeme jeho konstrukci z tiid
ekvivalence uréené svazovymi axiomy na mnoziné svazovych termu.
PopiSeme algoritmus umoznujici efektivné resit problém slov, tj. rov-
nosti dvou termt, ve volnych svazech. Zminime také Dayovu zdvojo-

vaci konstrukei a pouzijeme ji k dikazu spravnosti tohoto algoritmu..

10.1. Definice volného svazu. Bud X mnoZina. Svaz F nazveme
volngm s bazi X, jestlize X C F a pro kazdy svaz A a kazdé zobrazni
f: X — A existuje pravé jeden svazovy homomorfismus p: F — A takovy,
ze p | X = f.

I

s
€

~

OBRAZEK 10.1. Volny svaz s bazi X

Piipomefime, Ze symbolem 1x znac¢ime identické zobrazeni X — X.
Jsou-li F' a G volné svazy s bazi X potom existuje svazovy izomorfismus
w F— G takovy, ze p | X = 1x.

DUKAZ. Z vlastnosti volného svazu plyne, Ze existuje pravé jeden svazovy
homomorfismus p: F' — G takovy, ze p | X = 1x a pravé jeden svazovy
homomorfismus v: G — F takovy, ze v [ X = 1x. Slozenim p a v dostaneme
svazové homomorfismy vou: F' — F a pov: G — G takové, ze vopu | X =
pov | X = 1x. Z jednozna¢nosti takovych homomorfismi (jez plyne z toho,
ze baze X generuje jak F tak G) odvodime, ze vou = 1lp apov = lg.
Proto je u: F — G izomorfismus. ([

10.2. Problém slov. Bud A svaz, X C A jeho podmnoZzina a p €
T(X) term v proménnych z této podmnoziny. Symbolem p? oznacime prvek
svazu A reprezentovany termem p (tj. hodnotu termu p ve svazu A). Pro-
blémem slov ve svazu A (vzhledem k mnoziné X) budeme rozumét otazku,
zda pro danou dvojici termil p, ¢ € T(X) plati rovnost p? = ¢?. Resenim

47
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Q)
NN
S
SR

OBRAZEK 10.2. Izomorfismus volnych svazi F' a G s bazi X

problému slov pak bude algoritmus, ktery spravné rozhodne problém slov pro
kazdou dvojici termu p,q € T(X).

Protoze pA = ¢4 pravé kdyz pA < ¢4 a soucasné ¢4 < pA, staci k
feSeni problému slov ve svazu A (vzhledem k dané podmnoziné X) najit
algoritmus ktery dokéZe rozhodnout zda p4 < ¢ pro kazdou dvojici termi
p,q € T(X). Protoze pA < ¢? pravé kdyz p? = (p A q)A a proto z FeSeni
problému slov plyne naopak existence takového algoritmu. Misto rovnosti
termu tedy postaci termy ve svazu A porovnat.

Volny svaz s bazi X setrojime jako kvocient algebraické struktury T'(X) =
(T'(X),V,A) viech svazovych termu v proménnych z mnoziny X podle kon-
gruence indukované svazovymi axiomy (konkrétné komutativitou, asociativi-
tou a absorpci). Takto zkonstruovany svaz budeme znacit F'(X). Ukazeme,
Ze ve volném svazu F'(X) existuje feSeni problému slov vzhledem k jeho bazi

X.

10.3. Dayova zdvojovaci konstrukce. Pfipomenme, ze Cs zna¢i dvou-
prvkovy svaz. Bud A svaz a K jeho konvexni podmnozina. PoloZzme

D:=KU(A\1K)=A\ 1K\ K),

(10.1) Hiom 1K,

Snadno nahlédneme, Ze D je dolni podmnozina svazu A, H je horni
podmnozina, a ze K = DN H a A =D U H. Definujme

(10.2) A[K] = (D x {0}) U(H x {1}) C A x Cs.

Konstrukce A[K] je znazornéna na obrazku 10.3.
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H x {1}

K x {1}

K x {0}

D x {0}

OBRAZEK 10.3. Svaz A[K]

Bud A svaz a K jeho konvexni podmnozina. Potom je A[K] svazem! a

zobrazeni
AL AK) - A
(a,i) —a

svazovym homomorfismem na svaz A.

DUKkAz. Definujeme D a H jako v (10.1). Necht (a, i), (b, j) € A[K]. Po-
kud (a V b,i1V j) ¢ A[K], nutné aVvb ¢ D aproto je (a V b, 1) = sup{(a, i), (b,7)}
v uspofadané mnoziné A[K]. Pokud naopak (aVb,iVj) € A[K], plati
z¥ejmé rovnost (a V b,iV j) = sup{(a,i), (b, j)}. Proto je usporddani mno-
Zina A[K] uzaviena na suprema svych nepraznych kone¢nych podmnozin.
Podobné ukazeme, ze A[K] je uzaviena na infima svych nepréaznych konec-
nych podmnozin. Proto je A[K] svaz.

Oznafme V[, resp. Ag operace spojeni, resp. priseku ve svazu A[K].

Z tuvah v predchozim odstavci plyne, Ze (a,i) Vi (b,j) € {a Vv b} x {0,1}.
Podobné plati, ze (a,i) Ax (b,j) € {a A b} x {0,1}. Odtud plyne, Ze je

zobrazeni mA%] svazovym homomorfismem. (]

10.4. Problém slov ve svazu F(X). Regeni problému slov ve volném
svazu ziskame na zakladé nasledujici véty.

VETA 10.1. Bud' X mnoZina a F volny svaz s bazi X. Potom pro vSechna
z,y € X ap,q,p1,q1,p2, 92 € T(X) plati, Ze
(az<y <= z=y,
(2) < (@ Vg = z<af nebox <gF,
(3) (mAp2)T <y <= pF <y nebo pF <,

Lale ne nutné podsvazem A x C2
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Vpo)F < qf = pif <¢F a ziroven poF < ¢F,
5) pF < (a1 Ag)F = pF <@ a zdrover pF < ¢oF,
(6) (p1 /\pz)F < (q1V qz)F prdaveé kdyz plati alespoti jedna z ndsleduji-
cich ctyr nerovnosti

nf <(qVve)r, (p1 Ap2)F <,
pf <(@Vve)’, (Ap)f <ef.

DUkAz. Implikace (<) podminek (1-6) zfejmé plati, staci tedy ovéfovat
implikace opac¢né. Predpokladejme, Ze x # y a uvazme zobrazeni f: X — Csq
takové, ze f(x) =1 a f(y) = 0. Protoze je svaz F volny s bazi X, lze toto
zobrazni roz§ifit na homomorfismus ¢: F — Ca. Protoze ¢(z) = f(x) =
1 £0= f(y) = ¢(y), je nutnd = £ y. Proto plati (1). Abychom ovéfili
podminku (2), ukazme nejprve, ze Pro kazdé g € T(X) plati, ze

(10.4) r4 gt = ¢F< \/ U pro néjakou konetnou U C X \ {z}.

(10.3)

DUKAZ. Ozna¢me S, mnozinu vSech ¢ € T(X) spliujicich implikaci
(10.4). Snadno nahlédneme, ze X C S, a pokud p,q € S,, tak pV g € S,
podobné jako p A g € S;. Odtud ale plyne, ze S, = T(X) a nésledné i
dokazované tvrzeni. €

Predpokladejme, 7e x £ ¢1F a zaroven x £ goF. Vzhledem k Tvrzeni 2
pak existuji koneéné Uy, Uy C X \ {2} takové, ze 1 <\ Uy a ¥ < \/ Us.
Polozme f(z) =1a f(u) = 0 pro vechna u € X \ {z}. Takto definivané zob-
razeni f: X — Csq lze roz8ifit na homomotfismus ¢: F — Cs. Z predchoziho
plyne, Ze

pl@)=fl@)=1 a o((aVae)) <\ eUiuls) =0

Odtud dostaneme, ze x % (q1 V ¢)F. Timto jsme ovéfili podminku (2). Pod-
minku (3) lze ukdzat analogicky. Podminky (4) a (5) plati zfejmé v kazdém
svazu.

Zbyva ovérit implikaci = podminky (6). Pfedpokladejme, Ze plati (p; A pg)F <
(1 V @2)F apolozme K := (¢1 V ¢2)F /(p1 A p2)¥ . Definujme D := | KU(F'\
TK)=F\(1K\lK)aH :=1K jako v (10.1). Z definic plyne, ze

F\D={acF|mAp) <at(@aVaer}
F\H={acF|(pAp)" £a}.

Zvolme zobrazeni f: X — F[K] takové, ze x +— (x,i) € {z} x Ca. Protoze
je F volny svaz s bazi X, existuje homomorfismus ¢: F — F[K] takovy, Ze
f=¢ [ X. Odtud plyne, ze mpg) 0 ¢ | X = 1x. Z jednoznacnosti takového
homomorfismu F' — F plyne, Ze mp(g) 0 ¢ = 1p. Odtud odvodime, Ze

o(a) = {a,i) € {a} x Cy,

(10.5)

pro vSechna a € F.
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Pro spor déle predpokladejme, Ze neplati zadna z nerovnosti (10.3). Po-
tom pro ¢ = 1,2 plati, Ze
(1 Ap2)T <pi¥ £ (V)T
a tedy vzhledem k (10.5) je p;¥ € F\ D. Odtud plyne, Ze o(p;¥) = (p;F,1).
Protoze je ¢: F — F[K] homomorfismus a (p1 A po)¥ € K dostaneme, ze

2 2
(10.6) o((p1 Ap2)T) = N\ o™ = N\ ™ 1) = ((m Ap2)T 1),
i=1 i=1
Dale podle naseho predpokladu platl’ pro j =1,2, ze
(p1 A p2) f ",
a tedy z (10.5) dostaneme, 7e ;¥ € F\ H. Odtud plyne, Ze ¢(q;¥) = (¢; ¥, 0)

pro obé j € {1,2}. Protoze je ¢: F — F[K] homomorfismus a (q; V ¢2)¥ €
K dostaneme, zZe

2 2
(10.7) o1V )" \/ \/ (0;",0) = (@1 vV @2)7, 0).

Z rovnosti (10.6) a (10.7) plyne, ze

P((pr Ap2)T) = (1 Ap)T, 1) £ (@ V@), 0) = (a1 V g2)).
To je ve sporu s piredpokladem (p; A pg)F < (g1 A qg)F. O

Podminka (6) z pravé dokdzané Véty 10.3 je ¢asto nazyvana Whitmanova
podminka® a znacena (W).

Z Véty 10.3 je vidét, ze ve volném svazu F'(X) lze problém slov fesit
postupnou redukci na jednodussi termy. Odtud plyne, Ze

Bud F svaz a X jeho podmnozina. Potom je F volny svaz s bazi X pravé
kdyz X generuje F' a jsou splnény podminky (1-6) z Véty 10.3.

2na pocest Philipa M. Whitmana (nar. 1916)






KAPITOLA 11

Minimalni term, variace volného svazu

SHRNUTI. UkaZzeme, Ze kazdy prvek volného svazu je reprezentovan
termem miniméalni délky, a Ze aZ na asociativitu a komutativitu spo-
jeni a prusekt podtermi je uréen jednozna¢éné. Z toho odvodime, ze

je volny svaz prusekové i spojové semidistributivni..

11.1. Minimalni term. Pfipomenme si Whitmanovu podminku (W),
ktera plati ve volném svazu:

(W) Pro v8echna aq,az, by, be plati, Ze a = a1 A ag < by V by = b pravé
kdyz plati alesponn jedna z nasledujicich nerovnosti: a1 < b, as < b,
a<baa<bs.

Pripomenme si jesté, Ze prvek a svazu A je spojové nerozloZitelny, jes-
lize pro kazdou koneénou F C A plati, ze a = \/ F' implikuje, Ze a € F.
Vsimnéme si, ze 04 = \/ () a tedy nejmensi prvek 04 svazu A neni spojové
nerozlozitelny. Uspoifddanou mnozinu vSech spojové nerozloZitelnych prvka
svazu A zna¢ime J(A). Dualné fekneme, Ze prvek b € A je prisekové neroz-
lozitelny pokud pro kazdou kone¢nou F' C A rovnost b = A F implikuje, Ze
b € F. Protoze 14 = A (), neni nejvétsi prvek svazu A priisekové nerozlozi-
telny. Uspofadanou mnozinu vSech prisekové nerozlozitelnych prvki svazu
A budeme znacit M(A). Vsimnéme si, ze

TVRZENI 11.1. Pokud svaz A spliiuje Whitmanovu podminku, je kaZdiy
jeho prvek rizng od 04 a 14 spojové mebo prisekovée nerozloZitelny.

DUKAzZ. Staci si uvédomit, ze kdyby a € A\ {04 14} nebyl ani spojové
ani prusekové nerozlozitelny, existovaly by b1,bs < a < a1, as takové, Ze
a1V as = a = by A by. To by bylo ve sporu s Whitmanovou podminkou. [

Specialné je kazdy prvek volného svazu rtzny od 0 a 1 budto spojove
nebo prisekové nerozlozitelny. Podivejme se na tuto vlastnost volného svazu
podrobnéji. Prvky volného svazu F s bazi X jsou reprezentovany svazovymi
termy; prvek reprezentovany termem p znacime pF . Termy budeme pro pre-
hlednost uvazovat bez zbyteénych zavorek. Napiiklad téch, které miZeme
odstranit diky asociativité operaci priseku a spojeni. Délkou termu budeme
minit pocet vyskyti proménnych v tomto termu (i s opakovanim). Napiiklad
délka termu (x V y) A (y V (z A 2)) je 5. Prvek volného svazu muze byt re-
prezentovan riznymi termy, jist€ mezi niimi ale existuje nejkratsi. Ukazeme,
7e tento nejkratsi term je aZ na asociativitu a komutativitu operaci spojeni
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a pruseku urcen jednozna¢né. Za¢neme lematem jehoz dikaz je primocary,
a proto jej ponechdme na rozmysleni ¢tenaii.

LEMMA 11.2. Bud F wvolny svaz s bizi X, a € F a p € T(X) nejkratsi
term takovy, Ze a = pt. Predpoklidejme, Ze term p je spojenimp = piV---V
pp, alespori dvou kratsich termi p;. Polozme a; = pf. Potom plati, Ze

o p; je nejkratsi term reprezentugici prvek a;;

® a; < a pro vsechnai=1,...,n;
e pruky ai,...,a, ol anti-Fetézec (tj., jsou po dvou neporovna-
telné);

e je-li a < 1p, potom je prvek a prisekovée nerozloZitelny.

Protozea =a1V---Van, a; <aproi=1,...,n a2 <n vidime, Ze za
predpokladi Lemmatu 11.2 neni prvek a spojové nerozlozitelny. Prvky vol-
ného svazu, jejichz minimalni{ term je spojenim alesponi dvou termi budeme
nazyvat vlastnimi spojenimi.

Dualné bychom zformulovali tvrzeni obdobné Lemmatu 11.2 pro p¥ipad,
kdy je nejkratsi term prvku volného svazu prisekem alesponn dvou kratsich
termi. Tyto prvky budeme nazyvat viastnimi priseky. Z podminek (2) a (3)
ve Vété 10.3 je vidét, Ze prvky baze X jsou soucasné priisekové a spojoveé
nerozloZitelné. ProtoZe zbylé prvky volného svazu jsou bud'to vlastnimi spo-
jenimi nebo vlastnimi priseky, jsou prvky baze timto charakterizovany. Na
rozdil od situace v pfipadé vektorovych prostori (které jsou vSechny volné)
nebo volnych grup, je tedy baze volného svazu urcena jednoznacné.

Miniméaln{ term prvku x € X je zfejmé x a je urCen jednozna¢né. Za-
méfme se na minimalni termy vlastnich spojeni.

LEMMA 11.3. Bud F wvolng svaz s bdzi X, a € F wvlastni spojeni a p =
Vi, pi negkratsi term takovy, Ze a = pF . Predpoklddejme, Ze pro kazdé i =
1,...,n jsou pf’ vlastnimi priseky nebo prvky bdize X. Necht k € 1,...,n je
takové, Ze pp ¢ X a tedy pp = /\721 Pk pro alespoti dva kratsi termy py ;.
Potom pﬁj £ a pro vsechna j < ny.

DUKAZ. Pro spor pfedpokladejme, Ze exisuje | € 1,...,n; takové, Ze
pfil < a. Potom

ng
F F F F F F
a=p"=\/pf |voE = Vol |V Apes| <[ Vo |VveE<a
itk itk j=1 itk

Proto a = (\/#k pf) \/pfl a (\/#k pi) V pg, je kratsi term reprezentujici
prvek a. O

LEMMA 11.4. Necht F je volnij svaz s bdzi X a a € F vlastni spojeni.
Necht p = \/;_, pi je nejkratsi term reprezentujici proek a. Je-li ¢ = \/}, qk
term takovy, Ze a = qF. Potom {pF |i=1,....,n} Cl{¢f |k=1,...,m}.
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DUkAz. KaZzdé z p; je bud'to prvek baze nebo vlastni prisek. V prvnim
piipadé je p; = x pro ngjaké x € X a plati, ze p; = = < \/}, qf. Vzhledem
k podmince (2) z Véty 10.3 existuje kg € 1,...,m takové, ze x < quo. Pokud
je pi = /\;rL:1 pi;j vlastni prisek, je /\;-n:lpfj < Vi, qg. Z Whitmanovy
podminky (W) plyne, Ze budto existuje j takové, Ze pfj < Vi, qu =a
nebo p; = /\;n:1 Di,j < qr pro nékteré k. Z Lemmatu 11.3 plyne, Ze pf—:‘j y
a pro vSechna j a tedy plati druhé z variant. Ukazali jsme, Ze pro kazdé
i € {1,...,n} existuje k € {1,...,m} takové, ze pf' < qf. Odtud je vidét
dokazovana inkluze {pf" |i =1,...,n} C i{qg |k=1,...,m}. O

Necht (P, <) je uspofadana mnozina a A, B C P. Snadno nahlédneme,
Ze pokud plati rovnost | A = | B a A je anti-Tetézec, je nutné A C B. Proto
jsou-li A i B anti-fetézce takové, ze | A = | B, je nutné A = B. Odtud a z
Lemmatu 11.4 plyne, Ze

VETA 11.5. Minimdini term kaZdého prvku volného svazu je aZ na ko-
mutativitu a asociativitu operaci spojeni a priseku urcen jednoznacneé.

DUKAzZ. Bud F volny svaz s bazi X. Minimélni term prvku x € X je
pravé term z. Bud a € F vlastni spojeniap = \/]_; p; a¢ = /-, ¢ dva mi-
niméalni termy reprezentujici prvek a. Predpokladejme navic, ze kazdy prvek
svazu F jehoz minimalni term je kratsi mé az na komutativitu a asociati-
vitu operaci spojeni a priiseku tento term urcen jednoznacné. Vzhledem k
Lemmatu 11.4 plati, ze | {pf |i=1,...,n} = \L{qu | k=1,...,m}. Protoze

jsou ob& mnoziny anti-fetézci, plyne odtud, Ze {pf' |i=1,...,n} = {qu |
k=1,...,m}. Proto m = n a existuje permutace 7 mnoZiny {1,...,n} ta-
kovéa, ze pf = qf(i) pro kazdé i = 1,...,n. Tyto prvky maji kratsi miniméalni

term a proto se termy p; = qr(; (az na komutativitu a asociativitu) shoduji.
V piipadé, Ze a € F je vlastni prisek, postupujeme analogicky. O

Dikaz Véty 11.5 dava navod jak algoritmicky hledat minimaln{ termy
prvki volného svazu. Reknéme, ze mame dan prvek a reprezentovany termem
p = Vi, pi, kde kazdé p; je prvek baze X nebo prisek p; = /\;“:1 pij. (V
piipads, Ze prvek a je reprezentovan prisekem podtermi je postup obdobny.)
Existuje-li i € {1,...,n} takové, ze a = pF, nahradime term p kratsim term
pf a postup opakujeme pro néj. Existuji-li¢ < n a j < n; takové, ze a < pfj,

nahradime term p krat8im termem (\/i,# pi/) Vp; ; a opét postup opakujeme.
Jinak najdeme minimélni termy ¢; prvkua pf (v8echny termy p; jsou kratsi

nez term p). Minimalni term prvku a pak bude /-, ¢;.

11.2. Semidistributivita.

DEFINICE. Rekneme, 7e svaz A je spojové semidistributivni pokud pro
kazdé a, b, c € A plati

(SDv) aVb=aVe = (aVb)A(aVec)=aV(bAc).
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Dualng, svaz A je prisekové semidistributivni pokud pro kazdé a,b,c € A
plati

(SDA) aANb=aNc = (aAb)V(aNc)=aA (bVec).

Svaz N5 je prusekové i spojové semidistributivni, zatimco svaz M3 neni
ani spojové ani prusekové semi-distibutivni. Svaz E znézornény na Ob-
razku 11.1 je prusekové, ale neni spojové semidistributivni.

E

OBRAZEK 11.1. Svaz E

TVRZENI 11.6. Volng svaz je spojové i prisekové semidistributioni.

DUkAz. Ukazeme, Ze je volny svaz spojové semidistributivni (priseko-
vou semidistributivitu bychom ukazali obdobné). Necht u = a Vb =aV c.
Je-li prvek u spojové nerozlozitelny, potom u € {a,b} N {a,c} a tedy budto
u = a nebo u = b = ¢. V obou piipadech plati, ze u = a V (b A ¢). Pokud
w neni spojové neroslozitelny, je u vlastni spojeni. Necht p = /I, p; je nej-
krats{ term reprezentujici u. Protoze u = aVb = aV ¢ plati vzhledem k Lem-
matu 11.4, ze {p¥, ... pE'} C | {a,b}N|{a,c}. Polozme I = {i < n | pF < a}
aJ={1,...,n}\ I. Pro kazdé j € J nutné plati, ze pf < b Ac. Proto je

u= (\/pf) v \/pf <aV(bAc).

il jeJ
O
P C——Fp
E Alp
! |
-
A

OBRAZEK 11.2. Volny svaz s uspofadanou bazi
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11.3. Volny svaz s uspofadanou bazi. Zobrazeni f: P — () uspoié-
danych mnozin P, Q je monotdnni, pokud zachovava usporadani, tj., pokud
a<b = f(a) < f(b) pro kazdou dvojici a,b € P.

Bud P uspofddana mnozina. Volny svaz s uspoiddanano bdzi P je svaz
Fp takovy, ze P C Fp a pro kazdy svaz A a kazdé monoténni zobrazeni
f: P — A existuje pravé jeden svazovy homomorfismus ¢: Fp — A ta-
kovy, Ze ¢ [ P = f. Vlastnost defininujici volny svaz s uspoirddanou bazi je
znézornéna diagramem na Obrazku 11.2.

bve

a/b

OBRAZEK 11.3. Volny svaz F'p

Uvazme trojprvkovou mnozinu P = {a,b, c} usporadanou relaci a < ¢
(prvek b je se zbylymi prvky neporovnatelny). Volny svaz F'p s uspofadanou
bazi P je znazornén na Obrazku 11.3. Najdeme jej jako sjednoceni Fetézce
uspofadanych mnozin Py C P} C P, C ..., které sestrojime takto: Nejprve
polozime Py = P, Py ziskdme jako vSechna spojeni neprazdnych kone¢nych
podmnozin Py, P» ziskdme jako vSechny priseky neprazdnych koneénych
podmnozin P;, Ps ziskdme jako vSechna spojeni neprazdnych koneénych
podmnozin P, atd. VSimnéme si, ze pokud pro nékteré n dostaneme, Ze
P,+1 = P,, mizeme skoncit, nebot pak nutné Fp = F,,. V naSem piipadé
skon¢ime po nékolika krocich. Postupné dostaneme:

e Py={a,b,c},
e P ={a,b,c,aVb,cVb},



58 11. Miniméalni term, variace volného svazu

e P, ={a,b,c,aVbcVbaNbcAb (aVb)Ac},
e Py={a,b,c,aVbcVbaNbcNb (aVb)ANc,aV (bAc)} = Py.
Na Obrazku 11.3 si vSimnéme podsvazu NN izomorfniho INs. PoloZime

u=aV({bAc)av = (aVb) Ac Bud A svaz obsahuji prvky o', ¥, ¢
takové, ze o’ < ¢ a zaroven o’ vV (V' A ) < (a/ V') A . Uvazme zobrazeni
f: P — Adané predpisy a — da’,b+— b acr— . Protoze a’ < ¢/, je zobrazeni
f monotonni. Proto existuje rozsifeni tohoto zobrazeni na homomorfismus
svazui ¢: Fp — A. 7 predpisu definujicich zobrazeni f dostaneme, Ze

ow)=paVAc)=d VW A)<(@V)ANd =p((aVb)Ac)=p).
Odtud plyne, ze (u,v) ¢ kerg, a tedy O(u,v) € kerp. V Piikladu 8.2

jsme ukazali, Ze ©(u,v) je nejmensi netrivialni kongruenci svazu N. Odtud
vyplyva, Ze je restrikce ¢ [ IN vnofenim svazu IN do svazu A. Proto svaz A
obsahuje podsvaz izomorfni svazu N5. Tato vlastnost nemodulérnich svazi
je tedy disledkem struktury volného svazu s usporadanou bazi P.

11.4. Volny modularni svaz. UvaZme néjakou varietu V svazi. Volny
svaz s bazi X ve varieté V je svaz Fy(X) takovy, ze X C Fy(X) € V a pro
kazdy svaz A € V a kazdé zobrazeni f: X — A lze jednoznaéné rozsitit
na homomorfismus ¢: Fy(X) — A. Svaz Fy(X) sestrojime, podobné jako
v pfedchozim piipadé, jako sjednoceni posloupnosti Xg C X; C X5 C ...
takové, 7e Xg =X a

{V F | F je konetna neprazdna podmnozina X;} i je sudé,
Tiy1 =
o {A\ F | F je kone¢na neprazdna podmnozina X;} i je liché,

kde spojeni a pruseku poc¢itime modulo identity (= relace), které plati ve
varieté V. Takto zjistime, Ze pro trojprvkovou mnozinu X = {a, b, ¢} je volny
svaz F p(X) ve varieté M vSech modularnich svazii roven svazu, ktery je
znézornén na obrizku 11.5.

OBRAZEK 11.4. Volny svaz ve varieté V

Vsimnéme si prvki u a v ve svazu F a(X). Ty jsou reprezentovany termy
u=(aANb)V(aAc)V(bAc) a v=(aVb)A(aVe)A(bVec),

jak snadno nahlédneme z obrazku. Uvazme nyni modularni, nedistributivni
svaz A. Podle Lemmatu 3.2 existuji v A prvky o', ', ¢’ takové, Ze

u = (@ AN)YV (@ ANV AS) < = (@ VE)A(d V)N V).
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UvaZzme zobrazeni f: X — A dané pfifazenimi a — a/, b — b a c — (.
Podle definice volného svazu, (a protoze je svaz A modularni), existuje roz-
Sifeni zobrazeni f na homomorfismus ¢: F (X ) — A. Ziejmé pak plati, ze
o(u) =u < v = p(v). Na obrazku 11.5 je Cervené zvyraznén podsvaz svazu
F (X)) izomorfni svazu M3. Znacne jej dale M. V Piikladu 8.1 jsme uka-
zali, Ze svaz M3 je jednoduchy, tedy Ze nema zddnou netrivialni kongruenci.
Protoze ¢(u) < ¢(v), plyne odtud, Ze je restrikce ¢ | M: M — A prosta.
Odtud vidime, Ze svaz A obsahuje podsvaz izomorfni svazu M.

OBRAZEK 11.5. Volny modularni svaz F aq({a,b, c})






KAPITOLA 12

Algebraické svazy

SHRNUTI. Algebraické svazy jsou uplné svazy jejichz kazdy prvek je
spojenim kompaktnich prvkia. Ukézeme vztah distributivity a modu-
larity algebraickych svazt a odpovidajicich vlastnosti polosvazi jejich
kompaktnich prvki. Ukazeme, ze algebraicky svaz je slab&é atomarni,
nahoru spojity, a ze kazdy prvek algebraického svazu je prisekem
iplné prisekové nerozlozitelnych prvka. Nakonec, pro algebraické
distributivni svazy definujeme na mnoziné jejich uplné priasekové ne-

rozlozitelnych prvki topologii..

12.1. Uplné svazy a véta o pevném bodé. Pfipomenme, 7e svaz A
je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina spojeni a priisek. Protoze 04 = \/ 0 a
14 = A0, ma kazdy tuplny svaz nejmensi a nejvétsi prvek. V tplnych svazech
plati svazové-teoreticka analogie véty o pevném bodé.

TVRZENI 12.1 (Knasterova-Tarského véta). Bud A plng svaz a f: A —
A monotonni funkce. Potom mnoZina

F:={ac A| f(a) =a}
tvori uplny svaz, (ale ne nutné podsvaz A).

DUKAz. Polozme U :={a € A|a < f(a)} au:=\/ U. Nejprve si v§im-
néme, ze mnozina U je uzaviena na libovolna spojeni: pro X C U poloZzme
y = \/ X. Potom, protoze je f monotonni, x < f(z) < f(y) pro v8echna
x € X. Proto je f(y) horni mezi mnoZiny X, a tedy y < f(y). To znamena,
ze y = \/ X € U. Z uzavfenosti na spojeni plyne, ze u € U. Vzhledem k
monotonii f plyne z u < f(u), ze f(u) < f(f(u)) a tedy také f(u) € U. Pak
ale f(u) <u < f(u) a tedy u = f(u). Protoze F C U, plyne z definice, je u
nejvétsim prvkem mnoziny F'.

Polozime-li V := {a € A | f(a) <a} av = AV, ukdZeme obdobng, zZe
v € F a Ze je to nejmensi prvek této mnoziny.

Je-lia e Uaa <bjea < fla) < f(b). Proto zobrazeni f zobrazi
interval Tu do sebe. Je-li X C Fay = VX, jey € U a restrikce f |
Ty: Ty — Ty je monotdénni zobrazeni na tplném svazu Ty. Vyse jsme ukizali,
7e toto zobrazeni mé nejmensi pevny bod. Ten je supremem mnoziny X v
F'. Podobné ukéZeme, Ze F' mé libovoln4 infima. O
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V Tvrzeni 7?7 ukdZeme, Ze naopak existence pevnych bodu libovolné mo-
noténni funkce charakterizuje tplné svazy.

Pfipomenme, Ze uspofadana mnozina (C, <) je dobie usporddand, ma-li
kazda neprazdna podmnozina C nejmensi prvek. Rekneme, ze usporadané
mnozina (D, <) je dudlné dobfe usporddand, mé-li kazda neprazdna podmno-
zina D nejvétsi prvek. VSimnéme si, Zze jak dobfe uspofadana, tak dualné
dobfe uspofadand mnozina jsou nutné linearné uspotradané.

LEMMA 12.2. V kaZdé usporddané mnoziné (P, <) existuje

(1) dobre usporddand podmnoZina C' takovd, Ze pokud p € P neni v P
mazimdlni, je ¢ & p pro nékteré c € C;

(2) dudlné dobre uspotrddand podmnozina D takovd, Ze pokud p € P
nent v P minimdlnt, je p « d pro nékteré d € D;

DUkAz. Ukazeme (1). Tvrzeni ziejmé plati, pokud je P prazdna mno-
zina. Predpokladejme, Ze P je neprazdna. Ozna¢me D mnozinu vSech dobte
uspofadanych podmnozin P. Mnozinu D uspofadejme relaci CE definovanou
takto: C' C D je-li C' dolni podmnozinou D, pro C, D € D. Bud & fetézec v
D a polozme E = \/E. UkdZeme, Ze mnoZina F je dobfe uspofadand, a Ze
C C E pro kazdé C € £.

Bud C €&,z €Caye E\C. Potom existuje D € & takové, ze y € D.
Protoze je £ Tetézec, jsou mnoziny C' a D porovnatelné vzhledem k relaci C.
Vzhledem k y € D\ C je C C D. Proto z < y. Odtud je vidét, ze C je dolni
podmnozinou E. Zbyva ukazat, Ze je mnozina E dobfe usporadana. Bud X
neprazdna podmnozina E. Zvolme C € £ takovou, ze X N C # (). Protoze je
mnozina C' dobfe uspofadana, ma mnozina X N C nejmensi prvek. Oznacme
jej x. Ukézali jsme, ze C' je dolni podmnozinou E. Proto je x nejmensim
prvkem z.

7 Zornova lemmatu plyne existence maximalniho prvku mnoziny D vzhle-
dem k usporadani C. Oznac¢me jej C. Pfedpokladejme, Ze p € P neni maxi-
mélnim prvkem mnoziny P, a Ze ¢ < p pro kazdé ¢ € C. Protoze p neni v P
maximalni, je p < ¢ pro ngjaké ¢ € P. Plati, Zze ¢ < p < ¢ pro kazdé ¢ € C.
Polozme D := C' U {q}. Potom je D dobfe uspofadana vlastni nadmnozina
C takova, ze C' C D. To je ve sporu s maximalitou C. Tvrzeni (2) ukadZeme
obdobné. O

TVRZzENI 12.3 (A.Davis ‘55). Bud A svaz. Md-li kaZdé monotonni zob-
razeni f: A — A pevny bod, je svaz A tiplny.

DUKAzZ. Predpokladejme, Ze svaz A neni uplny. Potom existuje X C A,
ktera neméa suprémum. Polozme F' := {a € A | x < a pro kazdé z € X }. Infi-
mum mnoziny F' by bylo jejim nejmensim prvkem a tedy suprémem mnoziny
X. Proto F = (), nebo je F filtr bez nejmensiho prvku, a tedy bez minimal-
nich prvki. Podle Lemmatu 77 existuje dualné dobie usporadand D C F
takova, Ze pro kazdé a € F existuje d € D spliwjici a £ d.

Polozme I := {a € A | a <d pro kazdé d € D}. Suprémum [ by bylo
infimem D, a z definice, nejmensim prvkem mnoziny F. Proto I = (), nebo
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je I idedlem svazu A bez nejvétsiho, a tedy bez maximalnich prvki. Podle
Lemmatu ?? existuje dobfe usporadana C' C I takové, Ze pro kazdé a € I
existuje ¢ € C splijici ¢ £ a.

Pro kazdé a € A polozme D, := {de€ D | a¢ D} a Cy := {ceC |
¢ £ a}. Viimnéme si, ze D, # 0 prave kdyz a ¢ I, a Ze pokud a € I, tak
Cy # (. Proto mizeme definovat zobrazeni f: A — A takto

fla) = {maxDa pokud a ¢ I,

(12.1) = .
minC, pokud a € [I.

Protoze C C I, je ¢ < d pro kazdé ¢ € C a kazdé d € D. Odtud a z definice
(??) snadno nahlédneme, Ze zobrazeni f je monotonni. Protoze a £ f(a)
pokud a ¢ I a f(a) % a pro kazdé a € I, nemé zobrazeni f pevny bod. [

12.2. Algebraicky svaz a polosvaz jeho kompaktnich prvkd. Pr-
vek ¢ svazu A nazveme kompaktni, pokud pro kazdou U C A takovou, Ze
¢ < \/U existuje konetna F' C U takova, ze ¢ < \/ F. Z definice snadno
nahlédneme, Ze spojeni dvou (kone¢né mnoha) kompaktnich prvki je opét
kompaktni prvek. Proto viechny kompaktni prvky svazu A tvori V-polosvaz,
ktery budeme znacit A.. Prisek dvou kompaktnich prvkii nemusi byt kom-
paktni, jak je vidét z piikladu svazu K. Polosvaz K. kompaktnich prvka
tohoto svazu je znazornén na Obrézku 12.1. Tento polosvaz je tvofen neko-
neénym dobfe usporddanym fetézcem, nad kterym jsou prvky a,b a jejich
spojeni. Prisek a A b je jediny prvek svazu K, ktery nen{ kompaktni.

ao/o\ob

OBRAZEK 12.1. V-polosvaz K.

Idedl (V,0)-polosvazu C' je neprazdna dolni podmnozina I C C' takova,
ze a Vb e I pro vSechna a,b € 1.

Mnozinu v8ech ideéli (V,0)-polosvazu C budeme znacit Id (C). Z defi-
nice idealu snadno plyne, Ze prunik libovolné neprazdné mnoziny idealt po-
losvazu C je opé&t ideél. Proto pro kazdou ) # Z C 1d (C) plati, ze AZ = NZ
a \0 = C. Pro kazdou podmnozinu B C C je

(B) ::ﬂ{IeId(C)]Bg[}:{aeCHbl,...,bneB:ag\n/bi}
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nejmensi ideal obsahujici tuto podmnozinu (budeme jej znacit (B)). Pro
kazdou Z C Id (C) pak plati, ze \/Z = (|JZ). Vidime, ze s takto definova-
nymi operacemi tvoii Id (C) uplny svaz, ktery budeme nazyvat svaz idedli
(V,0)-polosvazu C.

Vsimnéme si, Ze podmnozina a = {z € C' | x < a} je ideal pro kazdé a €
C. Tyto podmnoziny budeme nazyvat hlavnimi idedly. Snadno nahlédneme,

7e pro v8echna ai,...,a, € C plati rovnost
n n

\/iai :¢<\/ai>-
i=1 i=1

Proto tvori hlavni idealy (V,0)-podpolosvaz svazu Id (C) a pfifazenim a
la je definovano vnofeni ac: C — Id (C), jehoz obrazem je tento podpolo-
svaz.

Bud a € C aZ C Id(C) takova, ze La C \/Z. Potom a € \/Z a proto
existuji by,...,b, € UZ takové, ze a < /i, b;. Pro kazdé ¢ = 1,...,n
zvolme ideal I; € T tak, ze b; € I;. Potom a € \/!'_ I; a tedy La C /", I;.
Ukézali jsme, Ze hlavni idealy jsou kompaktni v Id (C).

Piedpokladejme, Ze ideal I je kompaktni ve svazu Id (C'). Polozme

Z:={la|lacl}

a vSimnéme si, ze I = \/Z. Protoze je I kompaktni, existuji ai,...,a, € I
tak, ze

n n

I= \/¢ai:¢<\/ai>.

i=1 i=1
Proto je I hlavni idedl. Ukazali jsme, ze kompaktni prvky ve svazu Id (C)
jsou pravé hlavni ideély. Protoze je kazdy ideal spojenim mnoziny hlavnich
ideala (svych prvki), je svaz Id (C') algebraicky.

Shriime ziskané poznatky v lemmatu:

LEMMA 12.4. Vsechny idedly (V,0)-polosvazu C tvori spolu s operacemi

AN0=C,\/0={0} a
ANZ=NZ and \/I:<UI>, 0 £ C1d(C))

algebraicky svaz, ktery znacime 1d (C). Kompaktni prvky tohoto svazu jsou
prdvé hlavni idedly. Pfifazenim a — Ja je definovdn izomorfismus ac: C —
Id(C)..
Uvazme nyni algebraicky svaz A a zobrazeni
aA: A—1Id(A
(12.2) (4:)
a—{ce€A.|c<a}

Vsimnéme si, 7ze agq [ Ac = aa,, a tedy toto zobrazeni rozsifuje vyse defi-
novany izomorfismus (V, 0)-polosvaztii aa,: A. — Id (A¢)e.
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Bud ¢ € A, a B C A. Potom ¢ < A B pravé kdyz ¢ < b pro vSechna
b € B. To je podle definice ekvivalentni ¢ € (,cgaa(b) = Apcpaa(b).
Proto zobrazeni a4 zachovavéi operaci priseku.

Piedpokladejme, ze ¢ < \/ B. Polozme B’ = (J,cgaa(b) = {a € A, |
b € B: a < b}. Protoze je kazdy prvek algebraického svazu spojenim kom-
paktnich prvki, je \/ B =\/ B’. Protoze je ¢ kompaktni a ¢ <\/ B, existuji
ai,...,an € \ B’ takové, ze ¢ < \/I';a;. Odtud plyne, Ze ¢ € (B') =
Vien @a(b) (tady uvazujeme spojeni ve svazu Id (A)). Je-li naopak ¢’ kom-
paktni prvek takovy, ze ¢ € (B’), existuji by, ..., b, € B a kompaktni a; < b;,
i=1,...,n takove, ze ¢ < Vi, a; <\/;_, b <\/ B. Ukazali jsme, Ze

aa (\/B) = \/ aa(b)

a tedy zobrazeni a4 zachovavéa operaci spojeni.
Definujeme zobrazeni

Ba:ld(A) — A

I»—)\/I.

Protoze je kazdy prvek algebraického svazu spojenim kompaktnich prvki,
plati pro kazdé a € A, Ze

Baca(a) = \/{c €A:.|c<a}=a.

Z vlastnosti idealu snadno plyne, Zze pro kazdy ideal I € Id (A.) a kazdé
c € A, plati, ze a < \/ I pravé kdyz a € I. Odtud dostaneme, Ze pro kazdé
I €ld(A.),

(12.3)

aafall)={ce A |c<\/I} =1
Celkem tak mame, Ze

VETA 12.5. Pro kaZdy algebraicky svaz I jsou zobrazenias: A — Id (A.)
a fa:Id(A) — A definované predpisy (13.2) a (13.1) vzdjemné inverznimi
izomorfismy uplnijch svazi. KaZdy algebraicky svaz je tedy izomorfni svazu
idedli (V,0)-polosvazu svijch kompaktnich prokii.

12.3. Distibutivita a modularita (V,0)-polosvazii. Najdeme vlast-
nosti (V, 0)-polosvazi, které jsou ekvivalentni distributivé respektivé modu-
larité svazu jejich ideali.

DEFINICE. (V,0)-polosvaz C je distributivni pokud pro kazdé a,b,c € C
splijici a < bV ¢, existuji ¥’ < b a ¢ < c takové, ze a =0V .

VETA 12.6. (V,0)-polosvaz C je distributivni pravé kdyz je distributivni
svaz jeho idedl.

DUKkAz. (=) Predpokladejme, ze C je distributivni (V,0)-polosvaz a
necht I, J, K jsou jeho idealy. Ukazeme, ze IN(JV K) C (INJ)V (INK).
Zvolme libovolné a € I N (J V K). Potom existuji b € J a ¢ € K takové, ze
a < bV c. Protoze je (V,0)-polosvaz C distributivni, existuji b’ <bac <c¢
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takové, ze a = b < . Protoze b/ <ae€lall <be J, jel € INJ apodobné
d € INK. Odtud plyne, ze a € (INJ)U (I NK). (<) Predpokladejme,
ze je svaz 1d (C.) distributivni a necht a < bV ¢ in C. Z distibutivity svazu
Id (C.) dostaneme, ze

aclan({bVvic)={anlb)Vv({anlec).
Proto existuji ' € lanlbacd € lanlctak,ze a <V V. ZV € laplyne,

7e b < a a podobné z ¢ € |a plyne, Ze ¢ < a, proto a = V' V ¢’. Nakonec z
b € lbplyne,ze b <bazc €lec 7ed <ec. O

LEMMA 12.7. Bud C distributivni (V,0)-polosvaz a a,by,..., by, € C
takové, Ze a < by V ---V by,,. Potom existuji b; <bj, j=1,...,m takové, Ze
a=byV---Vb,.

DUKAz. Dukaz povedeme indukei podle m. Pro m = 1 je tvrzeni zFejmé.
Predpokladejme, ze m > 1, a ze tvrzeni plati pro m — 1. PoloZzme b =
by V- -Vby_1 ac= by, Z distributivity (V,0)-polosvazu C plyne, Ze existuji
b <bacd <ctakové, ze a =b V. Protoze bV <b=0byV---Vby,_1, plyne
z indukéniho pfedpokladu existence b;- <b;,j=1,...,m — 1, takovych, Ze
bV =0v,Vv---Vvb, . Poloimeb,, =c <by. Zrovnost a =b V¢ dostaneme,
zZea=bV---V. O

TVRZENI 12.8. (V,0)-polosvaz C je distributivni prive kdyzZ pro vSechna
G1y---y0Qp, b1,..., by € C takovd, Ze

airV---Va,=b V- Vbp,

eristuji c;; € C, i =1,...,n, j=1,...,m, spliugici
(124) a; =¢1V---NCm a bj:clj\/-"\/cnj,
pro vdechna i € {1,...,n} a vSechna j € {1,...,m}.

DUkAz. (<) Necht a,b, c € C jsou takové, ze a < bV c. Polozme a; = a,
ag = bVe by = baby = c Potom a; Vay = by V by a tedy existuji
Cij € C,i,5=1,2, takové, Ze a; = c11 V c12, b1 = c11 V €21 a by = c12 V co9.
Polozme ' = ¢11 a ¢ = ¢12. Potom b’ < b, <caa =¥V V. (=) Prokazdé
i€ {l,...,n} plati, ze a; < by V--- Vb, a proto podle Lemmatu 12.4 existuji
bfij < bj, j =1,...,m, takové, ze a; = b}y V --- Vb . Podobné pro kazdé

jeA{l,...,m} existuji a;j <a; i=1,...,n takové, ze b; = a’lj \/---\/a;lj.
Polozime c;; = aéj \% b;j. Snadno nahlédneme, Ze takto definované prvky
spliuji rovnosti (12.3). O

DEFINICE. (V,0)-polosvaz C' je moduldrni pokud pro kazdé a,b,c € C
splijici a < ¢ < a V b existuje b’ < b takové, ze c=a V l.

VETA 12.9. (V,0)-polosvaz C je moduldrni pravé kdyz je moduldrni svaz
jeho idedli.

DUKkAz. (=) Predpokladejme, ze C je modularni (V,0)-polosvaz. Uka-
zeme, ze (I V J)N K C IV (JNK) pro kazdou trojici jeho ideala I, J, K
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takovou, ze I C K. Bud ¢ € (I vV J)N K. Potom existuji a € I, b € J tak, ze
c<aVb. Polozme ¢ =aVec. Protoze a € J C K ace K, plati, ze ¢ € K.
Z nerovnosti a < ¢ < a V b a z modularity polosvazu C’ plyne, Ze existuje
b < btakové, ze d = aVl'. Protoze b’ < b€ Jazaroven b’ < ¢ € K, plati, ze
b € JNK. Protoze a € I, dostaneme odtud, ze c < ¢/ = aVV € IV (JNK).
(<) Predpokladejme, ze je svaz Id (C) modularni. Necht a,b,c € C jsou
takové, ze a < ¢ < aVb. Protoze a < ¢, La C | ¢ a z modularity svazu Id (C)
dostaneme, ze (JaV,b)Nlec=laV (}lbNlc). Z nerovnosti ¢ < a Vb plyne,
ze e < la Vb, aproto Lc=laV (}bNlc). Proto existuje b’ € [bN e
takové, ze ¢ < a V. Protoze a < c a b’ < ¢, dostavame odtud, ze c = a V V.
Nakonec z b’ € |b plyne, ze b’ < b. O

7 Vét 12.2, 12.3 a 12.6 dostaneme, zZe

DUSLEDEK 12.10. Algebraicky svaz A je distributivni (resp. moduldrni)
pravé kdyz je (V,0)-polosvaz jeho kompaktnich proki A. distributivni (resp.
moduldrni).

12.4. Dalsi vlastnosti algebraickych svazti. Podmnozina B uspo-
rfadané mnoziny je nahoru usmernend, pokud pro kazdou konecénou F' C B
existuje prvek b € B takovy, ze a < b pro vSechna a € F. Dualné definujeme
dolii usmeérnénou podmnozinu.

DEFINICE. Rekneme, Ze uplny svaz A je nahoru spojity pokud pokud
pro kazdé a € A a kazdou nahoru usmérnénou B C A plati, Ze

an\/B=\/(anb).

beB

Duélné definujeme doli spojity svaz.
TVRZENI 12.11. Algebraickyj svaz je nahoru spojiti.

DUKAzZ. Bud A algebraicky svaz, a € A a B C A nahoru usmérnéné
podmnozina. Ukézeme, ze a A \/ B < \/,cp(aV b). Opaéna nerovnost zfejmé
plati. Necht ¢ je kompaktni prvek svazu A takovy, Zze ¢ < a A'\/ B. Potom
¢ < \/ B a proto existuje konetna F' C B takova, ze ¢ < \/ F. ProtoZe je
mnoZzina B nahoru usmérnéné, existuje b € B takové, ze ¢ < \/ F' < b. Potom
jec < anbatedy c < \ycplanbd). Protoze je kazdy prvek algebraického
svazu spojenim kompaktnich prvkiu, plyne odtud dokazovana nerovnost. [

Svaz podalgeber nebo kongruenci algebry je algebraicky. Roli kompakt-
nich prvkt v ném hraji konecné generované podalgebry respektive konecné
generované kongruence. Pfikladem je svaz podprostortu vektorového prostoru
V', ktery budeme znacit Sub(V'). ProtoZze podprostory vektorovych prostoru
odpovidaji jadraim homomorfismi, je tento svaz izomorfni svazu Con(V')
kongruenci prostoru V. Operace priseku ve svazu Sub(V') odpovidé priniku,
spojeni mnoziny podprostort je podprostor generovany jejich sjednocenim.
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Uvazme vektorovy prostor V' := {(¢;)ien | ¢; € Q} v8ech posloupnosti
racionalnich &isel nad télesem Q. Bud

U :={(gi)ien | (3n € N)(Vj > n)(g; = 0)}
podprostor posloupnosti, které jsou skoro vSude nulové. Pro kazdé¢ j € N
ozname e; = (€] );en posloupnost, danou predpisem

j {1 pokud ¢ = j

€ = 0 iinak
jinak.

Mnozina {e; | j € N} tvoii bazi podprostoru U. Podprostor U je spocetny,
zatimco V' je mohutnosti kontinua. Pro kazdé j € N definujme jesté podpro-
stor W :={(gi)ien € V | 1 = = ¢; = 0}. VSimnéme si, Ze ();cy W; =
0,aze UV W; =1V pro viechna j € N. Proto plati, zZe

Uv(\W,=UcV=|UVW,).
JEN JEN
Vidime tak, Ze algebraicky svaz nemusi byt dolt spojity.

DEFINICE. Rekneme, 7e svaz A je slabé atomdrni pokud pro kazdé a,b €
A takové, Ze a < b existuji u,v € A spliwjici a <u < v < b.

Uzavteny interval (0, 1) chapany jako linearné usporadany svaz neni slabé
atomarni, nebot pro kazdé u,v € (0, 1) takové, ze u < v existuje w € (0, 1)
spliujici v < w < v.

VETA 12.12. KaZdy algebraicky svaz je slabé atomdrni.

DUKAZ. Necht A je algebraicky svaz a a < b usporfadana dvojice prvkia v
A. Protoze je kazdy prvek algebraického svazu spojenim kompaktnich prvki,
existuje ¢ € A, takovy, Ze ¢ £ a ale ¢ < b. Uvazme mnozinu C := {z € b/a |
z % a}. Protoze a € C, je mnozina C neprazdna. Je-li C' C C fetézec, potom
z kompaktnosti prvku ¢ plyne, ze ¢ £ \/ C’. Kdyby totiz platilo, ze ¢ <'\/ C’,
existovala by konetna F C C’ takova, ze ¢ < \/ F. Protoze je C' fetézec
a podmnozina F' je konecna, ma F' nejvétsi prvek. Oznacme jej f. Potom
¢ < f, coz je ve sporu s predpokladem, ze f € C.

Podle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek u mnoziny C. PoloZme
v =uV c. Potom plati, Ze a < u < v < b. Je-li u < w < v, pak budto cﬁ w
nebo ¢ < w. V prvnim pripadé plyne z maximality prvku u v mnoziné C', ze
u = w. Ve druhém pripadé je u Ve <w < v =uVc, atedy w = v. Proto
plati, Ze u < v. ([l

12.5. Intervaly algebraickych svazi.

LEMMA 12.13. Bud b/a interval svazu A. Je-li ¢ < b kompaktni prvek
svazu A, je ¢V a kompaktni prvek intervalu b/a. Je-li svaz A algebraicky,
jsou vsechny kompaktni proky intevalu b/a tohoto tvaru. To znamend, Ze plati
r0UN0St

(12.5) (b/a)e={aVec|c<b, azirovence A}.
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DUKAZ. Bud U neprazdna podmnozina intervalu b/a. Pokud existuje
spojeni w mnoziny U v intervalu b/a, potom plati, ze w = \/ U ve svazu A.
Staci ukazat, 7ze pro kazdé x € A takové, Ze u < x pro v8echna u € U plati,
7ze w < x. Protoze je mnozina U neprazdna, a < x. Odtud plyne, Ze b A x
lezi v intervalu b/a, a proto w < bAx < x.

Bud ¢ < b kompaktni prvek svazu A. Bud U podmnoZina intervalu b/a
jejiz spojeni v tomto intervalu existuje a je v&t${ nebo rovno prvku ¢V a.
Potom je ¢ < \/U a proto existuje koneéna F' C U takova, ze ¢ < \/ F.
Protoze FF C U CC b/a, plati, Ze ¢V a < \/ F. Proto je ¢V a kompaktni
prvek intervalu b/a.

Predpokladejme nakonec, Ze je svaz A algebraicky. Zbyva ukazat, Ze
kazdy kompaktni prvek intervalu b/a je tvaru a V ¢ pro n&jaky kompaktni
prvek ¢ < b svazu A. Bud y kompaktni prvek intervalu b/a. Protoze je svaz
A algebraicky, je prvek y spojenim mnoziny jeho kompaktnich prvki, tedy
y =V X pro n&jakou X C A, takové, ze y = \/{z V¢ |z € X}. Protoze y €
(b/a)c, existuje konecna F C X takova, zey = \/ cpaVe = aV\/ F. Protoze
jsou kompaktni prvky uzavieny na kone¢na spojeni, je \/ F' € A.. ([

TVRZENI 12.14. Interval v algebraickém svazu je opét algebraicky svaz.

DUKAZ. Bud b/a interval v algebraickém svazu A. Interval tplného
svazu je ziejmé uplny podsvaz. Stadi tedy ukazat, ze je kazdy prvek x € b/a
spojenim kompaktnich prvki tohoto intervalu. Podle Lemmatu 12.10 to jsou
pravé prvky tvaru a V ¢, kde ¢ jsou kompaktni prvky svazu A mensi nebo
rovné prvku b. Protoze je svaz A algebraicky, je prvek z spojenim mnoziny
jeho kompaktnich prvki. Oznacme ji Y. Potom je {aVy | y € Y} mnozina
kompaktnich prvka intervalu b/a a prvek z je jejim spojenim. (]

12.6. Uplné& prisekové nerozlozitelné prvky. Prvek a svazu A je
uplné prisekové nerozloZitelny, mé-li mnozina ta \ {a} = {r € A | a <z}
nejmensi prvek. Tento prvek oznac¢ime a*. Mnozinu vSech dplné prisekové
nerozlozitelnych prvki svazu A ozna¢ime M*(A). Pro tuplné prisekové ne-
rozlozitelny prvek a plati, ze a < a* a a < b pravé kdyz a* < b pro kazdé
b € A. V tplném svazu jsou uplné nerozlozitelné prvky charakterizovany
takto:

LEMMA 12.15. Bud A 4plny svaz. Prvek a € A je uplné prisekové ne-
rozloZitelny pravé kdyz pro kaZdou podmnozinu B C A plati, Zea = \ B =
a € B.

DUKAZ. (=) Necht B C Aaa = A\B € M*(A). Pro spor predpokla-
dejme, ze a ¢ B. Odtud plyne, Ze a < b a tedy a* < b, pro vSechna b € B.
Dostaneme, 7ze a < a* < A B. To je ve sporu s ptivodni rovnosti a = A B.
(<) Polozme B = {x € A | a < z}. Potom plati, ze a < A B, a protoze
a ¢ B, mame dokonce nerovnost a < A B. Proto A B € B a tedy je \ B
nejmensi prvek mnoziny B. Z definice je a iplné prisekové nerozlozitelny. [J

VETA 12.16. V algebraickém svazu je kaZdy prvek prisekem iplné pri-
sekove nerozlozZitelniyjch prvki.
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DUKAz. Bud A algebraicky svaz a necht a € A. PoloZme
B={ueM'(A)|a<u}

a b = / B. Pro spor pfedpokladejme, ze a < b. Protoze je svaz A alge-
braicky, existuje kompaktni ¢ € A takovy, Ze a £ ¢ a ¢ < b. Polozme
C:={zxeA|csLx}. Jeli C' C C fetézec, potom z kompaktnosti prvku
¢ plyne, ze \/ C" € C (argumentujeme podobné jako v dikazu Véty 12.9).
Podle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek d mnoziny C' takovy, Ze
a < d.7Z maximality d v mnoziné C plyne, Ze ¢ < z pro kazdé x € A takové, Ze
d<z.Protoc < AN{x € A|d < z}. Odtud plyne, zZe d < N\{r € A | d < z}.
Proto je prvek d uplné prisekové nerozlozitelny. Potom ale d € B a tedy
c < b<d. To je spor. O



KAPITOLA 13

Subdirektni a redukovany soucin

SHRNUTI. Prozkoumame vlastnosti subdirektniho a redukovaného sou-
¢inu z pohledu univerzalni algebry. Nakonec se podivaime na nékteré
vlastnosti ultrafiltrii. UkaZeme, Ze na nekoneénych mnozinach exis-

tuji ultrafiltry, které nejsou hlavni..

13.1. Vlastnosti variet. Uvazujeme algebry ve smyslu univerzalni al-
gebry. Formalné je algebra trojice A = (A, Fa,pa), kde A je mnoZina, F4
soubor operaci a p4: Fa — Ng zobrazeni, které ur¢uje aritu operace f € F4.
Je-li pa(f) = n, mame operaci f: A" — A. Typ algebry je dvojice (F, p),
tedy typ algebry urcuje operace a jejich arity na této algebtfe. Algebry jsou
podobné, maji-li stejny typ. Dale uvazujme jen algebry stejného, pevné da-
ného typu.

Bud K tfida algeber. Ozna¢me

e H(K) - tfidu v8ech homomorfnich obrazt algebra z IC,
e S(K) - t¥idu v8ech podalgeber prvki K,
e P(K) - tfidu v8ech soucini prvki z K.
Diikaz nésledujictho lemmatu je pfimocary. Ponechame jej na ¢tenari
LEMMA 13.1. Pro tiidu algeber K plati, Ze SH(K) C HS(K), PH(K) C
HP(K) a PS(K) C SP(K). Proto je trida HSP(K) uzaviend na viechny tii
vySe uvedené operace.

Varietou algeber rozumime tifidu algeber V uzavienou na vSechny tii
operace H, S a P. Je-li K tfida algeber, je soubor vSech variet obsahujici K
uzavien na priniky a tedy existuje nejmensi takova varieta. Budeme ji nazy-
vat varieta generovand tiidou IC a znacit V(K). Z Lemmatu 13.1 dostaneme,
Ze

VETA 13.2. Pro tiidu algeber K plati rovnost V(K) = HSP(K).

13.2. Direktni a subdirektni sou¢in. Mé&me (A; | i € I) soubor
algeber. Direktnim soucinem tohoto souboru minime algebru

HAi = {(ai)ig | Viel:a; € Al},

el
tedy algebru sestavajici ze vSech posloupnosti (a;);er jejichz i-ta slozka lezi v
A;. Operace této algebry jsou dany po slozkdch. To znamené, Ze pro kazdou
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n-arni operaci f plati rovnost
f ((ail)iEIa (azz)iEIa R (a?)iEI) = (f(a217 CL?, R a?))iel )

pro viechna (a{ Jier € [L;c; Ai- Pro kazdé i € I je dana kanonicka projekce,
tedy homomorfismus
T H Al — Al
el
(ai)ier = a;

LEMMA 13.3. Pro kaZdy homomorfismus ¢: B — []..; A: plati, Ze

ker ¢ = m ker(7; 0 ¢).
i€l

i€l

DUKAzZ. Proa = (a;)icr,b = (bi)ier € [[;c; Ai plati, Ze (a,b) € ;¢ ker 7
pravé kdyZ a; = m;(a) = m;(b) = b; pro vSechna i € I pravé kdyz a = b. Od-
tud plyne, ze pro kazdé a,b € B plati, Ze (a,b) € ();c; ker(m; o ) pravé kdyz
(p(a), (b)) € ;s ker m; prave kdyz ¢(a) = ¢(b). O

Vnoteni B: B < [[,c; Ai je subdirektnim soucinem souboru A = (A; |
i € I) pokud je (m; o B)(B) = A; pro kazdé i € I, tj. pokud jsou vSechna
slozeni m; o f homomorfismy na. Z definice je vidét, ze S je subdirektnim
souc¢inem souboru A pravé kdyz pro kazdé i € I a kazdé a € A; existuje
b € B takové, ze 5(b); = a. Bud K tfida algeber. Symbolem Pg(K) ozna¢ime
soubor vSech subdirektnich soucinti soubori algeber z tiidy K.

Rekneme, Ze algebra B je subdirekiné nerozloZitelnd pokud pro kazdy
subsdirektni sou¢in 3: B < [[;.; A; existuje i € I takové, Ze je m;03: B —
A; izomorfismus.

Pfipomenme, ze symbolem Con(A) zna¢ime svaz kongruenci algebry A.
Symbolem §4 znac¢ime nejmensi kongruenci algebry A, tj. kongruenci ta-
kovou, ze a = b (mod 04) pravé kdyz a = b pro v8echna a,b € A. Tuto
nejmensi kongruenci d 4 nazyvame také trividlni kongruenci.

LEMMA 13.4. Algebra B je subdirekiné nerozloZitelnd prdve kdyz je jeji
trividint kongruence ég uplné prisekové nerozloZitelnd.

DUkAz. (=) Predpokladejme, Ze je algebra B subdirektné nerozloZi-
telnd a ozna¢me J mnoZinu vSech netriviadlnich kongruenci algebry B (tj.,
kongruenci vétsich nez dg). Pro kazdou kongruenci 6 € J je dan kanonicky
homomorfismus ¢y: B — B/f#. Tato zobrazeni indukuji homomorfismus
©: B = [lpe; B/0,a (po(a))ocs. Pro kazdé 6 € J mame kanonickou pro-
jekci mg: [lge; B/0 — B/0, (¢o(a))ocs — po(a) a plati rovnost @y = mpop.
Protoze 6 = ker g a kongruence 6 jsou netrivialni, neni zadny z homomor-
fismi 7y o ¢ prosty. Protoze je B subdirektné nerozlozitelna, nemutze byt
¢: B — [[pe; B/0 subdirektnim soucinem a tedy neni prosté. Vzhledem k
Lemmatu 13.3 plati, Ze dp C kerp = [y ker(mg o @) = (yes 00 = N J.
Proto je kongruence dp uplné prisekové nerozlozitelna. (<) Nyni predpo-
kladejme, Ze je kongruence dg tplné prusekové nerozlozitelna a bud 8: B —
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[I;c; Ai subdirektni soucin. Potom je 6p = ker ¢ = (o ker(m; o ¢), a pro-

toze je kongruence dp tplné prisekové nerozlozitelné, existuje ¢ € I takové,
ze 0p = ker(m; o ). Proto je algebra B subdirektné nerozloZitelna. O

B € Si(V)

OBRAZEK 13.1. Svaz kongruenci subdirektné nerozlozitelné algebry

Symbolem dp oznacime prinik vSech netrividlnich kongruenci algebry
B. 7 lemmatu 13.4 je vidét, Ze mohou nastat pravé tyto dva pfipady: Budto
d0p = 0, nebo dp < 0, kongruence dp je tplné priusekové nerozlozitelnd a
algebra B je subdirektné nerozlozitelna.

Pro kazdou kongruenci 6 algebry A je interval 16 ve svazu Con A izo-
morfni svazu kongruenci algebry A/6#. Z Lemmatu 13.4 proto plyne, Ze

DUSLEDEK 13.5. Pro kaZdou kongruenci 0 algebry A je faktorovd algebra
A/0 subdirektné nerozloZitelnd privé kdyz je kongruence 0 iuplné prisekové
nerozloZitelnd.

VETA 13.6. Ve wvariete algeber plati, Ze kaZdd algebra je subdirektnim
soucinem subdirektné nerozloZitelnijch algeber.

DUKAZ. Bud V varieta algeber a A € V. Svaz Con(A) kongruenci alge-
bry A je algebraicky. Podle Véty 12.11 je proto kazda kongruence algebry A
prusekem priisekové neroslozitelnych kongruenci. Specialné plati, ze

54 = |M*(Con A),
a proto je homomorfismus
A J[ A
0eM*(Con A)

indukovany kanonickymi projekcemi A — A /6 prosty a tedy je subdirektnim
soucinem. Vzhledem k Disledku 13.5 jsou algebry A/6, 6 € M*(Con A),
subdirektné nerozlozitené. (|
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Oznac¢me Si(V) tfidu v8ech subdirektné nerozlozitelnych algeber v dané
varieté V. Podle predchozi véty je

(13.1) V =Pg(Si(V)) C SP(Si(V)).
13.3. Redukovany soudin.

DEFINICE. Filtr na mnoziné I je systém J podmnozin I takovy, Ze

(1) IeFalbé¢F,
(2) pokud J € F aJ C K CI, pak také K € F,
(3) pokud J, K € F, pak také JN K € F.

Vsimnéme si, Ze podmninka (2) imlikuje, Ze () F' € F pro kaZzdou neprazdnou
kone¢nou podmnozinu F C F.
Filtr F; uréeny podmnozinou J C I je dan predpisem
Fr={K|JCKCI}.
Takovy filtr budeme nazyvat hlavnd filtr. Je-li I koneéna mnozina, je kazdy
filtr na I hlavni. Na nekonecné mnoziné I existuji filtry, které nejsou hlavni.
Piikladem je Fréchetiv filtr (zna¢ime jej Fgyn) dany predpisem
Fin :={K C I | Mnozina I \ K je konecna}.

Bud (A; | i € I) soubor algeber. Filtr F na mnoziné I urcuje relaci O na
sou¢inu [[,.; A; danou pfedpisem

((ai)ie], (bi)ie[) €0r — {l el ’ a; = bz} e F.
Vsimnéme si, ze ((a;)ier, (bi)icr) € OF pravé kdyz existuje mnozina J € eF’
takové, Zze a; = bj pro vSechna j € J.

LEMMA 13.7. Relace ©r je kongruenci soucinu [[,.; A;.

DUKAZ. Z definice je relace ©  symetricka. Protoze I € F, je reflexivni.
Ukazeme tranzitivitu. Necht @ = (a;)icr, b = (bi)ier a ¢ = (ci)icr € [;c1 Ai-
Predpokladejme, ze (a,b) € ©r a zaroven (b,¢) € © r. Potom je

{ZEI’QZ:bZ}ﬂ{ZEI‘bzzcl}E]‘—
a a; = b; = ¢; na tomto pruniku. Proto (a,c) € ©r. Ukazali jsme, Ze Or je
ekvivalence na soucinu [[,.; A;.

Bud f n-arni operace a necht @’ = (a )ier, ¥ = (b )ier, i = 1,...,n, jsou
prvky soucinu [],.; A; takové, Ze (a’,b’) € O pro viechna j € {1,...,n}.
Polozme

J={iel|al=0b}, j=1,...,n.
Potom (j_, J/ € F a

(13.2) flal,...,a®) = f(b},...,b"), pro viechna i € ﬂ J.
j=1
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Protoze f(a'la"'?an = (f(azlv'-'aa?))iefaf(blv"' 7bn) = (f(bzlv 7b?))i€b

fla',...,a"), f(d',...,b")) € Of.

Ukazali jsme, ze O je kongruence soucinu [[,.; A;. O

DEFINICE. Redukovaniym soucinem souboru algeber (A; | i € I) podle

filtru F rozumime algebru
[[A:i=]]Ai/oF
F icl
LEMMA 13.8. Pro podalgebru B algebry A plati, Ze
B =HPg(A).
DUKAZ. Pro kazdé i € N polozme A; = A a uvaZme algebru

C = {(a)ien € [[ Ai | @n € N)(¥j > n)(a; = a, € B)}
1€N
posloupnosti @ = (a;)ien € [[;cn A, které jsou skoro vsude konstantni a
maji hodnotu, ozna¢ime ji ¥ (a), ktera lezi v algebfe B. Protoze v kazdé
ze soufadnic mohou posloupnosti z C' nabyvat libovolnych hodnot, je C €
Pg(A). Pfifazenim a = (a;)ien — (@) je dan surjektivni homomorfismus
1: C — B. Proto B € HPg(A). O

Vsimnéme si, Ze keryp = Of, [ C.
DUSLEDEK 13.9. Pro kaZdou tiidu algeber KC plati, Ze
HSP(K) = HPg(K).

DUKAzZ. Ziejmé plati, ze P(K) C Pg(K) a proto HPs(K) = HHPsP(K).
Proto sta¢i ukazat, ze SP(K) C HP¢P(K). Vzhledem k Lemmatu 13.8
plati pro kazdou t¥idu algeber X', ze S(K') C HPg(K'). Proto stac¢i polozit
K' = P(K). 0

13.4. Utrafiltry. Ozna¢me F(I) mnozinu vSech filtri na mnoziné I
usporadanou inkluzi. Z defiice filtru snadno nahlédneme, Ze sjednocenim fe-
tézce filtri je opét filtr () nelezi v tomto sjednocent a dalsi podminky, které
filtr musi spliiovat snadno ovéfime). Z Zornova lemmatu existuji maximalni
filtry vzhledem k inkluzi. Budeme je nazyvat ultrafiltry.

LEMMA 13.10. Filtr U na mnoziné I je ultrafiltr prdvé kdyz pro kaZdou
podmnozinu J C I plati, Ze J € U, nebo I\ J € U.

DUKAzZ. Protoze J N (I '\ J) = (), obsahuje kazdy filtr nejvyse jednu z
mnozin J a I \ J. Proto musi byt kazdy filtr spliwujici podminku v lemmatu
maximalni. Pfedpokladejme, Ze U je ultrafiltr a necht J C I. Pokud exituje
K € U takova, ze KNJ =0,je K C I\ Jatedy I\J € U.V opactném
pfipadé tvofi mnozina F = {KNJ | K € U} filtr a plati, ze U C F. Z
maximality U plyne, ze Y = F. Protoze J =1NJ € F, plati, ze J e Y. O
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POzZNAMKA. Filtr na mnoziné miZeme chdpat jako soubor velkych mno-
zin. Naptiklad v pripadé fréchetova filtru jsou velké ty mnoZiny, jejichZ do-
plnék je konecny. Na dopliiky velkgjch mnozin z filtru miuZeme nahliZet jako
na mnoziny malé. V pripadé obecného filtru tak mdme velké mnoZiny, malé
mnoziny o mnoziny, které nejsou ani velké ani malé. V pripadé ultrafiltru
je kazdd mnoZina budto velkd, nebo mald. Princip redukovaného soucinu pak
spoc¢ivd v tvaze dvé posloupnosti se shoduji pravé kdyz se shoduji na velké
mnoziné nebo ekvivalentné pravé kdyz se lisi na malé (zanedbatelné) mno-
Ziné.

LEMMA 13.11. Bud'U wultrafiltr na mnoziné I a J € U. Potom pro kaZdy
konecny rozklad J = | |I_, J; mnoZiny J existuje pravé jedno i € {1,...,n}
takové, Ze J; € U.

DUKAZ. Protoze J; NJ; = () pro vechna 1 <i < j < n, lezi v U nejvyse
jedna z mnozin J;. Pro spor predpokladejme, Zze tam zadné nelezi. Potom
podle Lemmatu 13.10 plati, ze I \ J; € U pro v8echna i = 1,...,n. Pak ale
INJ =N\ J;) €U. To je spor. O

LEMMA 13.12. KaZdy hlavni ultrafiltr na mnoziné I je tvaru 1 {i} pro
prdvé jedno i € 1.

DUkAz. Bud A hlavni ultrafiltr na mnoziné I. Podle Lemmatu 77 exis-
tuje neprazdnéd podmnozina J C I takova, ze H = 1J. Necht i € J. Je-li
mnozina J\ {j} neprazdna, lezi podle pfedchoziho Lemmatu 13.11 v H pravé
jedna z mnozin {i} a J\ {i}. ProtoZe jsou obé vlastni podmnoziny J, dosté-
vame spor s H = 1J. Proto je mnozina J jednoprvkova. ([l

Hlavni ultrafiltry na mnoziné I jsou ve vzajemné jednoznatném vztahu s
prvky této mnoziny. Pokud je mnozina I konecné, jsou v8echny ultrafiltry na
I hlavni. Pokud je I nekone¢na, plyne z Zornova lemmatu, Ze existuje ultra-
filtr U na I, ktery rozsifuje Fréchetiv filtr. Ten vzhledem k Lemmatu 13.12
hlavni byt nemize.
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Kongruenc¢né distributivni variety

SHRNUTI. Svaz kongruenci svazu je distributivni. Charakterizujeme

kongruenéné distributivni variety a ukdzeme Jonssonovo lemma..

14.1. Ultraproduct a Jonssonovo lemma. Bud (A; | i € I) soubor
algeber. Ultraprodukt tohoto souboru je redukovany produkt [[,, A;, kde U
je ultrafiltr na mnoZiné I. Pro soubor algeber K ozna¢ime symbolem Py (K)
soubor vSech ultraproduktu algeber z K.

Rekneme, 7e varieta V algeber je kongruencné distributiond, pokud je
svaz konguenci Con(A) distributivni pro kazdou algebru A € V. Vzhledem k
Vété 7.6 je svaz kongruenci svazu distributivni. Proto ja kazda varieta svazu
kongruenc¢né distributivni.

Pripomenime, Ze prvek p svazu A je prisekové nerozloZitelny pokud z
p = A\ F plyne, Ze p € F pro kazdou kone¢nou F' C A. Rekneme, 7e p € A je
prisekovy prvocinitel pokud z A\ F < p plyne, ze existuje a < p pro né&jaké
a € F pro kazdou kone¢nou F' C A. Kazdy prisekovy prvodinitel je z definice
prusekové nerozlozitelny. Naopak to platit nemusi. Prvek a va svazu Mg,
resp. N5, je prusekové nerozlozitelny, ale neni prisekovym prvocinitelem.
Plati totiz, ze a > b A c ale b, ¢ £ a.

bAc bAc

OBRAZEK 14.1. Svazy M3 a Ns

LEMMA 14.1. V distributivnim svazu je kaZdy prisekové nerozloZitelny
prvek priusekovym prvocinitelem.

DUKAZ. Bud A distributivni svaz a a € A jeho priisekové nerozloZitelny
prvek. Uvazme kone¢nou F' C A takovou, ze a > A F. Potom z distributivity
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dostaneme, Ze

a:a\//\F: /\(a\/b).

beF
ProtozZe je a prusekové nerozlozitelny, existuje b € F takovy, ze a = a V b,
ekvivalentné, a > b. Proto je a priusekovym prvocinitelem. ([

Bez dikazu poznamenejme, Ze koneCné svazy jsou distributivni pravé
kdyz je kazdy jejich prusekové nerozlozitelny prvek prisekovym prvocini-
telem (cf. Dusledek 5.8). Dualné bychom definovali spojové prvocinitele a
ukazali, Zze v distributivnich svazech odpovidaji spojové nerozlozitelnym prv-
kim.

VETA 14.2 (Jénssonovo lemma). Pro kaZdou tiidu algeber K v kongru-
encné distributioni variete V plati, Ze

HSP(K) = PgHSP (k).

DUKAZ. Protoze pro kazdou tfidu algeber K’ zfejmé plati, ze SP(K') 2
Ps(K') a HP(K') 2 Py (K'), plati, ze HSP(K) 2 PsHSPy (K).

Ukazeme opac¢nou inkluzi. Podle Véty 13.6 je kazda algebra ve varieté
HSP(K) subdirektnim sou¢inem subdirektné nerozlozitelnych algeber z této
variety. Proto sta¢i ukizat, Ze kazda subdirektné nerozlozitelna algebra A €
HSP(K) lezi v HSPy(K).

Nejprve si rozeberme co znamend, ze A € HSP(K). Existuje soubor al-
geber (A; | i € I) C K, podalgebra B < [[,.; A; a epimorfismus ¢: B — A.
Existenci epimorfismu ¢ muZzeme nahradit exitenci kongruence ®(= ker @)
algebry B takové, 7e A ~ B/®.

Ukézeme, Ze existuje ultrafiltr & na mnoziné I takovy, ze Oy [ B C .

Pro kazdou podmnozinu J C I uvazme kongruneci ©y na [[,., A; defi-
novanou predpisem

1€1

(ai)iel = (bz‘)ie] (mod Oj) < VjeJ: a; = bj.
Pro J # 0 je © 5 = O,. Polozme
E={JCI|06;|BCa%}

Protoze Oy | B = BxB, ) ¢ £. Kongruence Oy je trivialni a proto I € £.
Protoze je algebra B subdirektné nerozozitelna, je kongruence ® tplné pra-
sekové nerozlozitelna (cf. Dusledek 13.5). Protoze je svaz kongruenci algebry
B distributivni, je ® prisekovym prvocinitelem ve svazu Con(B) (k tomu
nam staci, ze je ¢ prisekové nerozloztelna). Z definice je vidét, Ze pro dvojici
podmnozin J, K C I plati, Ze © jux = © 7N Ok. Proto Oy [ B C ® pravé
kdyz ©; | B C ® nebo O [ B C ®. Proto plati, ze

(14.1) JUK €& < Jec&nebo Ke&.

V&imnéme si, Ze z (14.1) plyne, Ze £ je uzavieno na nadmnoziny.
Ozna¢me F mnozinu vSech filtrd F na [ takovych, ze F C E. Mnozina F'
je neprazdna nebot {I} € F. Protoze sjednocenim fetézce filtrii na I je opét
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filtr na I, je mnozina F' uzaviena na tato sjednoceni. Podle Zornova lemmatu
existuje maximélni prvek & mnoziny F. UkaZeme, Ze U je ultrafiltr.

Pro spor predpokladejme, Ze pro néjakou podmnozinu J C [ plati, Ze
J ¢ U a zaroven I\ J ¢ U. Pokud pro kazdé K € U plati, ze JNK € &, byl
by {K'CI|3K elU: JNK C K'} filtr z F obsahujici J a rozsifujici U. To
by byl spor s maximalitou & v mnoziné F'. Proto existuje K € U takova, ze
JNK ¢ & Podobné existuje L € U takova, ze (I \ J)NK ¢ £. Polozme
M=KnNLelU. Potom JNM,(I\J)NM ¢ E. Vzhledem k (14.1) je

M=(JNMU(I\J)NM)¢E.

To je ve sporus M € U.

Ziejmé plati, ze Oy = |J ;¢ ©. Proto plati, ze Oy | B C ® a tedy
existuje epimorfismus B/(0y | B) — B/® ~ A. Zarovei je B/(0y | B) <
[lic; Ai/Ou = [1,; As. Proto B/(6y | B) € SPy(K)a A € HSPy(K). O

DUSLEDEK 14.3. Bud V kongruencéné distributivni varieta generovand
tridou algeber KC. Potom

Si(V) € HSPy(K).

Symbolem I(K) ozna¢me tiidu vSech algeber izomorfnich prvkam dané
tridy algeber K.

LEMMA 14.4. Je-li K konecnd mnoZina konecnych algeber, pak
Py (K) =1(K).

DUkAz. Bud K = {By,...,B,}, kde B; jsou kone¢né algebry. Uvazme
soubor (A; | i € I) takovy, Ze pro kazdé i € I existuje a(i) € {1,...,n} ta-
kové, ze A; >~ B ;). Necht U je ultrafiltr na mnoziné /. UkaZeme, Ze existuje
ke {1,...,n} takové, ze [[,;, Ai ~ By. Pro kazdé j € {1,...,n} polozme
I; = a=1(j). Mnoziny Iy, ..., I, tvoii rozklad I. Vzhledem k Lemmatu 13.11
I; € U pro pravé jedno j € {1,...,n}.

Bud a = (ai)icr € [[;c; Ai- Pro kazdé b € B; oznaéme Iy := {i € I; |
a; = b}. Potom je I; = Ubij I, konec¢ny rozklad mnoziny I;. Opét podle
Lemmatu 13.11 existuje pravé jedno b € Bj takové, Ze Iq; € U. Polozime
Io = Iy a ¢y(a) = b. Definovali jsme zobrazeni ¢y: [[;c; Ai — Bj.

Bud f m-arni operace a a1, ...,a, € [[;c; Ai. PoloZme a = (a;)icr =
f(a1,...,an). ProtoZe je kazdy filtr uzavieny na kone¢né pruniky, plati J =
Io, N---N1,, €U apro kazdé ¢ € J mame rovnost

a; = fleu(ar), ..., eulan)).

Proto ¢y (a) = f(eu(ai),...,pu(ay,)). Ukazali jsme, ze ¢y je homomorfis-
mus.

Uvazme dvojici @ = (a;i)ier,b = (bi)icr € [[;c; Ai- Predpokladejme, ze
a = b (mod Oy). Potom existuje J € U takové, ze a; = b; pro vSechna
1 € J. Protoze J, I, Iy € U, je prunik téchto mnozin neprazdny. Zvolme j €
JN1IaN1p. Potom ¢y (a) = aj = bj = ¢y(b). Odtud plyne, zZe (a,b) € ker ¢y,
a proto Oy C keryy. Proto existuje homomorfismus vy : [[,, Ai — B;
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takovy, ze oy = Yy o my, kde my: [[;c; Ai — []; Ai je kanonicka projekce
(cf. Obrazek 14.1).

[Lics Ai L B;

Wul Yy

[T Ai

Je-li py(a) = pu(d), potom a; = b; pro kazdé i € I, N I. Protoze
I, N1 € U, plati, ze a = b (mod Oy), a tedy ker ¢y C Oy. Proto plati, ze
ker ¢y = Oy a proto homomorfimus vy, prosty.

Pro kazdé b € B; uvazme libovolné @ = (a;)icr € [[;c; Ai takove, ze
a; = b pro viechna i € I;. Potom ¢y(a) = b a tedy je ¢y epimorfismus.
Protoze iy = 4y o my, je epimorfismus také 1/y,.

Ukézali jsme, Ze y: [[,; Ai — B je izomorfismus a tedy ultraprodukt
[I;, Ai je izomorfni jedné z algeber z K. Proto plati dokazovana rovnost

P (K) = L(K). O

Varieta V se nazyva konecnd pokud V = HSP(K) pro kone¢nou t¥idu
kone¢nych algeber K. Dtsledek 14.3 v kombinace s Lemmatem 14.4 nam
umozinuje snadno popsat vSechny subdirektné nerozlozitelné algebry konec-
nych kongeruen¢né distributivnich variet.

VETA 14.5. Bud'V kongruencné distributivni varieta generovand konec-
nou tridou konecnijch algeber IC. Potom

Si(V) € HS(K).
14.2. Aplikace. Ukézeme si nékolik jednoduchych aplikaci Véty 14.5.

PRIKLAD 14.1. Pripomerime, Ze varietu vsech distributivnich svazi zna-
c¢ime D. V Kapitole 4 jsme ukdzali, Ze je to nejmensi svazovd varieta ob-
sahugici netrividlni (t.j., alespoti dvouprvkovy) svaz. Z Véty 4.3 plyne, Ze
D =HSP(C>) a z Véty 14.5 dostaneme, Ze Si(D) = HS(C3) = {C1,C2}.
Proto ezistuje (aZ na izomorfismus) jeding netrividalni subdirektné nerozloZi-
telny distributiond svaz, dvouprvkovy svaz Ca.

PRIKLAD 14.2. Oznacme M3z varietu generovanou svazem M. Svaz M3
md pét podsvazi: Mg, Co x Co, Cs, Cy a C1. Snadno nahlédneme, Ze
tento vyjcet zahrnuje i vSechny homomorfni obrazy téchto podsvazi. Tri z
nich jsou subdirekiné nerozloZitelné a to My, Cq o C1. Z Véty 14.5 plyne,
Ze Si(M3) = {C1,C4y, M3}. Piedpoklidejme, Ze existuje varieta V takovd,
Ze D CV C Ms. ProtoZe je kaZdd varieta generovand svymi subdirektné
nerozloZitelngmi algebrami, muselo by platit, Ze Si(D) C Si(V) € Si(Ms).
To ale vzhledem k |Si(M3) \ Si(D)| = 1 neni mozné. Proto D < Ms v
usporaddni inkluzi svazovijch variet.
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mKkijar
PRIKLAD 14.3. Oznacme N3 varietu generovanou svazem Ns. Snadno
nahlédneme, Ze HS(N5) = {C1,C49,C3,Cy4,Cy x Co, N5}. V Piikladu 8.2
jsme popsali svaz kongruenci svazu INNs5. ProtoZe md tento svaz nejmensi
netrividlni kongruenci, je subdirekiné nerozloZitelny. Zbylé subdirekiné ne-

rozloZitelné svazy variety N5 jsou C1 a Co. Opét tak dostaneme, Ze D < N
v usporaddni daném inkluzi.

Protoze kazdy svaz, ktery neni distributivni, obsahuje podsvaz izomorfni
M3 nebo N5 (cf. Disledek 3.5), plati pro kazdou nedistributivni svazovou
varietu V, ze M3 C V nebo N5 C V. Proto jsou M3 a N5 jediné variety
pokryvajici varietu D v uspoiadani inkluzi. Zaroven plati, ze D = M3NN5.

PRIKLAD 14.4. Pro prirozené c¢islo n > 3 oznacme symbolem M, svaz
délky 2 s n atomy zndzornény na Obrdzku 14.2. Symbolem M, oznacime
varietu generovanou timto svazem. Vsechny svazy M, (n > 3) jsou jedno-
duché a tedy subdirektné nerozloZitelné. Snadno nahlédneme, Ze subdirekiné
nerozloZitelné svazy ve varieté M, jsou prdvé svazy My pro 3 <k <n, C;
a Cs. Dostaneme tak nekonecny maximdlni vetizek

D<Mzg<My<Ms=<...

v uspotrddané mnoziné viech svazovijch variet. Navic, protoZe jsou svazy M,
délky 2, nemohou obsahovat podsvaz izomorfni svazu N5, a tedy jsou vSechny
moduldrni. Proto varieta M wvSech moduldrnich svazi obsahuje nekoneéné
mnoho vzdjemné neizomorfnich subdirekiné nerozloZitelnych svazi. Vzhledem
k Véte 14.5 neni tato varieta konecnd.

OBRAZEK 14.2. Svaz M,

PRIKLAD 14.5. UvaZme svaz M 33 zndzorneny na Obrdzku 14.3 a oznacme
M3 3 varietu generovanou timto svazem. Rozborem wvsech podsvazi svazu
M3 3 a jejich homomorfnich obrazi ukdzeme, Ze Si(Msz3) = {C1,C2, M3, M 33},
a Ze je svaz M33 moduldrni (neobsahuje podsvaz izomorfni Ns). Odtud
plyne, Ze M3 < M3z 3 C M.
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OBRAZEK 14.3. Svaz M3 3



KAPITOLA 15

Geometrické svazy

SHRNUTI. Nejprve se podivime na nezévislost v semimodularnich
svazech. Déale definujeme geometrické svazy a popiseme nékteré jejich
vlastnosti. Nakonec ukazeme, Ze je kazdy geometricky svaz direktnim
soucinem direktné nerozlozitelnych svazii, a Ze je perspektivita atomt
v geometrickych svazech tranzitivni..

15.1. MnoZiny atomud v semimodularnich svazech. V Kapitole 9
jsme definovali délku ¢(A) svazu A kone¢né délky a dimenzi dima prvku a
ve svazu lokalné konecné délky. Rozsifime tyto definice takto: Pokud neni
svaz A konecné délky (tj. ve svazu A existuje fetézec délky n pro kazdé
pfirozené ¢islo n), polozime ¢(A) = co a pro a € A definujeme dima = ¢(| a).
PoloZime-li n + co = co +n = 00 a n < oo pro kazdé n, ukdZeme podobné
jako v Kapitole 9, ze

LEMMA 15.1. Je-li svaz A

(a) semimoduldrni, potom

dim(a Ab) +dim(a vV b) < dima +dimb, pro vSechna a,b € A;
(b) moduldrni, potom

dim(a Ab) + dim(a Vb) = dima + dimb, pro vSechna a,b € A.

Pfipomenime, Zze podmnozina I svazu A je nezdvisld, pokud pro kazdou
dvojici koneénych X,Y C I plati rovnost

Vxa\y=\/(xnY).

Indukei snadno ukézeme, Ze podmnozina I svazu A je nezdvisld, pravé
kdyz pro libovolné koneéné X;, Xo, ..., X,, C I plati, Ze

(15.1) AVXi=\( X
=1 =1

7Z definice je vidét, Zze mnoZina je nezavisla pravé kdyz je nezavisla kazda

jeji konecna podmnozina. Podle Lemmatu 6.5 je konena podmnozina {ay, ag, . ..

modularnfho svazu nezavisla, pravé kdyz pro vSechna k =1,...,n — 1 plati,
7e
(a1 V- Vag) Aagy1 = 0.

83
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V semimodularnich svazech je touto podminkou charakterizovana nezavislost
kone¢nych podmnozin atom.

LEMMA 15.2. Pro konecnou mnozinu I = {uy,ug,...,uy} atomi semi-
moduldrniho svazu A je ekvivalentni:
(1) mnozina I je nezdvisld.
(2) (w1 V- Vug) Augyrr =0 pro vsechna k=1,...,k — 1.
(3) k1 £ ur V- Vug pro vSechna k=1,... k- 1.
(4) dim (ug V- Vuy) =n.

DUKAzZ. (1 = 2) Zfejmé z definice nezavislosti. (2 = 3) Zrejmé. (3 = 4)
Indukei podle k ukdzeme, Ze dim (uq V - - -V uy) = k. ProtoZe je u; atom, je
dimwu; = 1. Pfedpokladejme, Ze k < n, a ze dim (u1 V - - - V ug) = k. Protoze
je svaz A semimodulérni a 0 < ug1q plati, Ze uy V- --Vup S up V- Vaugys.
Vzhledem k podmince (3) plati, ze u3 V -+ Vup < ug V- Vugyr. Odtud a
z Jordanovy-Holderovy-Oreho véty (Véta 9.3) plyne, Ze

dim (ug V- Vugyr) =dim (ug V- Vug) +1 =k + 1.

(4=1) Uvazme X, Y C I apolozmea =\ XAVY ab=\/(XUY). Snadno
nahlédneme, Ze a > b a tedy prvky a a b jsou porovnatelné. Ukazeme, Ze
dim a = dim b, odkud plyne jejich rovnost. Z Lemmatu 15.1(a) plyne, Ze

(15.2) dim(\/ X) + dim(\/Y) > dima + dim(\/(X UY)).

Vsimnéme si, ze z (3) plyne, ze dim X = |X| pro kazdou podmnozinu X
mnoziny /. Odtud v kombinaci s (15.2) dostaneme, Ze

| X|+ Y| >dima+ | X UY],
a proto
dima < |X|+ Y| = [ X UY]|=|XNY|=dimb.

Protoze a > b a dima < dim b, plati rovnost a = b. O

Symbolem At(A) ozna¢ime mnozinu vSech atomu svazu A. Linedrnim
obalem mnoziny U C At(A) budeme rozumét mnozinu

U={ueAt(A)|u< \/ F pro né&jakou kone¢nou F' C U}.

V algebraickém svazu je U = {u € At(A) | u < \/U}. Rekneme, Ze mnozina
U generuje podmnozinu V C At(A) pokud plati, ze V C U.

Nezavislou mnozinu atomi generujici celé At(A) miuzeme chéapat jako
obdobu pojmu baze vektorového prostoru. V nasledujicim lemmatu ukazeme,
ze v semimodulédrnim svazu miiZzeme kazdou nezavislou mnozinu rozsitit do
nezavislé generujici mnoziny (= baze).

DUSLEDEK 15.3. Bud' J nezdvisld mnoZina atomai semimodzildrm’ho SVazU.
Pro atom u ¢ J je mnozina J U {u} nezdvisld pravé kdyz u ¢ J.
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DUKAzZ. Sta¢i ukéazat, %e dokazovana ekvivalence plati pro kazdou ko-
necnou I C J. Protoze je u atom a mnozina I je koneéna, je u ¢ I prave
kdyz u £ \/ I pravé kdyz u A \/ I = 0. Vzhledem k Lemmatu 15.2(2) je to
ekvivalentni nezéavislosti mnoziny I U {u}. O

LEMMA 15.4. Bud B mnoZina atomi semimoduldrniho svazu. Potom pro
kaZdou nezdvislou I C B existuje nezavisld I C J C B, kterd generuje B.

DUKAZ. Ozna¢me N mnozinu vSech nezéavislych podmnozin mnoziny B.
Mnozina N je neprazdna, nebot I € N, a je uzaviena na sjednoceni fetézc.
Podle Zornova lemmatu existuje jeji maximalni prvek J takovy, ze I C J.
Pro spor predpokladejme, Ze existuje a € B\ J. Vzhledem k Disledku 15.3
je mnozina J U {a} nezavisla coZ je ve sporu s maximalitou mnoziny J v

0

LEMMA 15.5 (O vyméné). Bud A semimoduldrni svaz. Pro atomy wu,v
svazu A a podmnozinu U C At(U) plati, Ze uw ¢ U a zdroven u € {v} UU
prave kdyz v ¢ U a zdrovei v € {u} UU.

DUKAZ. Vzhledem k symetrii sta¢i ukazat jen jednu z implikaci. Pred-
pokladejme, 7e u ¢ U a zarovei u € {v}UU. Z predpokladu je vidét, ze
UC{v}uU,aprotov ¢ U.

Zbyva ukazat, ze v € {u}UU. Existuje kone¢na K C U takova, Ze
u < vV K. Protoze je svaz A semimodularni, plyne odtud, ze dim(u V
V K) =1+dim\/ K. Zaroveir z v ¢ U plyne, ze v £ \/ K, odkud dostaneme,
ze dim(v VVVK) = 1+ dim\/ K. Protoze u < v Vv \/ K, plati nerovnost
uV\ K <wvV\/ K. Porovnhanim dimenzi dostenem, Ze se oba prvky rovnaji.
Proto plati, ze v <u Vv \/ K, odkud v € {u} UU. O

15.2. Geometrické svazy. Rekneme, ze uplny svaz A je atomdrni,
je-li kazdy jeho prvek spojenim mnoziny atom.

LEMMA 15.6. Algebraicky svaz je atomdrni prdvé kdyz jsou jeho kom-
pakini pruky prdvé koneénd spojeni atomdai.

DUKAz. Kazdy prvek algebraického svazu je spojenim kompaktnich prvki.
Proto jsou vSechny jeho atomy kompaktni. Protoze jsou kompaktni prvky al-
gebraického svazu uzavieny na kone¢na spojeni, jsou kone¢né spojeni atomi
tohoto svazu kompaktni. (=) Pfedpokladejme, Ze je algebraicky svaz ato-
méarni a bud ¢ kompaktni prvek tohoto svazu. Potom je prvek ¢ spojenim
mnoziny atomi, a protoze je kompaktni, je spojenim néjaké kone¢né pod-
mnoziny této mnoziny. (<) Kazdy prvek algebraického svazu je spojenim
kompaktnich prvki a tedy je spojenim mnoziny atomd. O

DEFINICE. Svaz G je geometricky pokud je algebraicky, atomarni a se-
mimodularni.

LEMMA 15.7. Kompaktni prvky geometrického svazu jsou prdavé pruoky
konecné dimenze.
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DUKAZ. Vzhledem k Lemmatu 15.6 jsou kompaktni prvky geometrického
svazu pravé kone¢na spojeni atomi. Vzhledem k Lemmatu 15.4 je z kazdé
kone¢né mnoziny atomii J mozné vybrat nezavislou podmnozinu I takovou,
ze \/ I =\/ J. Podle Lemmatu 15.2 je dim\/ I = |I|. O

Snadno ukazeme, Ze prvky kone¢né dimenze semimodulérniho svazu tvori
ideal. Proto plati, ze

DUSLEDEK 15.8. Kompakini proky geometrického svazu tvori idedl tohoto
SVazu.

LEMMA 15.9. Interval v geometrickém svazu je opéet geometricky svaz.

DUKAZ. Podle Tvrzeni 12.11 je interval v algebraickém (a tim spiSe v
geometrickém) svazu algebraicky. Z definice je zfejmé, Ze interval v semimo-
dularnim svazu je opét semimodularni. Zbyva ukézat, Ze interval v geomet-
rickém svazu je atomarni. u Bud b/a interval v geometrickém svazu G. Je-li
u atom svazu G, je 0 < u a ze semimodularity plyne, Ze a < a V u. Pfitom
a < aVu pravé kdyz u £ a. Protoze je svaz G geometricky, je atomarni.
Prvek x = a je v intervalu b/a spojenim prazdné mnoziny. Pokud a < z, tak

x = \/{a\/u | u € At(G),u £ a a zaroven u < x}.
Proto je z spojenim atomi v intervalu b/a. ([l

LEMMA 15.10. KaZdy prvek geometrického svazu je spojenim mezdvislé
mnoziny atomd.

DUKAz. Kazdy prvek x geometrického svazu je spojenim mnoziny atoma.
Ozna¢me tuto mnozinu X. Podle Lemmatu 15.4 existuje nezéavisla I C X,
kterda mnozinu X generuje. Potom plati, ze x = \/ X =/ I. O

Usekovyj doplnek prvku a ve svazu A s nejmensim prvkem je b takoveé,
7ze a Ab= 0.V tomoto piipadé budeme spojeni prvku a,b znacit také a ® b
(tj., ¢ = a ® b znadi, Ze ¢ = a V b a zarovenr a A b = 0. Doplnék prvku a
v omezeném svazu je prvek b takovy, ze 1 = a @ b. Rekneme, Ze svaz A je
komplementdrni je-li omezeny a kazdy jeho prvek mé alespon jeden doplnék.
Rekneme, Ze svaz A je relativné komplementdrni pokud je kazdy jeho interval
komplementarni.

VETA 15.11. KaZdy geometrickyj svaz je komplementdrni.

DUKAZ. Geometricky svaz je algebraicky a tedy z definice omezeny. Bud
G geometricky svaz a a € G jeho prvek. Podle Lemmatu 15.4 existuje ne-
zavisld podmnozina I mnoziny {u € At(G) | u < a}, kterd tuto mnozinu
generuje. Navic lze mnozinu I rozsifit na nezévislou mnozinu J, ktera ge-
neruje celou mnozinu At(G). Plati, ze a = \/ I. Polozme b = \/(J \ I). Z
nazévislosti mnoziny J plyne, Ze

anb=\/IA\/(J\D)=\/Un(@\I)=\/0=0.
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ProtoZe je svaz G atomarni a J generuje mnozinu vSech jeho atomu, \/ J = 1.

Proto
avb=\/Iv\/(J\D)=\/Tu@\D)=\/T=1

Ukazali jsme, Ze b je doplnék prvku a. O

Podle Lemmatu 15.9 je kazdy interval geometrického svazu geometricky
a tedy komplementarni svaz. Odtud dostaneme, ze

DUSLEDEK 15.12. Geometricky svaz je usekové komplementdrnt.

15.3. Perspektivita, projektivita atomiu a direktni rozklad. Prvky
a, b svazu A jsou perspektivni, pokud maji spole¢ny tusekovy doplnék, tj., po-
kud existuje c € A takové, ze a®c = b@ec. To, Ze jsou prvky a, b perspektivni,
znacime a ~ b.

LEMMA 15.13. V omezeném relativné komplementdrnim svazu A jsou
dva prvky perspektivni praveé kdyz maji spolecnyj doplnek.

DUKAZ. Necht a,b,c € A jsou takové, ze a ® ¢ = b @ c¢. Uvazme doplnék
d prvku a @ ¢ v intervalu 1/c. Potom plati, ze aVd = aVecVd =1 a zaroven
aNd=aA(a®c)Nd=aAc=0.Proto1=a®d. Podobné ukdzeme, ze
1 =b®d. Proto je d spoleény doplhek prvku a a b. ([l

Rekneme, Ze prvky a, b svazu A jsou projektivni, zna¢ime a =~ b, pokud
existuje posloupnost a = xg ~ 1 ~ --- ~ x, = b. To znamen4, Ze relace
projektivity je tranzitivnim obalem perspektivity. Obé relace jsou z definice
symmetrické. V komplementarnim svazu jsou i reflexivni a tedy relace pro-
jektivity urcuje ekvivalenci na mnoziné A. Pro nas bude zvlast zajimava
restrikce relace ~ na mnozinu At(A).

Svaz A je direktné nerozloZitelny pokud nelze vyjadrit jako direktni sou-
¢in dvou svych vlastnich podsvazii.

LEMMA 15.14. Atomdrni svaz ve kterém jsou kazZdé dva atomy projek-
tivni, je direkiné nerozloZitelny.

DUKAzZ. Bud A atoméarni svaz jehoz kazdé dva atomy jsou projektivni.
Pro spor predpokladejme, Ze je direktnim souc¢inem svych dvou vlastnich
podsvazii B a C. Svaz A ztotoznime se sou¢inem B X C. Kazdy prvek
svazu A ma tedy jednoznacné vyjadreni ve tvaru (b,c), kde b€ B ace C.
Pro atom (u,v) svazu A plati, Zze (u,v) = (u,0) V (0,v), a proto budto
u = 0, nebo v = 0. Naopak, je-li u atom svazu B, je (u,0) atom svazu
A a podobné, je-li v atom svazu C, je (0,v) atom svazu A. Proto plati,
7e At(A) = (At(B) x {0}) U ({0} x At(C)). Zvolme u € At(B) a v €
At(C). Podle predpokladu je (u,0) =~ (0,v) a proto ve svazu A existuje
posloupnost (u,0) = xg ~ 1 ~ --- ~ z, = (0,v). Exituje i < n takové,
ze x; = (b,0) a x4 = (V',) je takové, ze ¢ # 0. Protoze z; ~ x;41
existuje y = (e, f) € B x C takové, 7e x; @ y = x;41 @ y. Odtud plyne, Ze
(bVe,f)=a;Vy=xzi11Vy = ('Ve,dVf). Proto f =V f. Odtud plyne,
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ze d < f,atedy ¢ = A f. Zaroven plati, ze 0 = z;41 Ay = (0, A f).
Odtud dostaneme, ze ¢ = 0. To je spor. U

Mnozina U C At(A) je minimdlni zdvisld pokud neni nezavisla a kazda
jeji vlastni podmnozina je nezévisla. Protoze je nekoneéna mnozina nezavisla
pravé kdyz je nezavisla kazda jeji koneéna podmnozina. Odtud vidime, Ze
minimalni zavisla mnozina musi byt konecna.

LEMMA 15.15. Bud A semimoduldrni svaz. Je-li mnozina U C At(A)
minimdlng zdvisld, pak uw € U \ {u} pro vSechna uw € U.

DUKAZ. Mnozina U\ {u} je nezavisla. Piedpokladejme, 7e u ¢ (U\ {u}).
Potom u < \/(U \ {u}), a podle Lemmatu 15.2 je mnoZzina U nezévisla. To
je spor. ([

LEMMA 15.16. Bud U minimdlni zdvisld mnoZina atomi semimoduldr-
ntho svazu. Pak jsou kazZdé dva atomy z U perspektivni.

DUkAz. Necht u,v € U. Polozme w = \/(U \ {u,v}). Protoze u €
U\ {v} a zaroven v € U \ {u}, plati rovnost u Vw = \/(U \ {v}) =V U =
V(U \ {u}) = vV w. Mnoziny U \ {u} a U\ {v} jsou nezavislé a proto
uAw=vAw = 0. Celkem tak méme, Ze u D w = v G w, odkud u ~v. [

LEMMA 15.17. Nechtu je atom semimoduldrniho svazu A. MnoZina U C
At(A) \ {u} je minimdlni vzhledem k inkluzi takovd, Ze uw € U prdvé kdyz je
mnozina {u} UU minimdlni zdvisld.

DUKAZ. Polozme V = {u} UU. (=) ProtoZe u € U, mnoZina V nenf
nezavisla. Zvolme v € V libovolné. Je-li v = u, plati rovnost V' \ {v} = U.
Pokud by mnozina U nebyla nezavisla, existovala by W C U takova, Ze
W =U. Pak ale u € W, coz by byl spor s minimalitou U vzhledem k inkluzi.
Predpokladejme, Ze v # u, a proto v € U. Mnozina U \ {v} je nezavisla
(nebot U je nezavisld) a z minimality U plyne, ze u ¢ U \ {v}. Vzhledem
k Dusledku 15.3 je mnozina {u} U (U \ {v}) = V' \ {v} nezavisla. Proto je
mnozina V' minimalni zévisla. (<) Protoze u ¢ U, je U vlastni podmnozina
V a proto je nezavisla. Protoze mnozina V nezavisla neni, u € U vzhldem k
Disledku 15.3. Je-li W vlastni podmnozina U, je mnozina {u} U W vlastni
podmnozinou V' a proto je nezavisla. Odtud plyne, 7e u ¢ W. U

DUSLEDEK 15.18. Necht u je atom semimoduldrniho svazu A. Pak v
kazdé U C At(A) takové, Ze u € U ezistuje atom v € U perspektivni u.

DUKAZ. Existuje koneéné V C U takové, 7e u < V. Zvolme takové V s
nejmensim poctem prvka. Z Lemmatu 15.17 plyne, Ze je mnozina {u} UV
miniméln{ zavisla. Vzhledem k Lemmatu 15.16 je v ~ u pro kazdé v € V. [

VETA 15.19. KaZdy geometricky svaz je direktnim soucinem direktné ne-
rozloZitelnyjch geometrickych svazii.
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DUKAzZ. Bud A geometricky svaz. Pro kazdy atom w svazu A poloZzme
R, ={v e At(A) | v~ u}.

Relace projektivity je ekvivalenci na A, a proto mnoziny R, tvoii rozklad
At(A). Zvolme mnoZzinu A reprezentanti téchto tfid (tj., A C At(A) a
mnozina A N R, je jednoprvkova pro kazdé u € At(A)).
Oznac¢me A, = \/ R,/0 dolni interval svazu A ureny prvkem \/ R,.
Definujme zobrazeni
p: A— H Ay
u€EA

a— (aN \/ Ry)ueu-

ProtoZze operace spojeni, resp. priseku, odpovidaji suprému, resp. infimu,
je monotonni bijekce svazli svazovym izomorfismem. Zobrazeni ¢ je ziejmeé
monotonni. UkdZeme, Ze je prosté. Necht a £ b ve svazu A. Protoze je svaz
A atomarni, existuje atom v takovy, ze v < a ale v £ b. Existuje pravé jedno
u € A takové, ze u ~ v. Potom v € Ry, aprotov < aA\/ R, av £ bA\ Ry,
odkud plyne, ze p(a) = (aARy)uen £ (BARy)uea = ©(b). Proto je zobrazeni
¢ prosté. Zbyva ukazat, Ze je zobrazeni ¢ na. Bud (a,)yea libovolny prvek
z [[,en Au. Polozme a = \/,ca ay. Ukdzeme, ze ¢(a) = (au)uea. Podle
definice je p(a) = (a A\ Ry)uen. Je tedy t¥eba ukazat, Ze pro kazdé u € A
plati rovnost a, = a A'\/ R,. Z¥ejmé plati, Ze a,, < a A'\/ R,. Abychom
ukézali opafnou nerovnost, uvazme atom v < a A \/ R,. ProtoZe je kazdy
atom geometrického svazu kompaktni, plyne z v < \/ Ry, 7e v € R,,. Podle
Disledku 15.18 je v projektivni nékterému atomu z R,. To znamené, Ze
v € Ry. Pro kazdé u € A existuje S, C R,, takova, ze a, = \/ Sy. Polozme
S = Uuen Su- Protoze je v < a = \/S, v € 5. Z mnoziny S vybereme
podmnozinu 7 minimalni vzhledem k inkluzi takovou, ze v € T. Pokud
v € T, (pak nutné T = {v}), plati, ze v € S, a tedy v < a,. Pokud
v ¢ T, je vzhledem k Lemmatu 15.17 mnozina 7' U {v} minimalni zavisla.
Podle Lemmatu 15.16 jsou v8echny jeji prvky perspektivni. Proto je T' C S,,.
Odtud dostaneme, 7e v < \/ T < \/ S, = a,. Proto plati i opatna nerovnost
aANV Ry < ay.

Svazy A, jsou intervaly v geometrickém svazu A, a proto jsou podle
Lemmatu 15.9 geometrické. Nakonec ukézeme, Ze jsou svazy A, direktné
nerozlozitelné. Ukazeme, Ze jsou-li prvky a,b € A, projektivni v A, jsou
projektivni také ve svazu A,. Ve svazu A existuje posloupnost a = zg ~
x1~ - ~xy,=>b. Prokazdéi=0,1,...,n — 1 existuje y; € A takové, Ze
T DY, = xi01 Dy Bud my: HUGA A, — A, kanonicka projekce. Potom
oy (x;) ® emu(Yi) = emu(Tit1) © emu(yi) pro viechna ¢ € {0,1,...,n — 1}.

Odtud dostaneme, ze a = ¢y (xg) ~ @my(r1) ~ - ~ pmy(x,) = b ve
svazu A,. Proto jsou vSechny atomy svazu A, projektivni a vzhledem k
Lemmatu 15.14 je svaz A, direktné nerozlozitelny. O

7 dikazu Véty 15.19 dostaneme, ze
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DUSLEDEK 15.20. Geometricky svaz je direkiné nerozloZitelny prdavé kdyz
jsou kazdé jeho dva atomy projektivni.

VETA 15.21. V geometrickém svazu je perspektivita atomi tranzitiond.

DUKAzZ. Bud A geometricky svaz a u, v, w trojice jeho atomii takové, Ze
u ~ v ~ w. Ukdzeme, Ze také u ~ w. Podle definice existuje a € A takovy,
7Ze u®a = v@a. ProtoZe je geometricky svaz atomarni, existuje podmnozina
U C At(A takova, ze a = \/ U. Potom u < vV \/ U, a protoZe jsou atomy
v geometrickém svazu kompaktni, existuje koneéna K C U takova, ze u <
vV'\/ K. Z mnoziny K muZeme vybrat nezavislou podmnozinu X takovou,
7ze \ K =\/ X. Pfedpokladejme, Ze X je nejmensi nezavisla podmnozina U
takova, ze u < vV \/ X. Protoze u £ a, mame, ze u £ \/ X a vzhledem k
minimalité velikosti X, u £ vV \/ X’ pro Zadnou vlastni podmnozinu X’
mnoziny X. Vzhledem k Lemmatu 15.17 je mnozina {u,v} U X minimalni
zévisla.

Protoze v ~ w, je v ® b = w @ b pro néjaké b € A. Najdeme V C At(A)
takovou, ze b =\/V a kone¢nou L C V takovou, ze v < w V \/ L. Vzhledem
k Lemmatu 15.4 existuje Y C L takova, Ze je mnozina {v} U X UY nezavisla
a zaroven \/({v}UXUL)=\({v}UXUY).

Vzhledem k nezavislosti mnoziny {v} U X UY (cf. rovnost (15.1)) plati,

(Vorux))a A Vrufehux\feh) =

feX

v

ze

=V {vuxX)n T u{lux\{&g) | =

£ex

=V ([vulxnHux\{) ] | =VY
feX
Polozme y = \/Y, z = VX a & = \/(X \ {¢}) pro kazdé £ € X. Potom

muzeme odvozenou rovnost piepsat ve tvaru

y=@vyr N\@wvivy).
cex
Protoze Y C L a w ¢ L, plati, ze w £ y. Proto budto w £ z V y nebo
existuje € € X takové, Ze w £ vV EV y.

V prvnim pifpadé méme, ze w £ x Vy, alew <vV\ L <vVaVy=
uV xVy. Vzhledem k Lemmatu 15.5 pak v < wV 2 Vy a zaroven u £ =V y.
Odtud plyne, ze u® (z Vy) = w @ (z V y), a proto u ~ w.

Ve druhém pripadé plati, ze w £ vV é V y pro nékteré £ € X. Protoze
je mnozina {u,v} U X minimalni zavisla, plati, ze u Vv V £ =vVaz. Odtud
dostaneme, ze w <vV\/ L <vVaVy= u\/v\/f\/y. Nyni podobné jako v
prvnim piipadé pouzijeme Lemma 15.5. Dostaneme rovnost u® (vVEVy) =
w® (vVEVyY), aproto u ~ w. O
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