PROSEMINAR Z KOMUTATIVNICH OKRUHU
RESENI ULOH 4

Uloha 4.1. Bud B podgrupa konecné Abelovy grupy A. Ukazte, Ze existuje podgrupa
C grupy A takovd, 7¢ A/B ~ C.

Reseni 4.1. Kanonickd projekce Ta/B (tj. zobrazeni a — a + B) zobrazi kazdou
p-primdrni komponentu grupy A na p-primdrni komponentu faktor-grupy A/B.
Proto miZeme bez ujmy na obecnosti pFedpoklddat, Ze A je p-grupa pro néjaké
prvocislo p.

Pripomenime, Ze typem p-grupy A rozumime posloupnost typ A := (r1,ra, (,)Tk)
splriugici ry > rg > -+ > 11 takovou, Ze

k
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Na prosemindti jsme ukdzali, Ze tato posloupnost je grupou A urcena jednoznacneé.
Na mnoZiné vSech typi zavedem uspoiddani takto:
(ri,mo, ...,y < (s1,82,..., )

pokud k <1 ar; <s; pro vSechna i € {1,2,...,k}.

Snadno nahlédneme, Ze pro kazdy typ (q1,q2,...,q;) < typ A existuje podgrupa
C grupy @le Zyr: takovd, Ze typ C = (q1, G2, - .., q;). Staci totiZ vzit
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Zbyva ukdzat, Ze typ D < typ A, pro kaZdou faktorgupu D grupy A. Dikaz
povedeme indukci podle typu grupy A. Bud ¢: A — D projekce a necht typ D =
(¢1,42,---,q;). Plati, Ze p(pA) = pp(A) = pD. Proto miZeme piedpisem a+pA —
p(a) = pD definovat epimorfismus Z,-vektorovjch prostori A/pA — D/pD.
Viimnéme si, Ze k = dim(A/pA) a j = dim(D/pD). Odtud plyne, Ze j < k.
Je typpA = (ri — 1,ro—1,...,1 — 1), kde k' je nejuétsi takové, Ze riy > 1. Po-
dobné, jetyppD = (¢1 — 1,92 — 1,...,q; — 1), kde j' je nejuétsi takové, Ze q; > 1.
Restrikce ¢ [ pA: pA — p(pA) = pD je projekci a z indukéniho predpoladu odvo-
dime, Ze typpD < typ A a tedy j’ < k' aq;—1 <r;—1 pro vsechnai € {1,2,...,j'}.
Odtud a z jiZ dokdzaného j < k dostaneme, Ze typ D < typ A.

Uloha 4.2. Ukaszte, e kazdd konecné generovand podgrupa Abelovy grupy Q raci-
ondlnich cisel je cyklickd.

ResSeni 4.2. Protoze podgrupa cyklické grupy je cyklickd, staci ukdzat, Ze kazdd
konecénd mnoZina raciondlnich ¢isel je obsaZena v cyklické podgrupé Q. Plati ale, Ze
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