PROSEMINAR Z KOMUTATIVNICH OKRUHU
ULOHA 3

Uloha 3.1. Bud A konecné generovand volnd Abelova grupa a B jeji podgrupa.
Ukazte, Ze faktorovd grupa A/B je torzni prdvé kdyZ rank A = rank B.

ReSeni 3.1. (=) Piedpoklidejme nejprue, Ze je faktorovd grupa A/B torzni. Bud
n =rank A a {a1,...,a,} néjakd bize A. ProtoZe je faktor A/B torzni, existuje
pro kazdé i € {1,2,...,n} nenulové celé cislo o; tak, Ze aa; € B. PoloZme =
Qg - 6 vsimnéme si, Ze BA C B. ProtoZe je grupa A wvolnd a tedy beztorzni,
je zobrazeni pg: A = B, a — Pa, vnofenim. Proto je A izomorfni podgrupé grupy
B a tedy rank A < rank B.

(<) Piedpoklidejme nyni, Ze faktorovd grupa A/B neni torzni. Potom existuje
nenulovd volnd Abelova grupa F, tak Ze A/B = T(A/B) ® F. Odtud plyne, Ze
existuje projekce ¢: A — F takovd, Ze B C kert. ProtoZe je F wolnd, existuje
homomorfismus ¢: F — A takovy, Ze sloZeni v o ¢ je identita na F. Odtud plyne,
Ze A = kery) @ p(F) a tedy B @ o(F) je podgrupou grupy A. ProtoZe je sloZent
o identitou na F, je o(F) ~ F # 0 a tedy rank B < rank(B@® ¢(F')) < rank A.



