KOMBINATORICKA TEORIE GRUP

1. VOLNA GRUPA A VOLNY SOUCIN GRUP
1.1. Existence volné grupy.

Definice. Podmnozina X grupy F' je jeji volnou bdzi jestlize kazdé
zobrazeni f: X — G z mnoziny X do grupy G je mozné rozsitit praveée
jednim zptisobem na homomorfismus ¢: F' — G (viz obrazek).

X <€ F
X \LEI!cp
G

Grupa F' je volnd, mé-li néjakou volnou bazi.

Nyni, maje libovolnou mnozinu X, budeme smérovat ke konstrukei
volné Fx grupy s bazi X. UkaZzeme, ze hledanou grupou je grupa
vSech redukovanych slov nad X spolu s operaci redukovaného naso-
beni. Ozna¢me X ' = {z7! |z € X}.

Definice. Slovem nad mnozinou X budeme rozumét (p¥ipadné i prazd-
nou) posloupnost w = wy, ..., ¥,_1, kde z; € X U X 1. Prazdné slovo
budeme znadcit ().

Fixujme mnozinu X . Nebude-li feceno jinak, budeme slovem ve zbytku
této kapitoly minit slovo nad mnozinou X.

Definice. Soucinem slov v =xg,...,T,_1 & W = 4o, ..., Yn_1 budeme
rozumét slovo v w = g, ..., Tp_1, Y0, - - Yn—1-

Slovo z je 1sekem slova w existuji-li slova u, v tak, ze w = u"z"v.

Definice. Slovo w je v redukovaném tvaru neobsahuje-li tisek x, 27!

nebo 7!, x pro néjaké © € X. Ozna¢me Fyx mnozinu viech slov v
redukovaném tvaru.

Pro x € X definujme (z7')™! = z a pro slovo w = zg,..., T,

polozme w=! =z, 1 ... 2yt

Definice. Necht v, w jsou slova a necht u je nejdelsi pocatecni tsek
slova w takovy, Ze u™! je koncovy tsek slova v, tj. takovy, Zze v = p"u~"
a w = u”q pro vhodné tseky p, resp. ¢ slov v, resp. w. Redukovanym

soucinem slov v, w, ktery zna¢ime vw, pak rozumime slovo p”q.
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Snadno nahlédneme, ze redukovany soucin slov v redukovaném tvaru
je opét slovo v redukovaném tvaru.

Véta 1.1. Ztotoinime-li prvek x € X s posloupnosti x, tvori mnoZina
Fx spolu s redukovanym ndsobenim volnou grupu s bazi X .

Diikaz. Ozna¢me S grupu vSech permutaci mnoziny F'x. Definujme
zobrazeni ®: Fxy — S takto: Prox € X a xg,...,r,_1 € F'x necht

(P(.’L')(.I'O,...,[En_l) — {.Tl, y Tp—1 P.O ud zg T
[L’,xo,...,;cnfl Jlnak
a
ey Ty okud —
@(.’]3’71)(1'07,1"”71) — {I1_71 737 1 p u LL‘O T
L5 X055 Tn—1 Jlnak.
Pro slovo ®(xy, ..., 2z, 1) definujme

O(zg, ..., Tpo1) = P(xg) 0+ 0 O(-1).

Snadno ovétime, ze ®(z) a ®(z~') jsou vzajemné inverzni zobrazeni a
tedy to jsou permutace mnoziny Fx. Odtud plyne, ze ®(xq, ..., z,_1) €
S pro kazdé slovo xzg,...,z,1 a ze ®: Fx — S je homomorfismus
grupoidu Fly s redukovanym nasobenim na podgrupu grupy S.

Je-li xg,...,z,_1 slovo v redukovaném tvaru, je

(I)(ZL'(), PN ,.%'n_l)(l) =Ty Tpn_1.

Odtud je vidét, ze jsou-li v, w rizna slova v redukovaném tvaru, je
O(v)(1) =v # w=P(w)(1) a tedy ®(v) # ®(w). Proto je zobrazeni &
prosté. Odtud plyne, Ze Fx je grupa.

Bud G grupa a ¢ zobrazeni z mnoziny v8ech slov nad X do G. Pokud
pro libovolna slova u, v plati, ze

(i) e(u™) = p(u)™,

(ii) p(u"v) = p(u)p(v),
je restrikce ¢: F'x — G grupovy homomorfismus. Potom totiz pro slova
v=7p"u"!aw=u"qvredukovaném tvaru, kde u je nejdelsi pocatecni
usek slova w, ktery jehoz inverse je zaroven koncovym tsekem slova v,
plati

p(vw) = oP)e(q) = e(p)eu ) e(u)e(q) = e(v)e(w).

Bud G grupa a f: X — G zobrazeni. Kazdy homomorfismus ¢: Fy —
G rozcitujici zobrazeni f nutné spliuje

(11) @(xgoa cee 7'%21711) = f(xO)EO e f(xnfl)gn_la
pro kazdé redukované slovo w = zg°,...,z," 7', kde 7; € X a g €

{—1,1}. Tim je vSak tento homomorfismus urcen jednozna¢né. Naopak
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zobrazeni, které slovu w prifadi hodnotu urc¢enou rovnosti (1.1) spliuje
podminky (i) a (ii) a tedy ¢: Fx — G je grupovy homomorfismus. [

Dausledek 1.2. Bud X podmnoZina grupy G. Potom je X wolnou bazi
grupy (X) pravé kdyz v G plati, Ze

(12) o Tp-1 7é 1.

pro kaZdé neprdazdné slovo v redukovaném tvaru xo, ..., T,—1 nad X.

Diikaz. Je-li podminka (1.2) spliiena, je homomorfismus ¢: Fy — G
rozsifujici identitu f: X — X vnofeni, a tedy ¢(Fyx) = (X) je volna
grupa s bazi X.

Naopak, je-li X volnou bazi grupu (X), je identita f: X — X rozsi-
fena homomorfismem v : (X) — Fy. Pro neprazdné slovo v redukova-
ném tvaru xo, ..., x,_1 pak plati

V(@0 Tp-1) = To, -+, Tno1 £ 1,
odkud plyne (1.2). O

Disledek 1.3. KaZdy prvek volné grupy s bazi X je soucinem prdavé
jednoho slova v redukovaném tvaru nad X.

1.2. Volny souc¢in grup. Po té co jsme definovali volnou grupu podi-
vejme se jesté na volny soucin grup, ktery pojem volné grupy prirozené
zobecnuje. Volné grupa totiz odpovida volnému soucinu cyklickyc grup
nekonecného radu.

Definice. Volngm soucinem grup {G; | ¢ € I}, kde I je n&jaka in-
dexova mnozina, rozumime grupu oznacenou [;c; GG; spolu s vnore-
nimi ¢;: G; — U;e; G; takovou, Ze pro kazdou grupu H a kazdé homo-
morfismy {¢;: G; — H | i € I} existuje pravé jeden homomorfismus
v Uier G; — H takovy, ze ¢; = 1 o 1; pro vSechna i € [I.

Vlastnosti volného soucinu znézoriuje nasledujici diagram:

Uier Gii -
L
G, G 3y
;
Pi
H

Bud G = {G, | i € I} soubor (pro jednoduchost predpokladejme po
dvou disjunktnich) grup. Slovem nad souborem G rozuméjme posloup-
nost go, ..., gn—1 takovou, Ze kazdy z prvki g; je rizny od jednotky a
lezi v nékteré z grup G;. Rekneme, ze slovo gg, ..., gn_1 nad souborem
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G je v x-redukovaném tvaru (téz x-redukované) pokud g; € G; implikuje
gj+1 ¢ G; pro kazdé j € {0,...,n — 2}, tj., lezi-li jeho sousedni znaky
v riiznych grupach ze souboru G. Podobné jako v pripadé volné grupy
bychom ukézali, ze volny souc¢in [;c; G; muzeme ztotoznit s grupou
vSech x-redukovanych slov.

Véta 1.4. Bud' G = {G, | i € I} soubor disjunktnich grup. Potom ve
volném soucinu U;c; G; plati tato dvé tvrzent:

(i) Soucin neprazdného x-redukovaného slova je rizny od jednotky.
(ii) Kazdy prvek Uier G; je soucinem prdavé jednoho x-redukovanOho
slova.

2. NIELSENOVSKY REDUKOVANA MNOZINA

Bud dana mnozina X. Slovem budeme opét rozumét slovo nad X.
Délku prazdného slova definujme jako 0. Délka |w| neprazdného slova
w = g, . .., T,_1 bud &slo n. Pro podmnozinu U C Fy polozme U*! =
vuu-t.

Definice. Neprazdnou podmnozina U grupy Flx je Nielsenovsky re-
dukovand (kratce N-redukovand), jestlize U MU' = ) a pro viechna
w,v,w € UT! plati, ze

(N) je-li uv # 1 # vw, potom |uvw| > |u| + |w| — |v|.

Véta 2.1. Je-li U C F N-redukovand mnoZina, potom je grupa (U)
volnd a U tvori jeji bdzi.

Diikaz. Pro u € U*! oznac¢me L(u) nejdelsi pocatecni tsek slova u,
ktery se krati v sou¢inu xu pro nékteré x € U*! \ {u~'}. Podobné
oznaéme R(u) nejdelsi koncovy tsek slova u, ktery se krati v souc¢inu
uy pro nékteré y € U\ {u™'} (tedy R(u) = L(u™1)71).

Z podminky (N) plyne |u| > |L(u)| + |R(u)|. Jinak by se totiz slovo
u v redukovaném soucinu xuy zcela vykratilo a platilo by tedy, Ze

[wuy| < |xf + [ul + [yl = 2ful = |z] + [y] — |ul.
Odtud plyne, Ze existuje neprazdny usek M (u) slova u tak, ze
u= L(u)"M(u)"R(u).

Indukci snadno nahlédneme, Ze je-li vy, . .., v, posloupnost prvkii z U*!
takové, ze v;vip1 # 1 pro 1 < i < n, podslova M(v;) zustanou v
redukovaném soucinu vy - - - v, nezkracena. Specialné vy ---v,| > n a
tedy vy - - - v, # 1. Protoze UNU ! = (), je soucin neprazdné redukované
posoupnosti nad U rizny od jedné, odkud plyne dokazované. O



3. HNN-ROZSIRENI A AMALGAMY GRUP

3.1. HNN-rozsifeni. Budeme uzivat nésledujici znaceni: Je-li dana
grupa G s prezentaci (X | A), oznac¢ime symbolem (G; Y | I') grupu s
prezentaci (X UY | AUT), pritom vzdy predpokladame, Ze mnoZiny
X a 'Y jsou disjunktni.

Definice. Bud G grupa s danou dvojici izomorfnich podgrup A, B a
izomorfismem ¢: A — B. Grupu

G, = <G;t |t tat = ¢(a), a € A>

nazveme HNN-rozsirenim grupy G se stabilizujicim znakem t a asocio-
vanymi podgrupami A, B.

Fixujme HNN-rozsifeni G,. NiZe budeme pracovat s posloupnostmi
tvaru go, t,..., t°", gn, kde g; € G a ¢; € {—1,1}. Symbolem V
ozna¢me mnozinu vSech takovych posloupnosti. Cislo n nazveme délkou
posloupnosti gg, t°, ..., t°", g,.

Definice. St¢p bud posloupnost tvaru t°, g,t7° takova, ze budto ¢ =
—lagée Aneboe =1a g€ B. Rekneme, Ze posloupnost gg, t°', ...,
t*, gn € V je v. HNN-redukovaném tvaru (téz HNN-redukovand) pokud
neobsahuje stép.

Lemma 3.1. KaZdy prvek g € G, je soucinem posloupnosti v HNN-
redukovaném tvaru.

Diikaz. Zvolme g € G,. Mezi viemi posloupnostmi z V jejichZ sou¢inem
je prvek g vyberme nejkratsi a ukazme, ze je v HNN-redukovaném
tvaru. Pro spor predpokladejme, Ze tomu tak neni. Potom vybrana

posloupnost gg, t°',..., t°*, g, obsahuje stép t% g;, t%+' ktery lze
nahradit prvkem ¢ =% (g;). Tim dostaneme posloupnost g, ¢!, . .., t5-1,
Gic19 (i) Giv1, t5H2, ..., 157 g, z V krat$i délky, jejimz sou¢inem je
opét prvek g. To je spor. 0

V grupé G zvolme systémy reprezentantii pravych rozkladovych tiid
podle podgrup A, resp. B v nichz jsou podgrupy A, resp. B reprezen-
tovany jednotkou. Pro kazdé ¢ € G oznaéme symboly ¢*, resp. g%,
zvolené reprezentanty podle A, resp. B takové, ze Ag = Ag”, resp.
Bg = BgP.

Definice. Rekneme, ze posloupnost 9o, t°', ..., 7", gn €V je v normdl-
nim tvaru, jestlize neobsahuje podposloupnost t°,1,17° a

T —1, je g; zvoleny reprezentant t¥idy Ag;,
e-li
! g; =1,  je g; zvoleny reprezentant tiidy Bg;.
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Lemma 3.2. Bud g € G, soucinem posloupnosti g, t°*,..., t°, g, v
HNN-redukovaném tvaru. Potom je g soucinem néjaké posloupnosti hy,
1, ...t hy, v normdlnim tvaru téze délky a se stejnou posloupnosti
exponentt €1,..., Ep.

Diikaz. Ukazeme, 7e navic plati, Ze gy tho € A pokud e; = 1 a gy 'hg €
B pokud g1 = —1. Diikaz provedem indukei podle n. Pron = 0je g = gy
a ,jednoclend posloupnost gy je v normalnim tvaru. Predpokladejme,
ze dokazované plati pro kazdy prvek h € G, jeZz je soucinem kratsi
posloupnosti v HNN-redukovaném tvaru. Specialné h = ¢t°2 - - - g,
je soucinem posloupnosti hy, t%2,..., t°* h, v normalnim tvaru. Je-li
g1 = —1, rozlozme h, = ahlA, kde nutné a € A. Z definujicich relaci
grupy G, pak dostaneme, Ze t'a = ¢(a)t ™! a proto je g sou¢inem pro-
sloupnosti gop(a), 1, hit, t%2, ...t h,. Je-li h{t # 1 nebo gy = —1,
je vysledna posloupnost v normalnim tvaru. Je-li b = 1 a g = 1
je hy = a € A a z indukéntho piedpokladu ¢g;'h; € A dostavame,
ze g1 € A. To by ale znamenalo existenci Stépu t°', g1, %2 v posloup-
nosti go, t', ..., t°", gn, kterd je HNN-redukovaném tvaru, coz je spor.

vvvvv

indukéni krok hotov. Je-li € = 1 postupujeme obdobné. 0

Véta 3.3 (O normalnim tvaru). KaZdy prvek G, je soucinem prdvé
jedné posloupnosti v normdlnim tvaru.

Diikaz. Vzhledem k Lemmatu 3.1 je kazdy prvek g € G, soucinem po-
sloupnosti v HNN-redukovaném tvaru a podle Lemmatu 3.2 je pak také
soucinem posloupnosti v normalnim tvaru. Zbyva ukazat jednoznacnost
této posloupnosti.

Uvazme mnozinu WV vSech posloupnosti v normélnim tvaru a oznac¢me
S(W) grupu vSech permutaci této mnoziny. Pro g € G a g, t*, ...,
t°7, g, € W definujme

\I/(g) = ggo’tfl’ s >t€nagn-
Je ihned vidét, ze W(gh) = ¥(g) o ¥(h) a ze ¥(gg~") je identickou per-
mutaci mnoziny W. Proto je ¥: G — S(W) grupovy homomorfismus.

Fixujme posloupnost gg, t°*, ..., t°", g, € W. Nejprve rozlozme gy =
bog¥ (kde by € B) a definujme

bo)gr, 12, .t g, tgh =1 =-1
U(t)(go, 7, 17 ga) = 1< 0)g1; p o T e
o Hbo),t, gy, ..., t", g, jinak.

Dale rozlozme gy = aggy (kde ag € A) a definujme

\Ij(t_l)<90 tet ten g ) = sO(aO)glatEZ, ce 7t€nagn 964 =1la €1 = 17
o am gp(ao),t,g(;‘,tel,...,tE",gn . jinak.
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Méjme libovolné a € A. Nejprve predpokladejme, 7e g& =1 ae; = —1.
Potom gy = by a podle predchozich definic plati, ze

(U(t™) 0 U(a) o U(t))(go, 17, .. -, 1", gn) =
(Tt o W(a) (@ (bo)gr, t72, ... 15", gn) =
(Ut (ap ™ (bo)gr, t°2, ..., 15", gn).

Protoze je posloupnost go, t°', ..., t°", g, v normalnim tvaru, je g; zvo-
leny reprezentant rozkladové t¥idy podle A a je-li g; = 1, nutné g5 = —1
(zvolena posloupnost neobsahuje podposloupnost ¢!, ¢). Odtud a z
predpist pro zobrazeni ¥ dostavame, ze

Ut N (ap  (bo)gr, 12, ..., 15", gn) =
o(a)bo, t ™, g1, 12, ..t g, =
p(a)go, 1, g1, 12, .t gy =
U(p(a))(go t5 g1, 172, - 1", gn).
Nyni piedpokladejme, 7e g # 1 nebo €; = 1. Potom
(W) 0 W(a) o WD) g0, £, £, gu) =
(W() 0 W(a)) (6 (o), 108 17 g1, 1717 ) =
() (ap™ (bo), b g5, 1 91,12, 17 gp) =
p(a)bogy , 17, g1, 172, . 5 gy =
p(a)go, t7, g1, 12, .t g =
U(p(a))(go, t°, g1, 172, ..., 1, gn).

Pro a = 1 vidime, Zze ¥(t™') o U(t) je identickym zobrazenim na W .
Proto lze zobrazeni gY: G U {t,t7'} — S(W) rozsiiit na homomorfis-
mus U: (G;t) — S(W). Z uvedeného rozboru je navic vidét, ze

U(p(a)) = T(t")T(a)P(t) = U(t at),
to jest, Ze definujici relace grupy G, jsou v jadru zobrazeni W. Proto je

toto zobrazeni mozné faktorizovat na homomorfismus ¥: G, — S(W).
Snadno ovérime z predpisu definujicich zobrazeni ¥, ze pro posloup-

nost go, t°*, ..., t°*, g, v normalnim tvaru plati
U (gt - t7g,)(1) = go, t°, ..., t", gn.
To znamené, ze jsou-li g, t°', ..., t**, g, a hg, t™, ... t" h,, dvé

rizné posloupnosti v normalnim tvaru, je
U (gott- -t g,) # W(hot™- - -t"™h,,),

odkud plyne dokazovana jednoznacnost. 0
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Véta 3.4 (Brittonovo lemma). Predpisem, ktery proku g € G pFiradi
soucin HNN-redukované posloupnosti g délky nula je definovdno vno-
reni G — G,. Je-li go,t°%, ..., 1°", g, posloupnost v HNN-redukovaném
tvaru kladné délky, potom got*'gy - - - t°"g,, # 1.

Diikaz. Pro g € G je posloupnost sestavajici z ¢ v normalnim tvaru.
7 jednoznacnosti normalniho tvaru plune, Ze zobrazeni, které prvku
g € G priradi soucin posloupnosti g € W je vnoreni. Z Lemmatu 3.2
plyne, Ze je-li g € G, souc¢inem posloupnosti v HNN-redukovaném tvaru
kladné délky je také souc¢inem posloupnosti v normélnim tvaru kladné
délky. Z Véty 3.3 potom plyne, Ze tento soucin je rizny od jednotky. [

Definice. Slovo g, t3, ..., gn-1, to* je cyklicky HNN-redukované, je-1i
kazda jeho cyklickd permutace HNN-redukovana.

Rekneme, ze dvé slova jsou konjugovand, jsou-li konjugované jejich
souciny. VSimnéme si, ze vSechny cyklické permutace slova w jsou kon-
jugované. Uvazme nyni HNN-redukované tvary vsSech cyklickych per-
mutaci daného slova w. Ten z nich, ktery je nejkratsi délky je slovo
cyklicky HNN-redukované. Proto je kazdé slovo konjugované s néja-
kym cyklicky HNN-redukovanym slovem.

Véta 3.5. Obsahuje-li HNN-rozsiteni G, prvek g konecného fddu n,
potom grupa G' obsahuje prvek téhoZ Tadu, ktery je v grupeé G, s prokem
g konjugovdn.

Diikaz. Bud g € G, prvek kone¢ného tadu n. Bud w slovo v HNN-
redukovaném tvaru jehoz sou¢inem je g. Slovo w je konjugovano s cyk-
licky HNN-redukovanym slovem wu. 7 Brittonova lemmatu plyne, Ze
rad cyklicky HNN-redukované slovo kladné délky ma nekonecény rad
(w" - "w je slovo v. HNN-redukovaném tvaru). Rad soucinu slova u
mé vSak byt n. Proto u musi byt slovo v HNN-redukovaném tvaru
nulové délky a tedy odpovida prvku z G. U

Lemma 3.6. Necht G je podgrupa grupy H a necht p: A — B je
izomorfismus dvou podgrup grupy G. Potom je G, podgrupou grupy
H

-
Diikaz. Bud g € G, prvek ruzny od jednotky. Podle Lemmatu 3.1 je
prvek g souc¢inem posloupnosti gg, t°*, ..., t°*, g, v HNN-redukovaném
tvaru. Podle Brittonova lemmatu je soucin této posloupnosti v grupé
H, rizny od jednotky, odkud plyne dokazované. U

HNN-rozsiteni muzeme definivat i pro soubor dvojic izomorfnich
podgrup A;, B;, j € j spolu se zvolenymi izomorfismy ¢,: A; — B,
j € J, kde J je (ne nutné kone¢na) indexova mnozina.
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Definice. Necht jsou dany soubory {A4; | j € J} a {B; | j € J}
podgrup grupy G spolu se souborem ¢ = {p;: A; — B, | j € J}
izomorfismu. Potom grupu

Gy = (Gitj,5 € J | t; at; = pj(a),a € Aj,j € J)

nazveme HNN-rozsirenim s bazi G, stabilizujicimi znaky {t; | j € J} a
souborem asociovanijch podgrup {A;, B; | j € J}.

v v ~ s €1 1>
Symbolem V; ozna¢me mnozinu vSech posloupnosti go, £5;, ..., £",

Gn, kde g; € G, g; € {—1,1} a j; € J. Cislo n nazveme délkou této
posloupnosti.

Definice. §tépem nazveme posloupnost tvaru t5, g, t; takovou, ze budto

e=—-lage Ajneboe =1ag € Bj, kde j € J. Rekneme, Ze po-
sloupnost go, 31, ..., 5", g € Vs je v. HNN-redukovaném tvaru (nebo

HNN-redukovand) pokud neobsahuje $tép.
Je-li indexova mnozina J = {1,...,n} kone¢na, je ziejmé

Go = (- ((Ge)gs) -+ gn-

Je-li mnozina J nekonec¢né, snadno nahlédneme, ze
Gy, =1mG,,,

kde F' probiha vsechny kone¢né podmnoziny J. Odtud odvodime pii-
slusné zobecnéni Brittonova lemmatu.

Véta 3.7. Predpisem, ktery prvku g € G priradi soucin HNN-redukované
posloupnosti g délky nula je definovdino vnotent grupy G do G,. Soucin
posloupnosti v HNN-redukovaném tvaru kladné délky je rizny od jedné.

3.2. Amalgamy grup. S HNN-rozsifenim tzce souvisi pojem amal-
gamu grup, ktery, jak je zfejmé z néasledujicich definic prirozené zobec-
nuje volny soucin. Pro jednoduchost se omezme na amalgdm dvojice
grup Gg, G o kterych budeme navic vzdy predpokladat, Zze jsou dis-
junktni.

Definice. Necht A, a G;, 7 = 0,1 jsou grupy a j;,: A — G, jsou vnoreni.
Amalgamem grup Gy, G1 podle A nazveme grupu P s prezentaci

P = {Go;G1 | jo(a) = ji(a), a € A).
Polozme A; = j;(A) < G; a ¢ = j; 0 j, '. Potom ziejmé
P =(GoxGi|p(a) =a, a€ A

atedy P = (Go* G1)/N, kde N je normalni podgrupa grupy Gg * G,
generovand mnozinou {¢(a)a™' | a € Ag}.
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7 definice a nasledujicich ivah snadno nahlédneme, ze amalgdm P
spolu s vnorenimi grup Gy, G; tvori kolimitu diagramu

e
A

I

J1 G,
Lemma 3.8. Bud
(GO * Gl)ap = <G0 * Gl,t | QO(CL) = t_lat, a € AQ>

HNN-rozsireni volného soucinu Gy x G1 s asociovanymi podgrupami
Ay a Ay. Potom je homomorfismus ®: Gy x Gy — (Go * G1), urceny
predpisy

(3.1)

O(g) =t'gt pokud g € Gy
P(g) =g pokud g € G4

mozné faktorizovat pies homomorfismus V: P — (Gg * G1),. To zna-
mend, Ze diagram

GO * Gl
P o (GO*GI)Lpa

ve kterém m: (Go * G1) — P znaéi kanonickou projekci s jadrem N,
komutuge.

Diikaz. Staci ovérit, ze obraz ®(Gy* G1) spliiuje definujici relace grupy
P. Podle definic ale pro kazdé a € Ay plati, Ze

®(a) =t""at = p(a) = ®(p(a)).
0

Definice. Proi = 0,1 oznac¢me G, = G;\A;. Rekneme, ze x-redukované
slovo gg, ..., gn_1 z volného souc¢inu Gy *x G je v P-redukovaném tvaru
(téz P-redukované), pokud kazdy z prvki g; lezi v nékteré z mnozin Gy,
G'. Délkou poslopnosti v P-redukovaném tvaru rozumnéjme ¢islo n.

Lemma 3.9. Kazdy prvek g € P~ w(Ag) je soucinem posloupnosti v
P-redukovaném tvaru.

Diikaz. Bud go, ..., g, nejkratsi s-redukovana posloupnost v Gy * G
takova, ze ¢ = m(go) - 7(g,). Pokud n = 0, plyne z predpokladu
g € P~ m(Ay), ze go ¢ Gy NG a tedy zvolené posloupnost je podle
definice P-redukovana. Predpokladejme, ze n > 0. Pokud by ¢; € Ag
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pro nékteré 0 < ¢ < n, mohli bychom zvolenou posloupnost nahra-
dit kratsi posloupnosti go, ..., gi—2, 9i-19(9:)Gis1, Giv2s-- - Gn, kterd
by byla opét v x-redukovaném tvaru. Pokud by ¢g; € A; pro nékteré
0 < ¢ < n, mohli bychom analogicky zvolenou posloupnost nahra-
dit kratsi posloupnosti go,... Gi—2, gi-10 (9i)Git1, Gis2s- -y Gn V *-
redukovaném tvaru. V obou piipadech dostavame spor s minimalitou
n (v zapise pokladame g1 = 1 = g,11). Proto je zvolena posloupnost
v P-redukovaném. O

Nésledujici véta je analogii Brittonova lemmatu pro amalgam grup.

Véta 3.10. Plati ndsledugici:

(a) Grupy Gy a Gy jsou vnoteny do P.
(b) Soucin P-redukované posloupnosti v P je rizny od jedné.

Diikaz. 7 prvni ¢asti Brittonova lemmatu snadno nahlédneme, ze pred-
pisy (3.1) jsou definovany vnoteni ®: G; — (G *G1),. Pro 1 # g € G;
je proto 1 # ®(g) = (Vom)(g), odkud plyne, ze 7(g) # 1. To dokazuje
cast(a).

Z casti (a) plyne, ze sou¢in P-redukované posloupnosti délky 0 je
rizny od jedné. Bud g, ..., g, P-redukovana posloupnost kladné délky
a g jeji soucin. Z definice P-redukované posloupnosti je vidét, ze ob-
raz U(g) = W(go) - -- V(g,) je sou¢inem HNN-redukované posloupnosti
kladné délky v (Go * G1), a proto, podle Brittonova lemmatu, razny
od jedné. Odtud plyne, ze g # 1. Tim je dokazéna ¢ast (b). O

7 Véty 3.10 a z Lemmatu 3.9 okamzité plyne, Ze:

Dusledek 3.11. ZobrazeniV: P — (G1%Gs), popsané v Lemmatu 3.8
je vnorent.

Vidime tedy, ze amalgam dvojice grup je podgrupou HNN-rozsiréni
jejich volného souc¢inu. Ukazme si nyni, ze HNN-rozsifeni je naopak
vnofeno do jistého amalgamu grup.

Pro podmnozinu A grupy G znac¢me symbolem Gp(X) podgrupu
grupy G, kterou tato mnozina generuje. Jsou-li navic dany prvky aq, as, . . .
grupy G, budeme znacit Gp(A4; a;, ag, . ..) podgrupu generovanou mno-
zinou A a danymi prvky.

Budeme potiebovat nasledujci pomocné tvrzeni.

Lemma 3.12. Necht G je grupa a A jeji netrividlni podgrupa. Bud
G x (u) wvolny soucit grupy G s cyklickou grupou nekonecného Fdadu.
Potom plati, Ze

Gp(G,u ' Au) ~ G * A.
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Diikaz. Uvazme vnofeni grup G, resp. A do grupy G * (u) urcené pied-
pisy g + g, resp. a — u ‘au. Sjednoceni téchto vnofeni je mozné
jednoznac¢né rozsirit na homomorfismus p: Gx A — G * (u). Je ziejmé,
7e obrazem G x A je grupa Gp(G,u ' Au). Nyni si sta¢i uvédomit, ze
obrazem soucinu netrivialniho #-redukovaného slova v G x A je soucin
netrividlniho *-redukovaného slova v grupé G x (u). Je-li totiz prvek
g € G x A soucinem *-redukovaného slova, naptiklad ¢q, ag,..., gn_1,
an, je jeho obraz ¢(g) soucinem slova go, u™t, ag, U, ..., Go_1, UL, an,
u, které je v s-redukovaném tvaru v grupé G * (u). Proto je homomor-
fismus ¢ je prosty, odkud plyne dokazované. 0

Mé&jme grupu G s dvojici izomorfnich podgrup A, B a izomorfismem
¢: A — B. Uvazme volné sou¢iny G*(u), resp. G*(v) a jejich podgrupy
U = Gp(G,u"tAu), resp. V = Gp(G, v~ Bv). Podle Lemmatu 3.12 je
homomorfismus ¢, : G * A — G * (u) identicky na G a spliwjici a —
utau, a € A, vnorenim na U. Podobné je homomorfismus ¢, : G* A —
G*(v) ktery je identicky na G a spliuje a — v~ 'p(a)v, a € A, vnofenim
na V. Bud P amalgam grup G * (u) a G x (v) podle G * A a polozme
t = uv~!. Potom pro kazdé a € A plati rovnost

(3.2) ttat = vo,(a)v™ = vp,(a)v™ = ¢(a).

Uvazme HNN-rozsiteni
G, = <G;t |t tat = p(a), a € A> :

Vzhledem k (3.2) je pfifazenimi g — ¢, g € G, a t — t urfen homo-
morfismus ®: G, — P.

Véta 3.13. Bud G grupa s dvojici izomorfnich podgrup A, B a izo-
morfismem ¢: A — B. Sestrojme grupy U, V a P jako vyse. Ptom
je homomorfismus ®: G, — P vnorenim HNN-rozsireni G, do amal-
gdmu P.

Diikaz. Zbyvéa ukézat, ze homomorfismus ® je prosty. Bud h € G,
souc¢inem HNN-redukovaného slova w = g¢o, t°', ¢1,..., t°*, g, kladné
délky. Potom je ®(h) sou¢inem slova ®(w) jehoz znaky setévaji z téchto
prvka gou, gov, u tgu, v"lgv, u~lg, v7lg, u a v pfitom prvky z grup
G (u) a G*(v) se stiidaji. K tomu, aby slovo w bylo v *-redukovaném
tvaru staci ovérit, ze z téchto znakl nelezi v grupach U a V. To by
nastalo pouze kdyby slovo ®(w) obsahovalo znak v~ 'gu pro g € A nebo
znak v~ lgv pro g € B. V prvnim piipadé by pak slovo w obsahovalo
step t~lgt pro g € A, ve druhém &§tép tgt—! pro g € B. To neplati,
nebot je HNN-redukované. O
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Podobné jako v piipadé volného souc¢inu muzeme definovat amalgam
souboru grup.

Definice. Necht A, a {G; | i € I} jsou grupy a j;: A — G, jsou
vnoreni. Amalgamem souboru grup {G; | i € I} podle A nazveme grupu
P s prezentaci

P=(G;,iel]|jla)=jjla), acA i,j€I).

Pro i € I polozme A; = j;(A) < G;. Potom je P = (0;c; G;)/N, kde
N je norméalni podgrupa volného souc¢inu ;e ; G; generovana mnozinou
{ji(a)j;j(a)™' | a € A, i,j € I}. Vidime, ze amalgam souboru grup
podle trivialni grupy odpovida jejich volnému souc¢inu. Podobné jako
volny soucin, je amalgdm souboru grup {G; | i € I} podle vnorené
grupy A charakterizovan takto: Oznac¢me ¢;: G; — P, ¢ € I kanonicka
vnofeni. Potom pro kazdou grupu H a kazdy soubor homomorfismu
{i: G; — H | i € I} takovy, ze @; o j; = ¢; o j; pro vsechny i,j € I,
existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : U;c; G; — H splaujici ¢; =
ou; pro vSechna ¢ € I. Tuto vlastnost znézornuje nasledujici diagram:

A ' P
\ Jj Li
Ji tj
Gz GJ I
®j
2
H

Pro i € I polozime G = G; N\ j;(A) a definujeme P-redukované slovo
jako x-redukované slovo jehoz kazdy znak lezi v nékteré z grup G..
Stejné jako v piipadé amalgamu dvojice grup, je kazdy prvek P~ j;(A)
(pro libovolné zvolené i € I) sou¢inem P-redukovaného slova a soucin
netrivialntho P-redukovaného slova je rizny od jednotky.

4. O VNORENICH SPOCETNYCH GRUP

Véta 4.1 (G. Higman, H. Neumann, B. H. Neumann (1949)). Kaz-
dou spocetnou grupu G mizeme vnorit do grupy H, generované dvéma
proky nekonecného Tadu. Navic plati ndsledujici:

(a) Lezi-li v grupé H, prvek konecného fddu n, pak je konjugovdin
s néjakym prvkem z G. Proto v v grupé G lezi prvek konecného
radu n.

(b) Md-li grupa G prezentaci s n-relacemi, existuje prezentace grupy
H, se dvéma generdtory a n-relacems.
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Diikaz. Polozme H = G x (a,b). Bud {g1, g2, ... } mnozina generatori
grupy G. VSimnéme si, ze mnozina
A={a,btab,b2ab?, ...}

je N-redukovana, a tedy tvoii bazi volné podgrupy grup G. Uvazme
mnozinu

B = {b, g1a "ba, ga”?ba?,...}.
Pfifazenimi b — a, a +— b a ¢g; — 1, pro pro vSechna i, definujeme
projekci grupy H na (a, b). P¥itom obrazem mnoziny B je N-redukovana
mnozina A, odkud plyne, ze B bazi volné podgrupy grupy H. Navic
restrikce této projekce urcuje izomorfizmus ¢: Gp(B) — Gp(A) a tedy
pridanim stabilizujicitho prvku ¢ dostaneme HNN-rozsiteni

Hy = (H;t|t™'bt = a,t 'gia"ba’t = b'ab’, i € N).

Podle Brittonova lemmatu je grupa H, a tedy i grupa G, vnofena do
H,. Protoze b = tat™! a

(4.1)  gi=tb bt ta'b T = ¢ e et at T alta

Wy

pro kazdé ¢, je grupa H, generovanéd dvojici prvkii a,t. Z Brittonova
lemmatu navic plyne, Ze prvky a a t jsou nekone¢ného radu.

Predpokladejme, Ze v grupé H, lezi prvek konecného radu n. Podle
Véty 3.5 je pak konjugovan s néjakym prvkem grupy H a tedy i grupy
G. Odtud plyne (a).

Uvazme prezentaci

G=(X14),

kde X ={g1,02,...} a A = {01,0,...} jsou spocetné (ne nutné neko-
ne¢né) mnoziny. Navic, oznacime-li ; relaci, ktera vznikne nahrazenim
kazdého vyskytu mocniny znaku g; v relaci ¢; prislusnou mocninou vy-
razu wj, tvoriciho pravou stranu rovnosti (4.1), dostaneme prezentaci

H, = (a,t|v,%,...)

grupy H,. Specidlné ma-li grupa G prezentaci s n relacemi 0, ..., dy,,
ma grupa 1, konec¢nou prezentaci s generatory a, t a n-tici relaci v, ...,
Yn. Tim jsme ukazali (b). O

Disledek 4.2. Ezistuje 2%° vzdjemné neizomorfnich grup generova-
nych dvéma proky nekonecného rdadu.

Diikaz. Oznac¢me P mnozinu vSech prvocisel. Pro kazdou podmnozinu
M mnoziny P uvazme Abelovu grupu

Ay = D7,

peP
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Podle predchozi Véty 4.1 existuje grupa G, generovana dvéma prvky
nekonec¢ného fadu obsahujici A,;. Navic pro kazdé n € N obsahuje
grupa GGj; prvek tadu n pravé kdyz grupa A,; obsahuje prvek radu
n. Pfitom grupa Aj,; obsahuje prvek prvociselmého radu p pravé kdyz
p € M. Proto grupa G; uréuje mnozinu A. Porotoze existuje 2%° pod-
mnoZin mnoziny P, existuje 2% vzajemné neizomorfnich grup genero-
vanych dvéma prvky nekone¢ného radu. 0

Pripomenme, ze automorfismus ¢ grupy G je vnitrni pokud existuje
h € G tak, 7e pro kazdé g € G plati p(g) = h™'gh.

Lemma 4.3. KazZdou spocetnou grupu G mizZeme vnofit do spocetné
grupy H, ve které je kaZdy izomorfismus mezi dvéma konecné genero-
vanymi podgrupamsi restrikci vnitiniho automorfimu.

Diikaz. Pro danou konecné generovanou grupu A a spocetnou grupu
B existuje nejvyse spocetné mnoho ruznych homomorfismu z grupy A
do grupy B. Specidlné existuje nejvyse spoc¢etné mnoho ruznych izo-
morfismi mezi dvéma kone¢né generovanymi grupami. Protoze existuje
nejvyse spocetné mnoho konecné generovanych podgrup grupy G, je
mnozina v8ech izomorfismi mezi dvéma koneéné generovanymi pod-
grupami grupy G nejvysSe spocetni. Oznacme je @1, g, ..., kde ¢; je
izomorfismus kone¢né generované podgrupy A; grupy G na konecné
generovanou podgrupu B; grupy G. Uvazme HNN-rozsifeni

G = (Giti,ta,.. |t ati = pia, a € Ay i = 1,2,

Grupa G je vnotena do G* a kazdy z izomorfismu ¢; je restrikci vniti-
niho automorfismu grupy G* uréeného konjugaci prvkem t;. Setrojme
rostouci spocetnou posloupnost grup

G:G0<G1<...

takovou, ze Gjy1 = G} pro kazdé j € Ny a polozme H = Ujen, Gj-.
[zomorfni kone¢né generované podgrupy A, B grupy H jsou obsazeny
v nékteré z grupé G; (pro dosti velké j) a tedy kazdy izomorfismus
grupy A na grupu B je restrikei vnitiniho automorfismu grupy G;41 (a
néasledné i grupy H) ur¢eného konjugaci vhodnym stabilizujicim prv-
kem t. O

Omezime-li se na cyklické podgrupy grupy G dostaneme tento oka-
mzity disledek predchéazejciho lemmatu:

Disledek 4.4. KaZdou spocetnou grupu G miZeme vnotit do spocetné
grupy H, ve které jsou kaZdé dva prvky téhoz radu konjugované.

Tento dusledek vyuzijeme v ditkazu nasledujici véty.



16

Véta 4.5. KaZdou spocetnou grupu G muzZeme vnotit do spocetné, jed-
noduché grupy H.

Diikaz. Jako cviceni ponechme diikaz toho, ze Abelova grupa Q/Z ob-
sahuje prvky vsech kone¢nych fadi. Uvazme posloupnost vnotreni

G—-U—-V-W-—=H

definovanou takto:

— U je spocetna grupa ubsahujici prvky vsech konec¢nych tadi,
napiiklad U = G x (Q/Z);

~V = U % (), je volnym sou¢inem grupy U a volné cyklické
grupy;

— W je grupa obsahujici V, ktera je generovand dvéma prvky
nekoneéného fadu (existuje podle Véty 4.1);

— H je spocetné grupa obsahujici W v niz jsou kazdé dva prvky
téhoz radu konjugovany (existuje podle Dusledku 4.4).

Ukazeme, ze grupa H je jednoduchéa. Bud N netrivialni normélni pod-
grupa grupy H. Zvolme prvek a # 1 grupy N. Protoze v %, a !, z,a
je slovo, které je ve volném souc¢inu U * (x) cyklicky x-redukované, je
jeho soucin b prvek nekonecného radu. Protoze N je normalni podgrupa
grupy G, je b € N. Navic grupa N obsahuje vSechny prvky konjugované
s prvkem b a tedy, vhledem k vlastnostnem grupy H, vSechny prvky
nekone¢ného rfadu. Proto N obsahuje oba generatory grupy W a tedy
W < N. Specialné U < N, odkud plyne, ze W obsahuje prvky vSech
konec¢nych radua odkud jiz okamzité plyne, ze N = H. Ukazali jsme, Ze
grupa H je jednoducha. U

Na zaveér této kapitoly ukdzeme, ze grupu H v predchézejici vété je
mozné sestrojit tak, ze je jednoducha a koneéné generovana. To ukazal
poprvé P. Hall v roce 1968, ktery sestrojil vnoreni libovolné spocetné
grupy do jednoduché grupy generované devitiprvkovou mnozinou. Po-
stupné se mu podafilo zredukovat pocet generatort na tii. V poloviné
70-tych let A. P. Gorjuskin a P. E. Shupp nezavisle ukazali, ze kaz-
dou spocetnou grupu je mozné vnorit do jednoduché grupy generované
dvéma prvky. My se omezime na dikaz existence vnoteni do jednodu-
ché grupy s Sesti generatory.

Symbolem 1 budeme znacit trivialni grupu.

Lemma 4.6. Bud G grupa s izomorfnimi podgrupami A, B a danym
izomorfismem ¢: A — B. Bud

G, = <G;t |t tat = p(a), a € A>
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prislusné HNN-rozsirend. Je-li H podgrupa grupy G takovd, Ze
HnNGp(A,B) =1,

potom

Gp(H;t) ~ H * (t) .

Diikaz. M&jme libovolné x-redukované slovo v H #(t). Nahradme v ném

kazdou mocninu ", resp. t~" posloupnosti ¢,...,t, resp. t~1, ...t}
délky n. Z predpokladu H N Gp(A, B) = 1 snadno nahlédneme, Ze
vysledné slovo je HNN-redukované. Odtud plyne dokazované. 0

Véta 4.7. KaZdou spocetnou grupu muzZeme vnotit do jednoduché grupy
generované Sesti proky.

Diikaz. Bud G libovolnéa netrivialni spocetna grupa. Podle Véty 4.5
ji mizeme vnorit do jednoduché spocetné grupy H. Podle Véty 4.1
je mozné vnotit dale volny sou¢in H x (z) do grupy U generované
dvéma prvky ug, u; nekonecného radu. Déle uvazme posloupnost HNN-
rozsiteni U < J < K, kde

J = <U;yo,y1 |y iy 2“?7i:0’1>’

K = <J;z | 2tz = 92, i:0,1>.

Zvolme g € G rizné od jednotky a polozme h = [g,2] = g 'a~1gx.
Protoze slovo g1, 271, g, x je cyklicky *-redukované v G*(x), je prvek h
nekonecéného radu. Z Brittonovo lemmatu plyne, ze UNGp(yo,y1) = 1.
Vzhledem k Lemmatu 4.6 odtud dostaneme, ze Gp(U;z) ~ U x (z),
specialné pak Gp(h, z) >~ (h) x (z) ~ Z * Z.

Uvazme nyni grupu

Q= <r, s,t|strs=1r% t st = 82> )
Vsiméme si, ze grupu () dostaneme jako posloupnost HNN-rozsiteni
(r) <P <Q, kde
P = <7‘,s | s7lrs :7‘2> aQ= <P;t |t st :t2>.

Z Brittonova lemmatu, aplikovaného v grupé P, dostaneme, Ze (r) N
(s) =1. Z Lemmatu 4.6 pak plyne, ze Gp(r,t) >~ (r) * (t) ~ Z x Z.

Uvazme amalgam
(4.2) D=(K;Q|h=tz=r)
grup K a @ podle izomorfnich podgrup Gp(h, z) a Gp(r, t) (v prezentaci
zamérné ztotoznime generatory h,t a z,7). Ukdzeme, Ze je-li N vlastni

normalni podgrupa grupy D, potom N N H = 1. Pro spor pfedpoklé-
dejme, ze je prunik N N H netrivialni. Protoze je grupa H jednoduché,
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je nutné H < N, specialné g € N. Potom také h = g~ '(z7'gz) € N,
odkud postupné dostaneme, Ze t € N, s € N (nebot s* € NsN, od-
kud s € s7'!NsN = N), r € N (podobné jako pro s), z € N (nebot
z2=7), Yo,y1 € N (opét stejny trik jako v pripadé prvku s) a kone¢né
ug,u; € N (jesté jednou tyz trik). Vidime, ze N = D, coZ je spor s
predpokladem, ze N je vlastni podgrupa D.

Prezentace (4.2) dava D = Gp(K;s). Protoze K = Gp(J;2) =
Gp(U; 9o, y1,2) = Gp(uo, v, Yo, 41,2), je D = Gp(uo, u1, Yo, Y1, 2, 9)-
Podle Zornova lemmatu pak existuje maximalni vlastni normalni pod-
grupa N grupy D. Jiz jsme ukazali, ze N " H = 1, odkud plyne, ze
grupa G je vnorena do faktoru D/N. Ten je vzhledem k maximalité N
jednoduchy a je generovan obrazy Sestice uq, U1, Yo, Y1, 2 & S. 0

5. HIGMANOVA VNOROVACI VETA

V 50-tych minulého stoleti ukazali nezavisle Novikov a Boone, Ze
existuje konecéné prezentovana grupa s nereSitelnym problémem slov.
V roce 1961 ukazal Higman, Ze konecné generovana grupa je rekur-
zivné prezentovana pravé kdyz je vnofitelna do konecné prezentované
grupy. Odtud Novikov-Booneova véta snadno plyne. Cilem této ka-
pitoly je ditkaz obou tvrzeni. Udinnym nastrojem nam bude pojem
benigni podgrupy, kterému vénujeme prvni sekci.

5.1. Benigni podgrupy. Pro podgrupu H grupy G polozme
Gy ={G;t|t 'ht=h, he H}.

Definice. Podgrupa H kone¢né generované grupy G je benigni v G,
je-li grupu G mozné vnorit do kone¢né prezentované grupy.

Lemma 5.1. Necht H < G < E je Tetizek grup. Je-li H benigni v F,
potom je H benigni také v G.

Diikaz. Podle Lemmatu 3.6 je Gy podgrupa grupy Ep. Proto je-li
grupu Fpy vnofit do konecné prezentované grupy P, plati totéz i pro
grupu Gp. O

Lemma 5.2. Bud G konecéné generovand podgrupa konecéné prezento-
vané grupy E. Potom je kaZdda konecné generovand podgrupa grupy G
benigni.

Diikaz. Necht A je libovolnd koneéna podmnozina G. Polozme H =
Gp(A). Potom je

EH:<E;t|t—1ht:h,heH>:<E;t|t—1at:a,aeA>.
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Vzhledem k tomu, Ze grupa E je kone¢né prezentovand a mnozina A je
konecné, je grupa Ey konec¢né prezentovana. Proto je H benigni v E a
podle predchoziho lemmatu je pak benigni také v G. 0

Lemma 5.3. Prunik dvou benignich podgrup konecné generované grupy
G je benigni podgrupa G.

Diikaz. Necht H_y a H; jsou benigni podgrupy grupy G. Proi = —1,1
polozme Gy, = <G, t; | t;lhti = h;, h; € Hi>. Podle ptredpokladu mi-
zeme grupu Gp, vnofit do konecné prezentované grupy E;. Bud P
amalgam grup E_;, F; podle G. Protoze grupy E_1, E; jsou konetné
prezentované a grupa G je konecné generovand, je amalgam P kone¢né
prezentovany. Snadno nahlédneme, 7ze grupa

GHil == <G;t,1,t1 | t;lhtl = hi, hl € Hi, 1= —1, 1>

je izomorfni amalgamu grup Gy, a Gg, podle G a je vnorena do P.
Popsanou situaci znazornéme graficky (v8echny vyznacené homomor-
fimy jsou vnoteni):

G——Gu, ——E,

]

GHI > GH:t1

LN

Ey P

Polozme Gy _,nm, = (G;s|s'hs, h € H 1N Hy). Protoze pro kazdé
h € H_ NH, plati rovnost (t_1t;) " h(t_1t;) = h, uréuji predpisy g — ¢
pro g € G a s — t_1t; homomorfismus ¢: Gy ,ng, — Gg,. UkdZeme,
7e je to homomorfismus prosty. Restrikce ¢ na G je ziejmé prosta. Bud

g = go, s°',... s, g, posloupnost v HNN-redukovaném tvaru kladné
délky. Jejim obrazem je posloupnost p(g) = go, t=,, 12}, ... &, t2,

Jn- Ta nemusi byt v HNN-redukovaném tvaru, obsahuje-li vSak $tép, je
to bud'to tisek t_, gi, t_1 pro g; € H_; nebo tisek ¢, Jj, 7! pro g; € Hi.
Navic jsou tyto §tépy soucastmi tsekit t;*, t71, ¢;, t_1, t1, respektive t_q,
t1, 95, t7!, nt1. Protoze ptivodni posloupnost g je v HNN-redukovaném
tvaru, a tedy neobsahuje §tép, je nutné g; ¢ Hy a g; ¢ H_y. Odtud
plyne, Ze substitucemi t°1, gi,t_1 — g; a 1, 95, 7t gj, provedenymi
na vsechny vyskyty stépu v posloupnosti ¢(g), dostaneme posloupnost
v HNN-redukovaném tvaru délky alesponn n. Dle Brittonova lematu
je soucin této posloupnosti rizny od jednotky. Odtud vidime, Ze je
zobrazeni ¢ prosté. Proto je mozné grupu Gy _,npy, vnofit do konecné
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prezentované grupy P coz znamend, ze H_1 N H; je benigni podgrupou
grupy G. U

Lemma 5.4. Bud G konecné generovand grupa. Jsou-li Hy, Hy benigni
podgrupy grupy G, potom je také Gp(HoU Hy) benigni podgrupou grupy
G.

Dikaz. Pro ¢ = 0,1 polozme Gy, = <G,ti | t:'ht; =h, h € H,-> a
zvolme kone¢né prezentovanou grupu £; obsahujici G ,. Podobné jako
v dikazu predchoziho lemmatu, uvazme amalgam P grup Fy, E; nad
G. Ovérime, ze plati

)

Grupa Gp(Hy U H,) je ziejmé obsazena jak v Gp(t; 'Gt;, i = 0,1) tak
v grupé G a tedy i v pruniku téchto grup. UkédZeme opacnou inkluzi.

Prvek g € Gp(t;'Gt;, i = 0,1) je soucinem posloupnosti

gO = tal, g1, tg, 1, t1_17 g2, tl, . ,tal, 9on—1, to, ]_, tl_l, 9on, tl.
Je-li navic g € G, existuji posloupnosti g,,...,9,, tak, ze g,, = g a
pro 0 < 7 < m dostaneme posloupnost g, z posloupnosti g, redukci
jednoho stépu. Odtud indukeci snadno nahlédneme, Ze kazda z posloup-
nosti g; je tvaru go, t;}, 91, - - -, gk—1, ;% gr, kde go, gr € Gp(Ho U Hy).
Proto g € Gp(Ho U Hy).

Podle predpokladu jsou grupy G a Gp(t; 'Gt;, i = 0,1) koneéné ge-
nerované a tedy podle Lemmatu 5.2 benigni v P. Z rovnosti (5.1) a
Lemmatu 5.3 pak plyne, ze Gp(Hy U Hy) je benigni v P a vzhledem k
Lemmatu 5.2 je benigni v G. O

5.2. Rekurzivni, rekurzivné spocetné a diofantické mnoziny.
Bud dana spoc¢etna mnozina N (¢asto mnozina celych nebo ptirozenych
Cisel). Rekneme, ze podmnozina X mnoziny N je rekurzivné spocetnd,
pokud existuje algoritmus, ktery postupné vypise vSechny jeji prvky.
Podmnozina X mnoziny N je rekurzivni, existuje-li algoritmus, ktery
pro kazdé n € N rozhodne zda n € X.

Lemma 5.5. Bud dand spocetnd mnoZina N. PodmnoZina X mno-
zZiny N je rekurzivng, pravé kdyz jsou mnozZiny X a N ~ X rekurzivné
spocetné.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze je X rekurzivni. Pak mtzeme vy-
psat prvky mnoziny X tak, Ze postupné bereme prvky N a o kazdém
rozhodneme, zda nélezi do X. Tedy kazda rekurzivni mnozina je re-
kurzivné spocetna. Je-li X rekurzivni, je zfejmé také N ~ X rekurzivni
(pouZzijeme stejny algoritmus, jen znegujeme vystup) a tedy i rekur-
ziviné spocetné.
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Nyni predpokladejme, Ze jsou obé mnoziny X a N ~ X rekurzivné
spocetné. Potom existuji algoritmy jejichz vystupy jsou posloupnosti
Xo, Ta, Ty, ... Viech prvka mnoziny X a xq, x3, x5, ... vSech prvki mno-
ziny N ~ X. Kombinaci téchto algoritmii ziskame algoritmus jehoz vy-
stupem je posloupnost xg, x1, o, ... vSech prvki mnoziny N. Pfitom
x; € X pravé kdyz 2 | i. Odtud vidime, Ze mnozina X je rekurzivni. [J

Definice. Podmnozina X C Z" je diofantickd, existuje-li polynom

P S Z[xm o3 Tn=1,Y0, - - - 7ym—1]

tak, ze (20,...,2,-1) € X pravé kdyz ma polynom
P(Zo, -5 ”2n—15Y0, - - - 7ym71> € Z[yo, C ,ymfl]

koren. Rekneme, ze polynom P urcuje mnozinu X.

K tuplnému pochopeni pojmt rekurzivni a rekurzivné spocetna mno-
zina by bylo tfeba exaktné popsat co je to algoritmus. Tomuto popisu
se vyhneme odkazem na nasledujici hlubokou Matijasevicovu vétu.

Véta 5.6 (Matijasevi¢ (1970)). Podmnozina X C Z" je diofantickd
pravé kdyz je rekurzivné spocetnd.

Tato véta méa zajimavou hitorii. V roce 1900 sestavil David Hilbert
seznam 23 problému jejichz feSeni povazoval za zésadni pro dalsi vyvoj]
matematiky. Desaty Hilbertiv problém je tento: ,Existuje algortimus,
ktery pro libovolny polynom P € Z[xy,...,x, 1] rozhodne, zda méa
kotfen v Z™7* Tento problém odolaval snaham o vyfeSeni pres pul sto-
leti. V roce 1970 jej zodpoveédél negativné tehdy dvaadvacetilety rusky
student Yury Matijasevi¢, kdyz navazal na pfedchozi vysledky ptrede-
vsim Julie Robinson, Martina Davise a Hilary Putmana. Extraktem
Matijasevicova TeSeni je nami uvedené hluboka Véta 5.6.

Tvrzeni 5.7. Existuje rekurzivné spocetnd podmnozina prirozenych ¢i-
sel S, kterd neni rekurzivni.

Diikaz. Bud X = {xg,z1, ...} spofetnd mnozina proménnych. Nejprve
ukazme, jak efektivné prifadit kazdému polynomu P € Z[X] jedno-
znalné urcené piirozené ¢islo «(P). Snadno ovéfime, ze predpisem
alz) =2 +22+1
definujeme prosté zobrazeni «: Z — N. Déle ozna¢me n-té liché prvo-
¢islo symbolem p,,_1, tj. po = 3, p1 =5, po = 7, p3 = 11,... atd. a
posloupnosti t = to, ..., t, € Nyt piitadme jednoznacné uréené piiro-
zené ¢islo
BE) =pe - iy
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Pro n € Ny a posloupnost t = tg, ..., t, € N znaéme at = x{0 - - - zlr.

Nyni, pro libovolny polynom

P(xg,...,T,) = aoZ® + - -+ + a,,x'™, kde p(x™) < --- < B(z'),

polozme a(a) = a(ayp), ..., aa,) a definujme

Y (P) = 20((@) o) . p0lEm).
Polozme
S ={y(P(xg,...,xn)) | P(v,21,...,x,) ma kofen.}.

Postupné miizeme generovat viechny polynomy P(xy,...,z,) € P[X],
pro kazdy spoéitat (P) a dosadit vyslednou hodnotu za z,. Déle bu-
deme do vysledného polynonu v proménnych x4, ..., x, postupné dosa-
zovat vSechny n-tice celych ¢isel. Tak najdeme vSechny prvky mnoziny
S odkud je vidét, ze mnozina S je rekurzivné spocetné.

Pro spor predpokladejme, Ze je mnozina S rekurzivni. Potom je
mnozina Z ~ S rekurzivné spocetna a existuji n € Ny a polynom
P € Zxg,...,x,) tak, ze z € Z ~ S pravé kdyz méa P(z,xq,...,2,)
kofen v Z". Odtud plyne, ze v(P) € Z ~. S pravé kdyz ma polynom
P(y(P),x,...,x,) kofen v Z", coZ vSak nastane pravé kdyz v(P) € S.
To je hledany spor. U

Definice. Elementdrni formuli rozuméjme formuli o(zo, ..., x,,) jed-
noho z téchto tvart:

x; = ¢, pro néjaké ¢ € Z,

x; = xj, kde i # j,

xp = x; + x5, kde 7, j, k jsou po dvou rizné,
xp = x5, kde 0 < k <@ < j.

Pripomenme, ze konjunkci formuli ¢, ..., ¢; rozumime formuli
t
Jj=0

Lemma 5.8. Pro kazdé n € Ny a kazdy polynom P € Zlxy, ..., T,)
existuji nezdporné celé ¢islo m a konjunkce elementdrnich formuli ®p
tak, Ze P(xg,...,xn) = Ym pravé kdyz ®p(xo, ..., Tn, Y0y Ym) PO
néjaké (Yo, ..., Ym—1) € Z™.

Diikaz. Tvrzeni ukdZzeme indukci podle poc¢tu proménnych a stupné
plynomu P v proménné z,. Nema-li P zadnou proménnou (tj., je-li
stupné 0), je P = ¢ a bud ®p(yy) elementarni formule yo = ¢. Kazdy
polynom P € Z[xy, ..., x,] je tvaru

P(zo,...2n) = Pi(xo,...,20)x, + Po(z0, ..., Tn_1),
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kde polynom P; ma mensi stupen v proménné x,, a Fy ma méné promeén-
nych. Podle indukénitho predpokladu existuji k,m € Ny a konjunkce
elementarnich formuli ®p , resp. ®p, tak, ze Pi(xg,...,z,) = y, pravé
kdyZ ®p, (2o, ..., T, Yo, .., Yr) Pro néjaké (yo,...,yr_1) € Z*72 resp.
Py(xo, ..., Tp-1) = Ym—1 prave kdyz ®p (2o, . .., Tny Yty - - - Ym—1) DIO
n&jaké (Yrs1, .-, Ym—2) € Z™ %2 Formuli ®p najdeme jako konjunkci
formuli ®p,, Pp, a elementarnich formuli:

Op=Dp APp A (1 =20) A (Yo = 11Yk) A (Ym = Yo + Ym—1)-
]

Disledek 5.9. Pro kazdé n € Ny a kaZdy polynom P € Z|xy, ..., ,)
existugi nezdaporné celé ¢islo m a kongunkce elementdrnich formuli Vp
tak, zZe P(xq,...,x,) =0 prdvé kdyz Vp(xo, ..., T, Yo, - -, Ym) PTO NE-
jaké (Yo, ..., Ym) € Z™ L.

Diikaz. Polozme
\I/p = (I)P A (ym = 0)

[
Lemma 5.10. Bud ddna konjunkce elementdrnich formuli
t
®(zg,...,z0) = )\ 5
=0
Potom ezistuje polynom Py(xo, . .., x,) tak, Ze pro kaZdou (xy, . .., x,) €

7" plati, Ze ®(wg, . .., x,) pravé kdyZ Py(xg, ..., x,) = 0.

Diikaz. Elementarni formuli ¢ pfifadime polynom F, tak, Ze je-li ¢
formule

To=c¢, je P, =x¢—c,

r; = x5, je Py =x; — xj,

a polozime

O

Lemma 5.11. PodmnozZina X C Z" je diofantickd pravé kdyzZ existuje
konjunkce elementdrnich formuli ® s ndsledugici vlastnosti: (2o, ..., 2n—1) €
X prave kdyz existugi (yo, ..., Ym—1) € Z™ tak, Ze

q)(207 sy An—15Y0, - - - aym—l)'
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Diikaz. Predpokladejme, ze je X diofantickd. Potom existuje k € N a
polynom P € Z[zg,...,Tn 1,Y0,---,Yk_1), kde tak, ze (20,...,2,_1) €
X préaveé kdyz mé polynom

P(Zo, ey Zn—1,Y0, - - - ,yk_1> € Z[yo, - ;yk—l]

kofen. Podle Lemmatu 5.8 existuje m > k tak, ze (zo,...,2,-1) € X
prave kdyz existuji (yo, ..., Ym_1) € Z™ tak, ze

(I)P(ZO7 <oy 2n—15Y0, - - - ,ymfl).

Naopak, je-li mnozina X definovana formuli ® je podle Lemmatu 5.10
urcena polynomem Pg a tedy je diofanticka. U

5.3. Novikov-Booneova véta. V této podkapitole nejprve ukazeme,
Ze rekurzivné spocetné mnoziny vymezuji benigni podgrupy volné grupy.
Tento fakt vyuzijeme k dikazu Novikov-Booneovy véty, tedy ke kon-
strukci kone¢né prezentované grupy, ktera nema tesitelny problém slov.

Lemma 5.12. Bud G grupa, A;, B;, i € I, dvojice izomorfnich podgrup
grupy G s izomorfismy @;: A; — B, 1 €1, a

Gy, = <G;ti, i€l |t at; = pi(a),a € A, i € I>
prislusné HNN-rozsireni. Bud H podgrupa grupy G takovd, Ze
(5.2) t7'(HN At = HN B;
pro kazdé i € I. Potom

H=Gp(H;t;,, i€ I)NG.
Diikaz. Polozme
Hy = (H ti, i € I|t; at; = gi(a),a € HN A, i €1).

Jednozna¢nym rozsifenim inkluze H U {t;,i € I} C G, dostaneme
homomorfismus ¥: H, — G,. Tvrdime, Ze tento homomorfismus je
prosty. K tomu staci ovérit, ze obrazem HNN-redukované posloupnosti
v H, je HNN-redukované posloupnost v Gy,. Bud ho, t;!, ..., hy_1, t;7,
hy, Hn-redukovana posloupnost v  HNN-rozsifeni H,. Pokud by tato
posloupnost nebyla HNN-redukovana v G, obsahovala by stép ¢;°, h,
t5, kde budtoe =1ah e HNA; neboe = —1ah € HNB,. Vzhledem
k (5.2) v8ak zadna z téchto moznosti nemuze nastat.

Odtud plyne, Ze homomorfismus ¥ je prosty a grupu H, mizeme zto-
toznit s jejim obrazem, ktery odpovida grupé Gp(H;t;, i € I). Proto
staci overit rovnost H = H, N G. Ta vSak plyne okamzité z toho, Ze
HNN-redukované posloupnosti délky nula v HNN-rozsiteni H, odpovi-
daji prvkam H. U
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Pro m € Ny ozna¢me F},, volnou grupu s bazi

Bm - {a07 bOa Coy ooy Amy,y bma Cm}-
Kazdé posloupnosti z = (2, . .., z,) celych ¢isel pritadme prvek w, €
F,,, definovany predpisem
o —zZm1—1 _—zm —z171—1 _—2z1 20 20 Zm Zm
wy = ¢, b, a7 by ay Trag boe” - a by
Formuli ¢ v proménnych z,..., x,, piifadme grupu
G¥ = Gp(W(zg,....z0) | (20, -+, 2m)).

Lemma 5.13. Pro kaZdou elementdrni formuli ¢ v proménnyjch x, . . .,
T je G¥ benigni podgrupou grupy F,,.

Drikaz. Nahradime-li v mnoziné B,, nékteré z prvka b; souciny a;b;c;
dostaneme opét mnozinu volnych generatoru grupy F,,. Proto je ad-
junkef stabilizujicich prvki ¢; takovych, Ze ¢, Ybit; = a;bic; at; komutuje
Se zbyl}?ml pI'ka béaze Bm a tij takOVYCh, 7e t;lbltm = aibicl-, t;lbjtl] =
a;bjc; a t;; komutuje se zbylymi prvky B, definovano HNN-rozsifeni

grupy F,. Oznacme jej F. Oznacme e; posloupnost (2o, ..., z,) tako-
vou, Ze z; = 1 a z; = 0 pro j # i. Snadno ovéiime, Ze pro celé ¢islo d a
posloupnost z = (2q, ..., 2,) € Z™! plati vztahy

(5.3) tr "wat] = Warde,,

(54) t;dwzt% = wz_J,_dei_;'_dej.

Bud ¢ elementrni formule tvaru z; = ¢. PoloZzme
H? = Gp(woewtja { 7é ])
Z formule (5.3) plyne, ze G¥ C H?¥ N F,,. Navic, z (5.3) snadno od-
vodime, ze G¥ = tj_lG‘ptj pro kazdé j # i- Proto vzhledem k Lem-
matu 5.12 plati také opac¢na inkluze. Odtud dostavame
GY = H* N F,,.

Protoze jsou H¥ i F,,, konecné generované podgrupy grupy F), ktera
je konec¢né prezentovand, jsou v ni podle Lemmatu 5.2 benigni. Z Lem-
matu 5.3 plyne, zZe je také G¥ benigni v £ a tedy je benigni v také v
F,..

Ozna¢me 0 = (0,...,0) € Z™"'. Pro elementarni formule ¢ tvaru
x; = xj Pro ¢ # j uvazme grupu

H? = Gp('lUO,t”,tkk] 7& Za])

Ze vztahu (5.3) a (5.4) dostaneme podobné jako v pfedchozim piipadé
pouzitim Lemmatu 5.12, Ze

G¥ = H? N F,,.
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Odtud odvodime, ze G¥ je benigni podgrupou grupy Fi,.
Nyni méjme elementérni formuli ¢ tvaru z; = z; + x;. V tomto
pripadé bud
H?Y = Gp(w07 >tik7tjk7 tly [ 7& Z.7j7 k)
Pomoci Lemmatu 5.12 a vztaht (5.3), (5.4) opét odvodime, ze

G¥ = H?NF,,

odkud dostaneme, ze G¥ je benigni podgrupou grupy E,.
Nakonec, bud ¢ elementarni formule tvaru z; = z;x;, kde £ <
7 < 7. V tomto pripadé je situace slozitéjsi. Uvazme homomorfismus
et P % (t4) — GD(Fin,1y) definovany predpisy v/, (b;) — azbjc;.
i Zk(cl) trc; a zbylé generatory grupy F,, a prvek t, se zobrazi na
sebe. Ovérime, ze ¢j;z’k spliuje definujici relace grupy Gp(F,, tx) a proto
se faktorizuje pfes endomorfismus ;.;x: Gp(F,, tx) — Gp(Fin, ) jak
je znazornéno na nasledujicim obrazku (7 znaci kanonickou projekei).

/
Jitk
s

Gp(Fp t) —25 Gp(Fi, 1),

Je ziejmé, ze ¢}, spliuje definujici relace neobsahujici prvky b; a c;.
Pro zbylou dvojici relaci ovérime, Ze plati

(b 0it) = 1 agbieit, = ajbic; = 0 (b))
wj zk(tk Cltk) = tk tkcztk = Cztk = f}kCz = w;7lk<cl)

Podobné ovérime, Ze se homomorfismus @/J;;ik_ s Fox(te) — Gp(Fo, tr)
definovany predpisy z/zg;ik_l(bj) = a; 'bic; !, wg;ik_l(ci) = t.'¢; a zbylé
generatory grupy Fj, a prvek t, se zobrazi na sebe faktorizuje pies
endomorfismus @Uj_llk grupy Gp(Fy,,tx). Z definujicich pfedpisi obou
zobrazeni je vidét, Ze ;. a 1/Jj_n-1k jsou vzajemné inverzni automorfimy
grupy Gp(F,, ti), specialné ;. je automorfismus. Podobné ukazeme,
ze je predpisy ¢ijk(b;) = aibici, Viji(c;) = tye; a zbylé generatory
grupy F,, a prvek t, se zobrazi na sebe urc¢en automorfismus grupy
Gp(Fn, tr). Odtud plyne ze pridanim stabilizujicich prvki s] ik resp.
Si.jk spliujicich s inbj S 4= asbicja s LeCiSjiik = trCi, TESD. s”kb s”k
a;bc; a si;jlkc] sijk = tre; a komutujicich se zbylymi generatory grupy
F,, a s prvkem t; dostaneme HNN-rozsifeni grupy F;. Oznacme jej
Er*. S vyuzitim toho, Ze k < 4,7 snadno spocteme, Ze pro d € Z a
2= (20,...,2m) € Z™ plati

—d d —d d
(5.5) 85k W28k = Wztdej+dzier, & SijkWzS55k = Watdei+dzjey -
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Polozme

H? = Gp(wo, Sj.ik, Sijk, tis L # 1,7, k), H? =Gp(G?,t;, L # 1,7, k).
Z rovnosti (5.3) a (5.5) plyne, ze G¥ < H? atedy H? < Hf. Vsimnéme
si, ze G¥ = H?NGp(G¥, ty,). Z rovnosti (5.5) plyne, Ze 5.3, G s = G¥
a s;jlkG@si;jk = G¥. Podle Lemmatu 5.12 je potom
(5.6) H? = H? O F*.
Z rovnosti (5.3) je vidét, ze t; 1G9t = G¥ pro kazdé | # i, j, k, odkud
vhledem k Lemmatu 5.12 plyne, Ze
(5.7) GY = H? N F,,

Protoze, HY a F,, a F), jsou konecné generované podgrupy konecné
prezentované grupy F*, dotaneme z rovnosti (5.6), ze H? je benigni v
F* a nasledné z rovnosti (5.7), ze G¥ je benigni v F,,. O

Lemma 5.14. Bud S rekurzivné spocetnd mnozina celijch ¢isel. Potom
Jje grupa

G% = Gp(abyc® | z € S)
benigni podgrupou grupy Fy.

Diikaz. Protoze je mnozina S rekurzivné spocetné, existuje podle Lem-
matu 5.11 konjunkce elementarnich formuli (v proménnych xy, ..., z,
pro vhodné n € Ny)

t
¢ = /\ Pt
i=0
tak, ze celé ¢islo zg € S pravé kdyz existuji z1,..., 2, € Z pro které
plati ®(zo, ..., zn). Nejprve ovéime, ze plati
t
(5.8) G* = G*.
i=0

Snadno nahlédneme Ze je mnozina B,, N-redukovani a proto tvori
volnou bazi grupy F,,. Specialné pro kazdou formuli ¢ tvoii mnozina
B? = {w, | ¢(2)} volnou bézi grupy G¥. Proto g = w30 ... wgk € G¥
pravé kdyz ¢(w;) pro vSechna j € {0,...,k}. Odtud vidime, ze g =
w3 ... wk € G* prave kdyz ®(z;) pro viechna j. To nastane prave
kdyZ ¢;(2;) pro kazdé j a kazdé i, coz je ekvivalentni g € N._, G¥'.
Tim je rovnost (5.8) ovéfena. Z této rovnosti a z Lemmatu 5.3 plyne,
ze G® je benigni v F,.

Nyni ovéfme rovnost

(59) GS = Gp(Gq),Cli,bi,Ci, 1< < m) N Fg.
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Bud p: Fy — F,, pfirozené vnoreni, tj. ag — ag,bg — by a ¢y — ¢o 8
retraktem 7: F,,, — Fy (definovanym ptedpisy ag — ag, by — bg, co —
coaa;— 0,b;—0,¢;—~0prol<i<m) Bud wg?.. wgt € G?®, kde
z; = (2),...,2)). Potom pro kazdé 0 < j < m plati ®(2;) a tedy zj €
S. Proto 7(G®) = G®. Oznaéme F2 = Gp(G?®,a;,b;,¢;, 1 < i < m).
Potom

F?NFy=n(F?) =7(G*) = G*,

coz je (5.9). Z Lemmatu 5.4 plyne, ze F* je benigni podgrupou F,,. Z
Lemmatu 5.3 pak dostaneme, ze G° je benigni v F), a tedy je benigni
1v Fo. O

Véta 5.15 (Novikov-Booneova). Existuje konecné prezentovand grupa
H, kterd nema tesitelny problém slov.

Pozdéji si ukazeme, ze Novikov-Booneova véta je pfimym dusledkem
Higmanovy vnorovaci véty. Relativné snadno ji vSak miizeme dokazat
jiz z Lemmatu 5.14.

Diikaz. Podle Tvrzeni 5.7 existuje rekurzivné spocetnd nerekurzivni
podmnozina S ptirozenych ¢isel. Podle Lemmatu 5.14 je

G = Gp(a®bc® | z € S)

benigni podgrupou grupy F' = (a, b, c). Proto existuje kone¢né prezen-
tovana grupa H obsahujici HNN-rozsireni

Fog=(Fit|t'gt=g,9€G).
Snadno ovérime, Ze je mnozina
B ={d*bc* | z € Z}

N-redukovana a tedy tvoii volnou bézi grupy Gp(B). Odtud plyne, zZe
a*bc® € G prave kdyz z € S. Je vSak

(5.10) a*bc® € G pravé kdyz t*(a*be®)t = a*bc”.

Kdyby méla grupa H fteSitelny problém slov, dokazali bychom na zé-
kladé (5.10) rozhodnout, zda celé ¢islo z lezi v .S, coZ je spor s tim, Ze
mnozina S neni rekurzivni. O

5.4. Higmanova vnorovaci véta. V posledni ¢asti této kapitoly do-
kadzeme Higmanovu vnorovaci vétu. Zakladem naseho dikazu, podobné
jako v pripadé véty Novikov-Booneovy, bude Lemma 5.14. Nejprve si
vsak ukazme dalsi uzitecnou vlastnost benignich podgrup.
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Lemma 5.16. Bud H benigni podgrupa konecné generované grupy G.
Oznac¢me N normdlni podgrupu grupy G generovanou podgrupou H, tj.
N = G 'HG. Potom je faktor-grupu G/N mozné vnorit do koneéné
prezentované grupy.

Diikaz. Bud G izomorfn{ kopie grupy G. Pro g € G oznac¢me g odpo-
vidajici prvek v G. Podobné ozna¢me H, resp. N podgrupy G odpovi-
dajici podgrupam H, resp. N grupy G. V grupé

Gu=(Git|t"'ht=h, heH)

uvazme podgrupu U = Gp(G,t~'Gt) na kterou mizeme nahlizet jako
na amalgam grup G a t~'Gt podle spoleéné podgrupy H. Bud 7: G —
G/N piirozena projekce a : G — G/N zobrazeni dané pfifazenim
g +— m(g). Jadrem projekce T je normalni podgrupa N obshujici H.
Proto je moZné zobrazeni 7 spolu se zobrazenim ¢t Gt — G/N, které
piifadi kazdému prvku jednotku v grupé G /N jednoznac¢né rozsitit na
projekci ®: U — G/N.

Podle predpokladu je mozné vnorit grupu Gy do koneéné prezento-
vané grupy P. Prifazenim (u, 1) — (u, ®(u)) je definovan izomorfismus
grupy U x 1 na podgrupu kartézského soucinu P x G /N. Uvazme HNN-
rozsiteni

(5.11) Q= (PxG/N;s|s (u,1)s = (u,®u),ucl).

Je evidentni, ze grupu G/N muzeme vnofit do grupy (). K dokonceni
dukazu tedy staci ovérit, ze grupa @) je kone¢né prezentovana. Podle
predpokladu jsou grupy G a P konetné generované. Bud A konecéna
mnozina generatoru grupy G a B kone¢na mnozina generatoru grupy
P obsahujici t a mnozinu A. Bud

P=(B|A)

konec¢né prezentace grupy P. Potom je grupa () generované prvkem s a
sjednocenim (B x1)U(1x A), kde A odpovida obrazu mnoziny A v G/N
a grupa U je generovana kone¢nou mnoZzinou AUt~ At. Proto mtiZeme
mnozinu relaci v prezentaci (5.11) nahradit jeji kone¢nou podmnozinou
[={s"(u,1)s | ue AUt ' At}. UkdZeme, 7e

(5.12) Q=(BxAs|AxLT)
K tomu stacf ukazat, Ze relace definujici podgrupu 1 x G/N v @Q, tedy
relace (1,w) = 1, kde w je slovo nad A jehoz souéin a je prvkem N, jsou

diisledky relaci (A x 1) UT v prezentaci (5.12). Protoze N = G"'HG,
stac¢i se omezit na relace, kde a € H. Disledkem relaci definujicich



30

A je rovnost a = t~'at. Dusledky relaci T' jsou rovnosti s™(a,1)s =
(a,®(a)) = (a,a) a s (t"'at,1)s = (a,1). Odtud dostaneme

(a,@) = s (a,1)s = s *(t 'at, 1)s = (a,1).
Po kraceni prvkem (a,1) dostaneme rovnost (1,a@) = 1, coz zbyvalo
OvVerit. 0

Nyni budeme smérovat k ditkazu hlavni véty této kapitoly. Uvazme
volnou grupu D = (a, b). Pfipomenme, Ze slovem nad mnozinou {a, b}
rozumime posloupnost xg,...,z,_1, kde kazdé z; je jednim ze znakt
a, b, a”', b~'. Soubor viech slov nad mnozinou {a, b} oznacme Wi, 4}.
Definujme

@) =1, () =2, y(a™!) =3, y(b7") =4
a slovu w = xg, ..., r, 1 pfitadme pfirozené ¢islo
y(w) = 10"y (xg) + 10" 2y(zy) + - - + 10y(Tp2) + V(@0 1),

tj. ¢islo takové, ze v(xg)...v(zn—1) je zapis hodnoty v(w) v desitkové
soustavé. Napriklad

Y(a®b 'ab*) = y(aab ta ta  a T bbb) = 114333222.

Mame tak efektivné popsano vnoteni v: W,y — N. Pro podmnozinu
A mnoziny Wy, py polozme v(A) = {y(w) | w € A}.

Lemma 5.17. Bud F = (a,b,c,d, e, h). Pro kaZdé w € Wiapy poloZme
Juw = whe'® der ()
Potom je
G =Gp(gu | w € W{%b})
benigni podgrupou grupy F'.

Diikaz. Polozme A = {a, b, a™', b~'}. Pro kazdé A € A pievedeme
Nielsenovou transformaci A\h — h mnozinu

By ={a,b,c'°, N der™ 10, Ah}

na mnozinu ktera je N-redukované. Odtud plyne, Ze mnozina B) volné
generuje podgrupu F) grupy F'. Proto adjunkci stabilizujicich prvkua
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tx, A € A, spliujicich relace

tylaty = a,

ty bty = b,

t;lctA =,

t5tdty = Nder™,
t;let)\ = e,

ty hty = \h

dostaneme HNN-rozsifeni grupy F', které oznac¢ime F*. Z téchto relaci
snadno odvodime, Ze pro kazdé v € W,y a kazdé A € A plati
(513) t;lgvt)\ = Gy~ \-
Protoze je grupa F™* kone¢né prezentovand, jsou jeji konecné generované
podgrupy Gp(hd,t,,t,-1,t,tp-1) a I benigni. UkdZeme, Ze

G= Gp(hd, ta,to-1,1p, tb—l) NF,

odkud vzhledem k Lemmatim 5.2 a 5.3 dostaneme, ze G je benigni
podgrupa F, tedy dokazovné. Protoze gy = hd, plyne z (5.13) inkluze

G C Gp(hd, ta,ta-1, tb,tb—1) NF.

Zbyvéa ukazat opacnou inkluzi. Podle Lemmatu 5.12 k tomu stac¢i ovérit
pro kazdé \ € A rovnost

Gty = Fx\NG.
Z rovnosti (5.13) plyne, ze
t5 Gty = Gp(ty ' Btx) = Gp(gorr | v € Wiagy),
tedy je to podgrupa G generovana témi g, pro které konéi slovo w

znakem \. Naopak, ¢, € F) pravé kdyz v(w) = y(A\) (mod 10) coz
nastane pravé kdyz slovo w kon¢i znakem A. Odtud plyne inkluze

Gty C F\NG.

Mnozina B = {g, | w € Wiepy } je N-redukovana a tedy volné generuje
grupu G. Navic, je-li g7}, ..., go slovo nad B v redukovanéme tvar, po-
tom se v jeho redukovaném soucéinu v F tiseky (hc?(d)% nezkrati. Bud
nyni w slovo v redukovaném tvaru jehoz soucin lezi v F. Obsahuje-li
slovo w tsek jehoz soucin je (hc”™id)%, potom nutné y(w;) = v(\)
(mod 10), a tedy slovo w koné¢i znakem . Odtud plyne, Ze

F\NG Ct'Gty.
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Diive nez zformulujeme Higmanovu vétu o vnoreni, musime definovat
rekurzivné generovanou grupu: Grupa G je rekurzivné prezentovand
ma-li prezentaci

G=(X[A)

v niz X je koneéna mnozina a y(A) je rekurzivné spocetnad mnozina.
Intuitivné, grupa je rekurzivné prezentované, pokud je kone¢né genero-
vana a existuje algoritmus, ktery postupné najde vSechny jeji definujici
relace. Tento algoritmus snadno modifikujeme tak, aby nasel vSechny
slova nad mnozinou generatori X jejichz soucin je v grupé G roven
jednotce. Odtud je vidét, ze koneéné generované podgrupa rekurzivné
prezentované grupy je rekurzivné prezentovana.

Véta 5.18 (Higmanova). Koneéné generovand grupa je rekurzioné pre-
zentovand prdveé kdyZ je vnoritelnd do konecné prezentované grupy.

Diikaz. 7 tvah uvozojicich formulaci Higmanovy véty plyne, Ze kazda
kone¢né generovana podgrupa konecné prezentované grupy je rekur-
zivné prezentovana. Zbyva ukazat opac¢nou implikaci. Podle Véty 4.1
je mozné kazdou spocetnou grupu G vnofit do grupy H, generované
dvéma prvky. Navic v ditkaze této véty je popséno, jak efektivné trans-
formovat mnozinu relaci z prezentace grupy G' na mnozinu relaci v pre-
zentaci grupy H,. Odtud je vidét, Ze je-li grupa G rekurzivné prezen-
tovana, je také grupa H, rekurzivné prezentovana. Proto se ve zbytku
dikazu miizeme omezit na rekurzivné prezentované grupy generované
dvéma prvky.

Podobné jako v Lemmatu 5.17 bud F = (a,b,c,d,e,h) a G =
Gp(gw | w € Wyapy). Bud A libovolna podmnozina W ;. Polozme

Ga = Gp(gw | w € A) aUx = Gp(a, b, h,c%de”, a € y(A)).
Podobné jako v zavéru dikazu Lemmatu 5.17 ukazeme, ze
(5.14) Ga =UaNG.

Pfimo z definice mnoziny Up je vidét, ze {g, | w € A} C Ua, odkud
plyne inkluze Go C Ua N G. Naopak, tseky tvaru (hc’®)d)s se v
redukovanych tvarech prvka z Ua nekrati, odkud plyne, Ze je-li prvek z

UaNG soucinem redukované posloupnosti g}, ..., gi» , jsou y(w;) € A

a tedy slova w; jsou z A. Proto Ux NG C Ga. Nyni,
Gp(Ga;e,d,e,h) = Gp({gw | w € A};c,d, e, h) =
= Gp{w |w € A};e,d, e, h) = Gp(A) * (¢, d, e, h).
Proto
Gp(Ga;e,d, e, h) N {a,b) = (Gp(A) x (c,d, e, h)) N (a,b) = Gp(A).
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Z rovnosti (5.14) pak plyne, ze
Gp(A) = Gp(Ua NG;c,d e, h) N {a,b).

Podle Lemmat 5.14, resp. 5.17 jsou podgrupy Ua, resp. G benigni v
F. Pomoci Lemmat 5.1 - 5.4 odtud odvodime, ze Gp(A) je benigni
podgrupa (a, b). Podle Lemmatu 5.16 je pak grupa (a,b | A) vnoritelna
do konec¢né prezentované grupy. 0

Na zavér této kapitoly se podivejme na to, jak pomoci Higmanovy
vnofovaci véty ukazat existenci konecné prezentované grupy s nefesi-
telnym problémem slov. Bud F' = (ag, ai, by, b1) volna grupa a uvazme

jeji podgrupy
Gi; = Gp(a; "bal | n € N), 1 =0,1,

které jsou volné generované N-redukovanymi mnozinami {a; "bal | n €
N}, i = 0,1. Bud S rekurzivné spocetnd mnozina prirozenych ¢isel,
ktera neni rekurzivni. HNN-rozsiteni

H = <F;t | t Y (ay"bag)t = a;"ba}, n € S>

je rekurzivné prezentované a proto je vnoritelné do koneéné prezento-
vané grupy E. Ptitom z Brittonova lemmatu plyne, ze

(5.15) t~(ag"bag )t = a; "ba’!

pravé kdyz n € S (pokud totiz n ¢ S, je t7%, (ag"bad),t, (a;"bat)™*
HNN-redukovana posloupnost a jeji soucin je proto rizny od jednotky).
Kdyby grupa E méla fesitelny problém slov, existoval by algoritmus jez
pro dané n € N rozhodne zda plati rovnost (5.15) a tak zda n € S. To
je ve sporu s tim, ze mnozina S neni rekurzivni.

Dalsim dtsledkem Higmanovy vnorovaci véty je existence konecné
generované grupy, ktera neni rekurzivné prezentovana.

Dusledek 5.19. Existuje grupa generovand dvema prvky nekonecného
radu, kterd neni rekurzivné prezentovand.

Diikaz. Existuje jen spocCetné mnoho vzajemné neizomorfnich konecné
prezentovanych grup a kazda obsahuje jen spocetné mnoho konecné
generovanych podgrup. Podle Dusledku 4.2 existuje 2% vzijemné nei-
zomorfnich grup generovanych dvéma prvky nekone¢ného radu. Proto
je mezi nimi grupa, kterou nelze vnorit do kone¢né prezentované grup.
Ta podle Higmanovy vnorovaci véty nema rekurzivné spocetnou pre-
zentaci. U



