KOMBINATORICKA TEORIE GRUP

1. VOLNA GRUPA

Definice. Podmnozina X grupy F' je jeji volnou bdzi jestlize kazdé
zobrazeni f: X — (G z mnoziny X do grupy G je mozné rozsitit prave
jednim zpisobem na homomorfismus ¢: F' — G (viz obréazek).

X < F
\ lﬂ!tp
G

Grupa F' je volnd, mé-li néjakou volnou bazi.

Nyni, maje libovolnou mnozinu X, budeme smérovat ke konstrukei
volné Fx grupy s bazi X. Ukazeme, Ze hledanou grupou je grupa
vSech redukovanych slov nad X spolu s operaci redukovaného naso-
beni. Ozna¢me X ! = {z7! |z € X}.

Definice. Slovem nad mnozinou X budeme rozumét (pipadné i prazd-
nou) posloupnost w = xq, ..., T,_1, kde z; € X U X!, Prazdné slovo
budeme znadcit ().

Fixujme mnozinu X . Nebude-li fe¢eno jinak, budeme slovem ve zbytku
této kapitoly minit slovo nad mnozinou X.

Definice. Soucinem slov v =xg,...,T,_1 a W =Yg, ..., Yn_1 budeme
rozumét slovo v w = o, ..., Tn_1:Y0s - - - s Yn—1-

Slovo z je tisekem slova w existuji-li slova u, v tak, ze w = u"z"v.

Definice. Slovo w je v redukovaném tvaru neobsahuje-li tisek z,z7!

nebo 71,z pro ndjaké x € X. Oznacme Fx mnozinu vsech slov v
redukovaném tvaru.

Pro x € X definujme (z7')™' = x a pro slovo w = zg,..., T, 1

polozme w=! =z, 1, ..., zy"

Definice. Necht v, w jsou slova a necht u je nejdelsi pocatecni tsek
slova w takovy, Ze u™! je koncovy tsek slova v, tj. takovy, Zze v = p"u~"
a w = u”q pro vhodné tseky p, resp. ¢ slov v, resp. w. Redukovanym

soucinem slov v, w, ktery zna¢ime vw, pak rozumime slovo p”q.
1



Snadno nahlédneme, ze redukovany soucin slov v redukovaném tvaru
je opét slovo v redukovaném tvaru.

Véta 1.1. Ztotoinime-li prvek x € X s posloupnosti x, tvori mnoZina
Fx spolu s redukovanym ndsobenim volnou grupu s bazi X .

Diikaz. Ozna¢me S grupu vSech permutaci mnoziny F'x. Definujme
zobrazeni ®: Fxy — S takto: Prox € X a xg,...,r,_1 € F'x necht

1., Tt pokud z¢ = 27!
¢(x)(l‘07"'7xn—1 - ..
r,xg,...,Tp_1 Jjinak
a
D1 I TR pokud zy = z.
(@) (@os -y Tp1 =9 ) 3
xT X, ..., Ty1 Jjinak.
Pro slovo ®(xy, ..., 2, 1) definujme

D(zg, ..., Tp1) = P(xg) 0+ 0 O(2-1).

Snadno ovétime, ze ®(z) a ®(z~') jsou vzajemné inverzni zobrazeni a
tedy to jsou permutace mnoziny Fx. Odtud plyne, ze ®(xq, ..., z,_1) €
S pro kazdé slovo xzg,...,z,1 a ze &: Fx — S je homomorfismus
grupoidu Fly s redukovanym nasobenim na podgrupu grupy S.

Je-li xg,...,z,_1 slovo v redukovaném tvaru, je

(I)(ZL'(), PN ,.%'n_l)(l) =Xy Tpn_1.

Odtud je vidét, ze jsou-li v, w rizna slova v redukovaném tvaru, je
D(v)(1) =v # w=P(w)(1) a tedy ®(v) # ®(w). Proto je zobrazeni &
prosté. Odtud plyne, Ze Fx je grupa.

Bud G grupa a ¢ zobrazeni z mnoziny vsech slov nad X do G. Pokud
pro libovolna slova u, v plati, ze

(i) e(u™) = p(u)™,

(ii) p(u"v) = p(u)p(v),
je restrikce p: F'x — G grupovy homomorfismus. Potom totiz pro slova
v=7p"u"taw=u"qgvredukovaném tvaru, kde u je nejdelsi pocatecni
usek slova w, ktery jehoz inverse je zaroven koncovym tsekem slova v,
plati

p(vw) = oP)e(q) = e(p)eu ) e(u)e(q) = e(v)e(w).

Bud G grupa a f: X — G zobrazeni. Kazdy homomorfismus ¢: Fy —
G rozcitujici zobrazeni f nutné spliuje

(11) @(xgoa cee 7'%21711) = f(xO)EO e f(xnfl)gn_la
pro kazdé redukované slovo w = zg°,..., 2,7, kde 7; € X a g €

{—1,1}. Tim je vSak tento homomorfismus urcen jednozna¢né. Naopak
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zobrazeni, které slovu w prifadi hodnotu urc¢enou rovnosti (1.1) spliuje
podminky (i) a (ii) a tedy ¢: Fx — G je grupovy homomorfismus. [

Dausledek 1.2. Bud X podmnoZina grupy G. Potom je X wolnou bazi
grupy (X) pravé kdyz v G plati, Ze

(12) Ty Tp—1 ;é 1.

pro kaZdé neprdazdné slovo v redukovaném tvaru xo, ..., T,—1 nad X.

Diikaz. Je-li podminka (1.2) spliiena, je homomorfismus ¢: Fy — G
rozsifujici identitu f: X — X vnofeni, a tedy ¢(Fx) = (X) je volna
grupa s bazi X.

Naopak, je-li X volnou bazi grupu (X), je identita f: X — X rozsi-
fena homomorfismem 1 : (X) — Fy. Pro neprazdné slovo v redukova-
ném tvaru xo, ..., r,_ 1 pak plati

¢(I0 c '.Z'n_1> =Xy .-, Lp-1 7é 1,
odkud plyne (1.2). O

Dusledek 1.3. KaZdy prvek volné grupy s bazi X je soucinem prdvé
jednoho slova v redukovaném tvaru nad X .

2. NIELSENOVSKY REDUKOVANA MNOZINA
3. NIELSEN

Bud dana mnoZina X. Slovem budeme opét rozumét slovo nad X.
Délku prazdného slova definujme jako 0. Délka |w| nepréazdného slova
w = Ty, ..., T, 1 bud &slon. Pro podmnozinu U C Fy polozme U*! =

UuU".

Definice. Neprazdnou podmnozina U grupy Fx je Nielsenovsky re-
dukovand (kratce N-redukovand), jestlize U NU! = ) a pro viechna
w,v,w € UF! plati, ze

(N) je-li uv # 1 # vw, potom |uvw| > |u| + |w| — |v|.

Véta 3.1. Je-li U C F N-redukovand mnozina, potom je grupa (U)
volnd a U tvori jeji bazi.
Diikaz. Pro u € U*! ozna¢me L(u) nejdelsi pocatecni tsek slova u,
ktery se krati v soucinu zu pro nékteré x € U*!\ {u~'}. Podobné
ozna¢me R(u) nejdelsi koncovy tsek slova u, ktery se krati v soucinu
uy pro nékteré y € UM\ {u™'} (tedy R(u) = L(u™')™1).

Z podminky (N) plyne |u| > |L(u)| + |R(u)|. Jinak by se totiz slovo
u v redukovaném soucinu xuy zcela vykratilo a platilo by tedy, Ze

[zuy| <]+ |ul +[y| = 2ul = |2| +[y| = |u].
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Odtud plyne, Ze existuje neprazdny usek M (u) slova u tak, ze
u = L(u)"M(u)"R(u).

Indukei snadno nahlédneme, Ze je-li vy, . . . , v, posloupnost prvki z U*!
takova, ze v;vi1 # 1 pro 1 < i < n, podslova M(v;) ztustanou v
redukovaném soucinu vy - - - v, nezkracena. Specialné |vy---v,| > n a
tedy vy - - - v, # 1. Protoze UNU ! = (), je sou¢in neprazdné redukované
posoupnosti nad U rtazny od jedné, odkud plyne dokazované. 0

4. HNN-ROZSIRENI A AMALGAMY GRUP

4.1. HNN-rozsifeni. Budeme uzivat nasledujici znaceni: Je-li ddna
grupa G s prezentaci (X | R), oznac¢ime symbolem (G; Y | S) grupu
s prezentaci (X UY | RUS), pritom automaticky predpokladame, Ze
mnoziny X a Y jsou disjunktni.

Definice. Bud G grupa s danou dvojici izomorfnich podgrup A, B a
izomorfismem ¢: A — B. Grupu

G, = (G;t|t " at = p(a), a € A)

nazveme HNN-rozsirenim grupy G se stabilizujicim znakem t a asocio-
vanymi podgrupami A, B.

Fixujme si jedno takové HNN-rozsifeni G,. NiZe budeme pracovat
s posloupnostmi tvaru go, t',..., t°*, g,, kde g; € G ag; € {—1,1}.
Symbolem V ozna¢me mnozinu vSech takovych posloupnosti. Cislo n
nazveme délkou této posloupnosti.

Definice. Stép bud posloupnost tvaru 1%, g,17° takova, ze budto ¢ =
—lagée Aneboe=1age B. Rekneme, ze posloupnost gq, t°, ...,
t*r. g, € V je v redukovaném tvaru pokud neobsahuje stép.

Lemma 4.1. KaZdy prvek g € G, je soucinem posloupnosti v reduko-
vaném tvaru.

Diikaz. Zvolme g € G . Mezi viemi posloupnostmi z V jejichz sou¢inem
je prvek g vyberme nejkratsi a ukazme, Ze je v redukovaném tvaru.
Necht je to posloupnost gg, t°*, ..., t**, g,. Pro spor predpokladejme,
7e posloupnost neni v redukovaném tvaru. Potom obsahuje $tép %, g,
ti+1 ktery lze nahradit prvkem ¢~%. Tak dostaneme posloupnost go,
et g 105 (gi) Givt, T2, 5 g 2V délky no— 2 jejimZ
soucinem je opét prvek g. To je ve sporu s minimalitou délky ptvodné
zvolené posloupnosti. U
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V grupé G zvolme systémy reprezentantu pravych rozkladovych tiid
podle podgrup A, resp. B v nichz jsou podgrupy A, resp. B reprezen-
tovany jednotkou. Pro kazdé g € G ozna¢me symboly g#, resp. g7,
reprezentanty zvolenych pravych rozkladovych tfid podle podgrup A,
resp. B, takové, ze Ag € Ag?, resp. Bg € BgP.

Definice. f{ekneme, ze posloupnost go, t°t, ..., t°*, g, € V je v normdl-
nim tvaru jestlize neobsahuje podposloupnost ¢, 1,17 a

o i g, = —1, je g; zvoleny reprezentant t¥idy Ag;,
-li
) g, =1, je g; zvoleny reprezentant tiidy Bg;.

Lemma 4.2. Bud g € G, soucinem posloupnosti go, t°,..., t°*, g,
v redukovaném tvaru. Potom je g soucinem néjaké posloupnosti hy,
ter ...t hy, v normdlnim tvaru téZe délky a se stejnou posloupnosti
exponenti €1,..., €y.

Diikaz. Ukazeme, Ze navic plati, ze gy 'hg € A pokud e, = 1 a gy *hg €
B pokud e; = —1. Dikaz provedem indukci podle n > 0. Pron =0
je g = go a ,jednoclend” posloupnost gg je v norméalnim tvaru. Predpo-
kladejme, Ze dokazované plati pro kazdy prvek h € G, jez je soucinem
kratsi posloupnosti v redukovaném tvaru. Specialné h = ¢t - - -t~ g,
je soucinem posloupnosti hy, t%2,..., t°* h, v normalnim tvaru. Je-li
g1 = —1, rozlozme h; = ahlA, kde nutné a € A. Z definujicich relaci
grupy G, pak dostaneme, Ze t'a = ¢(a)t~! a proto je g sou¢inem pro-
sloupnosti gop(a),tt, hi, t%2, ..., t°, h,. Je-li h{t # 1 nebo gy = —1,
je vysledna posloupnost v normalnim tvaru. Je-li b = 1 a g = 1
je hi = a € A a z indukéniho piedpokladu ¢g;'hy € A dostavame
g1 € A. To by ale znamenalo existenci stépu t°', g1, v posloupnosti

Jo, t°*, ..., t°", g, v redukovaném tvaru coz vede ke sporu. VSimnéme
si jedté ze gy 'gow(a) = ¢(a) € A a tedy v tomto piipadé je indukéni
krok hotov. Je-li £, = 1 postupujeme obdobné. O

Véta 4.3 (O normalnim tvaru). KaZdy prvek G, je soucinem pravé
jedné posloupnosti v normdlnim tvaru.

Diikaz. Vzhledem k Lemmatu 4.1 je kazdy prvek g € G, souc¢inem
posloupnosti v redukovaném tvaru a podle Lemmatu 4.2 je pak také
soucinem posloupnosti v normalnim tvaru. Zbyva ukazat jednoznacnost
této posloupnosti.

Uvazme mnozinu W vsech posloupnosti v normalnim tvaru a ozna¢me
S(W) grupu vSech permutaci této mnoziny. Pro g € G a g, t°, .. .,
t** g, € VW definujme

\Ij(g) = ggOat517 s 7t€n7gn'
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Je ihned vidét, ze W(gh) = ¥(g) o ¥(h) a ze ¥(gg~") je identickou per-
mutaci mnoziny W. Proto je ¥: G — S(W) grupovy homomorfismus.

Fixujme posloupnost gg, t°*, ..., t°", g, € W. Nejprve rozlozme gy =
bog¥ (kde by € B) a definujme

(bo),t, g8, 15", .. .t g, : jinak.

—1 e e B
; 0 H(bo)g1,t2, ..t g gy =lae =—
\]tj(l‘;)(go’f:gl7 C .. ’ts 7gn) — { 1

Déle rozlozme gy = aggi' (kde ag € A) a definujme

plao),t, git 1%, ...t g, : jinak.

\Il(t_l)(go te1 " gn) = {gD(aO)gl’tEQ’ s B Gn 3964 =lag =1,

Méjme libovolné a € A. Nejprve predpokladejme, 7e g& =1 ae; = —1.
Potom gy = by a podle predchozich definic plati, Ze

(Ut Y oW(a) o W(t))(go, t, ..., ", gn) =
(W) oW(a) (e (bo)gr t72, ... 17, gn) =
(W) (a9 (bo)gn, 2, 157, gu).
Protoze je posloupnost go, t°', ..., t°", g, v normélnim tvaru, je g; zvo-
leny reprezentant rozkladové t¥idy podle A a je-li g; = 1, nutné e = —1

(zvolena posloupnost neobsahuje podposloupnost ¢~1,¢). Odtud a z
predpisii pro zobrazeni ¥ dostéavame, ze

Ut H(ap Hbo)gr, 12, ..., 1", gn) =
o(a)bo, t ™, g1, 1%, ..t g, =
p(a)go, 1, g1, 12, . 5 g =
(p(a))(go, t°, g1, 172, 157, Gn).
Nyni predpokladejme, Ze gé? # 1 nebo ¢; = 1. Potom
(T(t™) 0 U(a) o W(t))(go, - - 15", gn) =
(U(t™") o (a))(p _l(bo) 9ot g1, 172 g,) =
Wt (ap " (bo),t, gg o 17 91,872, 15 g) =
w(a)bogd 7551,511,#52 ot g, =
p(a)go, t°, g1, 172, 17, g =
U (p(a ))(go,t1,gl,t€2,--~,tg",9n)-

Pro a = 1 vidime, Ze U(t™!) o ¥(¢) je identickym zobrazenim na W.
Proto lze zobrazeni gY: GU {t,t '} — S(W) rozsiiit na homomorfis-
mus V: (G;t) — S(W). Z uvedeného rozboru je navic vidét, ze

U(p(a)) = W(t™")W(a)(t) = V(t  at),

Y
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to jest, ze definujici relace grupy G, jsou v jadru zobrazeni . Proto je
toto zobrazeni mozné faktorizovat na homomorfismus ¥: G, — S(W).
Snadno ovérime z predpisu definujicich zobrazeni ¥, Ze pro posloup-

nost go, t°, ..., t°*, g, v normalnim tvaru plati
U (gt t7g,)(1) = go, t°, ..., t", gn.
To znamené, ze jsou-li g, t°', ..., t**, g, a hg, t™, ... t" h,, dvé

rizné posloupnosti v norméalnim tvaru, je
U(gott- - 157 g,) # U(hot™ - - -t" ),
odkud plyne dokazované jednoznacnost. 0

Véta 4.4 (Brittonovo lemma). Predpisem, ktery prvku g € G pri-
radi soucin redukované posloupnosti g délky nula je definovdno vno-
rent G — Gy,. Je-li go, %%, ..., t°", g, posloupnost v redukovaném tvaru
kladné délky, potom got*'gy - --t*"g, # 1.

Diikaz. Pro g € G je posloupnost sestavajici z ¢ v normalnim tvaru.
7. jednoznacnosti normalniho tvaru plune, Ze zobrazeni, které prvku
g € G prifadi soucin posloupnosti g € W je vnoreni. Z Lemmatu 4.2
plyne, Ze je-li g € G, sou¢inem posloupnosti v redukovaném tvaru
kladné délky je také souc¢inem posloupnosti v normélnim tvaru kladné
délky. Z Véty 4.3 potom plyne, Ze tento soucin je rizny od jedné. [J

Lemma 4.5. Necht H je podgrupa grupy G a necht o: A — B je
izomorfismus dvou podgrup grupy H. Potom je H, podgrupa grupy G.,.

Dikaz. Bud h € H, ruzny od jednotky. Potom je h sou¢inem po-

sloupnosti hg, t°', hq, ..., t°", h, v redukovaném tvaru. Dle Brittonova
lemmatu je soucin této posloupnosti v grupé B, rizny od jednotky,
odkud plyne dokazované. 0

S HNN-rozsifenim muzeme pracovat i v piipadé, Zze mame dén soubor
dvojic izomorfnich podgrup A;, B;, j € j spolu se zvolenymi izomor-
fismy ¢,: A; — By, j € J, kde J je (ne nutné kone¢né) indexova
mnozina.

Definice. Necht jsou dany soubory {A4; | j € J} a {B; | j € J}
podgrup grupy G spolu se souborem ¢; = {¢;: A, — B; | j € J}
izomorfismii. Potom grupu

chJ = <G,tj,j eJ | t;latj = wj(a),a c Aj,j < J>

nazveme HNN-rozsirenim s bazi G, stabilizujicimi znaky {t; | j € J} a
souborem asociovanych podgrup {A;, B; | j € J}.



v v ~ s €1 &€
Symbolem V; ozna¢me mnozinu vSech posloupnosti go, tj;, ..., t;",

gn, kde g; € G, ¢; € {—1,1} a j; € J. Cislo n nazveme délkou této
posloupnosti.

Definice. Stép bud posloupnost tvaru t5,9,t;° takova, Ze budto ¢ =
—lage Ajneboe =1ag € Bj pro nékteré j € J. Rekneme, Ze

posloupnost go, t3,..., 5", g € Vs je v redukovaném tvaru pokud

neobsahuje stép.
Je-li indexova mnozina J = {1,...,n} konecna, je ziejmé
GSOJ = ( c ((GQOI)SOQ) ce )@n'
Je-li mnozina J nekonec¢né, snadno nahlédneme, ze
G‘PJ = h_I>n G‘PF7

kde F' probiha vsechny konec¢né podmnoziny .J. Odtud odvodime pii-
slusné zobecnéni Brittonova lemmatu.

Véta 4.6. Predpisem, ktery prvku g € G priradi soucin redukované
posloupnosti g délky nula je definovdno vnotent grupy G do G, ,. Soucin
posloupnosti v redukovaném tvaru kladné délky je rizny od jedné.

4.2. Amalgamy grup.

Definice. Necht A, a G;, i = 0,1 jsou grupy a j;: A — G, jsou vnoreni.
Amalgamem grup Go, G1 podle A nazveme grupu P danou prezentaci

P = (Go; G1 | jo(a) = ji(a), a € A).

Snadno také nahlédneme, Ze grupa P je kolimitou diagramu

A Jo Go

|

G

Polozme A; = j;(A) < G; a ¢ = j; 0 j; '. Potom ziejmé
P =(GoxGi|pa) =a, a€ A

atedy P = (Go* G1)/N, kde N je normalni podgrupa grupy Gg * G,
generovand mnozinou {¢(a)a™! | a € Ag}.

Lemma 4.7. Bud
(Go* G1)y = (Gox Giit | p(a) =t7"at, a € Ap)
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HNN-rozsirent volného soucinu Go* Gy s asociovanymi podgrupami Ay
a Ay. Potom je mozné homomorfismus ®: GoxGy — (Go*G1), urceny
predpisy

_ 1
(4.1) {q)(g) =1"'gt pokud g € Gy

®(g) =g pokud g € Gy
faktorizovat pres homomorfismus W: P — (G * G1).,.

Diikaz. Staci ovérit, ze obraz ®(Gyx G1) spliiuje definujici relace grupy
P. Podle definic plati pro kazdé a € Ag, ze

D(a) = tat = pa) = D(p(a)).

Lemma 4.7 spociva v komutativité diagramu

G() * Gl )
L
11
P (GO % Gl)cp

kde IT: (G * G1) — P je kanonické projekce s jadrem N.

Definice. Proi = 0,1 oznacme G, = G;\ A;. Rekneme, 7e posloupnost
9o, - - - , §n Prvki volného soucinu Gox Gy je v redukovaném tvaru, jestlize

(i) kazdy z prvka g; lezi v nékteré z mnozin Gj,, G';

(i) je-li gi € G}, potom gi1 € Gy_j;

Délkou poslopnosti v redukovaném tvaru rozumnéjme cislo n

Lemma 4.8. Kazdy prvek g € P\ 1I(Ay) je soucinem posloupnosti v
redukovaném tvaru.

Dikaz. Bud go, ..., g, nejkratsi redukovana posloupnost v Gy * G
takova, ze g = Il(go)---1l(g,). Pokud n = 0, plyne z predpokladu
g € P\ 1I(A), ze go ¢ G, pro vhodné j € {0,1} a tedy zvolena
posloupnost je redukovand v P. Predpokladejme, ze n > 0. Pokud by
g; € Ap pro nékteré 0 < i < n, mohli bychom zvolenou posloupnost
nahradit kratsi posloupnosti go, ..., gi—2, ¢i-19(gi)Gis1, Giv2s -+ Gn,
ktera je opét v redukovaném tvaru. Pokud by ¢g; € A; pro nékteré
0 < ¢ < n, mohli bychom analogicky zvolenou posloupnost nahradit
kratsi posloupnosti go, ... gi_2, gi-19 (9i)Gis1, Gis2s - -+, gn v Teduko-
vaném tvaru. V obou pfipadech dostavame spor s minimalitou n (v
zapise pokladame g 1 = 1 = g,41). Proto je zvolena posloupnost v
redukovaném tvaru v P. 0
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Nésledujici véta je analogii Brittonova lemmatu pro amalgam grup.

Véta 4.9. Plati nasledugici:

(a) Grupy Go a Gy jsou vnoteny do P.
(b) Soucin redukované posloupnosti v P je rizny od jedné.

Diikaz. 7 prvni ¢asti Brittonova lemmatu snadno nahlédneme, Ze pied-
pisy (4.1) jsou definovany vnofeni ®: G; — (Go*G1),. Prol # g € G,
je proto 1 # ®(g) = (Voll)(g), odkud plyne, ze II(g) # 1. To dokazuje
cast(a).

Z ¢asti (a) plyne, ze sou¢in redukované posloupnosti délky 0 je rizny
od jedné. Bud go, ..., g, redukovana posloupnost kladné délky a g jeji
souc¢in. 7 definice redukované posloupnosti je vidét, ze obraz W(g) =
U(go) -V (g,) je soucinem redukované posloupnosti kladné délky v
HNN-rozsiteni (G * G1), a proto, podle Brittonova lemmatu, rizny
od jedné. Odtud plyne, ze g # 1. Tim je dokazéna ¢ast (b). O

7 Véty 4.9 a z Lemmatu 4.8 okamzité plyne, Ze:

Dusledek 4.10. ZobrazeniV: P — (G1%Gs), popsané v Lemmatu 4.7
je vnorent.

Jesté tu bude vice o vztahu HNN-rozsiteni a amalgamai, konkrétné jak
vnotit amalgam do HNN-rozsiteni. Ddle jek definovat amalgam vice neZ
dvou grup.

5. O VNORENI SPOCETNYCH GRUP

Véta 5.1. KaZdou spocetnou grupu G mizZeme vnorit do grupy H,
generované dveéma proky. Md-li navic grupa G prezentaci s n-relacemi,
existuje prentace grupy H, se dvema generdtory a n-relacemi.

Diikaz. Uvazme prezentaci
G=(X]A)

grupy G, kde X = {g1,92,...} a A = {01,09,...} jsou spocetné (ne
nutné nekoneéné) mnoziny. Polozme H = G * (a,b). VSimnémé si, ze
mnozina

A= {b_iabi | 1€ No}
je N-redukovana, a tedy tvori bazi volné podgrupy grup G. Uvazme
mnozinu

B = {b,g;a”"ba’ | i € N}.
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Pritazenimi b — a, a — b a g; — 1, pro i € N, definujeme projekci
grupy H na (a,b). Pfitom obrazem mnoZiny B je N-redukovana mno-
zina A a proto je B bazi podgrupy H. Navic restrikce této projekce
uréuje izomorfizmus ¢: Gp(B) — Gp(A) a tedy pridanim stabilizuji-
ciho prvku ¢t dostaneme HNN-rozsifeni

H, = (H;t|t bt = a,t 'gia 'ba't = b~"ab’, i € N).

Podle Brittonova lemmatu je grupa H a tedy grupa G vnofena do H,,.
Protoze b = tat™! a

(5.1)  gi=tblabit ra'b e = ¢ e et at” ettt

w;

pro kazdé ¢ € N, je grupa H, generovana dvojici prvka a,?. Navic,
oznac¢ime-li y; relaci, ktera vznikne nahrazenim kazdého vyskytu moc-
niny znaku g; v relaci ¢; prislusnou mocninou vyrazu w;, tvoriciho pra-
vou stranu rovnosti (5.1), dostaneme prezentaci

H(p: <a7t’717727"'>

grupy H,. Specidlné ma-li grupa G prezentaci s n-relacemi 0,. .., dy,,
mé grupa H, konecnou prezentaci s generatory a,t a n-relacemi i, . . .,
Vi U

6. HIGMANOVA VNOROVACI VETA

V 50-tych minulého stoleti ukizali nezavisle Novikov a Boone, Ze
existuje kone¢né prezentovana grupa s nefeSitelnym problémem slov.
V roce 1961 ukazal Higman, Ze konecné generovana grupa je rekur-
zivné prezentovana pravé kdyz je vnoritelna do konecné prezentované
grupy. Odtud Novikov-Booneova véta snadno plyne. Cilem této ka-
pitoly je ditkaz obou tvrzeni. Udinnym nastrojem nam bude pojem
benigni podgrupy, kterému vénujeme prvni sekci.

6.1. Benigni podgrupy. Pro podgrupu H grupy G polozme
Gy ={G;t|t 'ht=h, h€ H}.

Definice. Podgrupa H kone¢né generované grupy G je benigni v G,
je-li grupu G mozné vnorit do kone¢né prezentované grupy.

Lemma 6.1. Necht H < G < E je Tetizek grup. Je-li H benigni v F,
potom je H benigni také v G.

Diikaz. Podle Lemmatu 4.5 je Gy podgrupa grupy Ep. Proto je-li
grupu Ey vnofit do koneéné prezentované grupy P, plati totéz i pro
grupu Gp. O
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Lemma 6.2. Bud G konecéné generovand podgrupa konecéné prezento-
vané grupy E. Potom je kaZdd konecné generovand podgrupa grupy G
benigni.

Diikaz. Necht A je libovolnd koneéna podmnozina G. Polozme H =
Gp(A). Potom je

Ey=(E;t|t'ht=h,h€ H) = (E;t|t 'at = a, a € A).

Vzhledem k tomu, Ze grupa F je kone¢né prezentovand a mnozina A je
konecné, je grupa Ey kone¢né prezentovana. Proto je H benigni v E a
podle predchoziho lemmatu je pak benigni také v G. 0

Lemma 6.3. Prunik dvou benignich podgrup konecné generované grupy
G je benigni podgrupa G.

Diikaz. Necht H_; a H; jsou benigni podgrupy grupy G. Pro¢ = —1,1
polozme Gy, = (G,t; | t;'ht; = h;, h; € H;). Podle predpokladu mii-
zeme grupu Gy, vnofit do koneéné prezentované grupy F;. Bud P
amalgam grup F_;, F; podle G. Protoze grupy E_;, E; jsou konec¢né
prezentované a grupa G je kone¢né generovana, je amalgdm P koneéné
prezentovany. Snadno nahlédneme, Ze grupa

Gr., = (Gytoy,ty | t;7 bty = hy, hy € Hy, i = —1,1)

je izomorfni amalgamu grup Gy, a Gy, podle G a je vnotrena do P.
Popsanou situaci znazornéme graficky (v8echny vyzna¢ené homomor-
fimy jsou vnoteni):

G——Gyg,——=F_,

]

GH1 > GHﬂ

LN

Ey P

Polozme Gg_,nu, = (G;s | s7ths, h € H_; N H;). Protoze pro kazdé
h € H_yNH, plati rovnost (t_1t;) " h(t_1t;) = h, urcéuji predpisy g — ¢
pro g € G a s — t_;t; homomorfismus ¢: Gy ,ny, — Gp,,. UkdZeme,
ze je to homomorfismus prosty. Restrikce ¢ na G je zfejmé prosta.

Bud g = go, s°,... s, g, posloupnost v redukovaném tvaru kladné
délky. Jejim obrazem je posloupnost o(g) = go, t=,, 2}, ... o, t2,

gn. Ta nemusi byt v redukovaném tvaru, obsahuje-li vSak §tép, je to
budto tsek t~1, g;,t_1 pro g; € H_; nebo usek tl,gj7t1_1 pro g; € H;.
Navic jsou tyto §tépy souc¢astmi tsekt ¢7', t71, ¢;, t_1, t1, respektive
t_1, t1, g, t; ', t°1. Protoze ptvodni posloupnost g je v redukovaném
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tvaru, a tedy neobsahuje $tép, je nutné g; ¢ Hy a g; ¢ H_4. Odtud
plyne, Ze substitucemi t "1, g, t_1 — g; a 1, 95, T gj, provedenymi
na viechny vyskyty $tépi v posloupnosti ¢(g), dostaneme posloupnost
v redukovaném tvaru délky alespon n. Dle Brittonova lematu je soucin
této posloupnosti rizny od jednotky. Odtud vidime, Ze je zobrazeni ¢
prosté. Proto je mozné grupu Gy_,ny, vnofit do koneéné prezentované
grupy P coz znamené, ze H_, N Hy je benigni podgrupou grupy G. [

Bud X podmnoZina grupy G. Symbolem Gp(X) oznac¢ime pod-
grupu grupy G generovanou mnozinou X. Jsou-li navic dany prvky
ai,as, ... grupy G, budeme znacit Gp(X;ay, ag,...) podgrupu gene-
rovanou mnozinou X a danymi prvky.

Lemma 6.4. Bud G konecné generovand grupa. Jsou-li Hy, Hy benigni
podgrupy grupy G, potom je také Gp(HyU Hy) benigni podgrupou grupy
G.

Diikaz. Pro i = 0,1 polozme Gy, = (G,t; | t:'ht; = h, h € H;) a
zvolme kone¢né prezentovanou grupu £; obsahujici G ,. Podobné jako
v dikazu predchoziho lemmatu, uvazme amalgam P grup FEy, F; nad
G. Ovérime, ze plati

(6.1) Gp(HoU Hy) = Gp(t;'Gt;, i = 0,1) N G.

Grupa Gp(Hy U H,) je ziejmé obsazena jak v Gp(t; 'Gt;, i = 0, 1) tak
v grupé GG a tedy i v pruniku téchto grup. Ukazeme opacnou inkluzi.
Prvek g € Gp(t;'Gt;, i = 0,1) je soucinem posloupnosti

)
9o = tal7glat07 17t1_1792at17 ce 7t61792n—17t0a 1at1_1792nat1'

Je-li navic g € G, existuji posloupnosti g,,...,g,, tak, ze g,, = g a
pro 0 <7 < m dostaneme posloupnost g, z posloupnosti g, redukci
jednoho stépu. Odtud indukeci snadno nahlédneme, Ze kazda z posloup-
nosti g; je tvaru go, t;}, g1, - - -, gk—1, ;% gr, kde go, gr € Gp(Ho U Hy).
Proto g € Gp(Ho U Hy).

Podle predpokladu jsou grupy G a Gp(t; 'Gt;, i = 0, 1) koneéné ge-
nerované a tedy podle Lemmatu 6.2 benigni v P. Z rovnosti (6.1) a
Lemmatu 6.3 pak plyne, ze Gp(Hy U Hy) je benigni v P a vzhledem k
Lemmatu 6.2 je benigni v G. O

6.2. Rekurzivni, rekurzivné spocetné a diofantické mnoziny.
Bud dana spocetna mnozina N (¢asto mnozina celych nebo pfirozenych
Cisel). Rekneme, ze podmnozina X mnoziny N je rekurzivné spocetnd,
pokud existuje algoritmus, ktery postupné vypiSe vSechny jeji prvky.
Podmnozina X mnoziny N je rekurzivni, existuje-li algoritmus, ktery
pro kazdé n € N rozhodne zda n € X.
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Lemma 6.5. Bud dand spocetnd mnoZina N. PodmnoZina X mno-
zZiny N je rekurzivng, pravé kdyz jsou mnozZiny X a N ~ X rekurzivné
spocetné.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, Ze je X rekurzivni. Pak muzeme vy-
psat prvky mnoziny X tak, ze postupné bereme prvky N a o kazdém
rozhodneme, zda nélezi do X. Tedy kazda rekurzivni mnozina je re-
kurzivné spocetna. Je-li X rekurzivni, je zfejmé také N ~ X rekurzivni
(pouzijeme stejny algoritmus, jen znegujeme vystup) a tedy i rekur-
zivné spocetna.

Nyni predpoklddejme, Ze jsou obé mnoziny X a N ~\ X rekurzivné
spocetné. Potom existuji algoritmy jejichz vystupy jsou posloupnosti
Xo, Ta, Ty, ... viech prvka mnoziny X a xq, xs3, x5, ... vSech prvki mno-
ziny N ~ X. Kombinaci téchto algoritmii ziskame algoritmus jehoz vy-
stupem je posloupnost xg, x1, X2, ... vSech prvki mnoziny N. Pfitom
x; € X pravé kdyz 2 | i. Odtud vidime, ze mnozina X je rekurzivni. [

Definice. Podmnozina X C Z" je diofantickd, existuje-li polynom
PeZlxy,...,Tn-1,Y05-Ym—1]
tak, ze (20,...,2,-1) € X pravé kdyz ma polynom
P(20,- -, 20-1,Y0, - -+ s Ym—1) € Z[Yo - - - s Ym—1]
koren. Rekneme, 7e polynom P wurc¢uje mnozinu X.

K tplnému pochopeni pojmi rekurzivni a rekurzivné spocetné mno-
zina by bylo tfeba exaktné popsat co je to algoritmus. Tomuto popisu
se vyhneme odkazem na néasledujici hlubokou Matijasevicovu vétu.

Véta 6.6 (Matijasevi¢ (1970)). Podmnozina X C Z" je diofantickd
pravée kdyzZ je rekurzivné spocetnd.

Tato véta méa zajimavou hitorii. V roce 1900 sestavil David Hilbert
seznam 23 problémi jejichZ feSeni povazoval za zasadni pro dalsi vyvoj
matematiky. Desaty Hilberttiv problém je tento: ,Existuje algortimus,
ktery pro libovolny polynom P € Z[xy,...,x, 1] rozhodne, zda méa
koren v Z" 7 Tento problém odolaval snaham o vyteSeni pres pul sto-
leti. V roce 1970 jej zodpovédél negativné tehdy dvaadvacetilety rusky
student Yury Matijasevi¢, kdyz navazal na predchozi vysledky prede-
vsim Julie Robinson, Martina Davise a Hilary Putmana. Extraktem
Matijasevicova TesSeni je nami uvedena hluboka Véta 6.6.

Tvrzeni 6.7. Existuje rekurzivné spocetnd podmnozina prirozenych ¢i-
sel S, kterd neni rekurzivni.
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Diikaz. Bud X = {xg,z1, ...} spofetnd mnozina proménnych. Nejprve
ukazme, jak efektivné piifadit kazdému polynomu P € Z[X] jedno-
znané urcené prirozené ¢islo y(P). Snadno ovéiime, Ze predpisem

alz) =2 +22+1
definujeme prosté zobrazeni ov: Z — N. Déle ozna¢me n-té liché prvo-
¢islo symbolem p,_1, tj. po = 3, p1 = 5, po = 7, p3 = 11,... atd. a
posloupnosti t = to, ..., t, € Nyt piitadme jednoznacné uréené piiro-
zené ¢islo

Bt) =y vy

Pro n € Ny a posloupnost t = t, ... ,t, € Ni™! znaéme ot = 2 - - - ztr.
Nyni, pro libovolny polynom

P(zo,...,2Tn) = apT™ + -+ + @', kde p(z™) < --- < B(z'),
polozme a(a) = a(ayp), ..., ala,) a definujme

~(P) = Qﬁ(a(a))pg(to) .. ,pﬂ(tm).

m

Polozme
S ={y(P(xg,...,z,)) | P(v,x1,...,x,) ma kofen.}.

Postupné muzeme generovat vSechny polynomy P(xy,...,z,) € P[X],
pro kazdy spocitat v(P) a dosadit vyslednou hodnotu za xy. Dale bu-
deme do vysledného polynonu v proménnych zy, ..., x, postupné dosa-
zovat vSechny n-tice celych ¢isel. Tak najdeme vSechny prvky mnoziny
S odkud je vidét, ze mnozina S je rekurzivné spocetna.

Pro spor predpokladejme, Ze je mnozina S rekurzivni. Potom je
mnozina Z ~ S rekurzivné spocetnd a existuji n € Ny a polynom
P € Zxg,...,x,) tak, ze z € Z ~ S pravé kdyz méa P(z,xq,...,2,)
kofen v Z". Odtud plyne, ze v(P) € Z ~. S pravé kdyZ ma polynom
P(y(P),x,...,x,) kofen v Z", coz vSak nastane pravé kdyz v(P) € S.
To je hledany spor. 0

Definice. Elementdrni formuli rozuméjme formuli ¢(zo, ..., z,;,) jed-
noho z téchto tvart:

x; = ¢, pro néjaké c € Z,

x; = x;, kde 7 # j,

x, = x; + 5, kde 7, j, k jsou po dvou rizné,
xp = 2wy, kde 0 <k <@ <.

Pripomenme, ze konjunkci formuli ¢, ..., ¢; rozumime formuli

t
b = /\ (,0]‘.
7=0
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Lemma 6.8. Pro kazdé n € Ny a kazdy polynom P € Zlxy, ..., x,)
existuji nezdaporné celé c¢islo m a konjunkce elementdrnich formuli ®p
tak, Ze P(xo,...,Tn) = Ym praveé kdyZ ®p(zo, ..., Tn, Yo, .- Ym) DPTO
néjaké (Yo, ..., Ym-1) € Z™.

Diikaz. Tvrzeni ukédZzeme indukci podle poc¢tu proménnych a stupné
plynomu P v proménné z,,. Nema-li P zadnou proménnou (tj., je-li
stupné 0), je P = ¢ a bud ®p(yo) elementarni formule yo = ¢. Kazdy
polynom P € Z[xy, ..., x,] je tvaru
P(xo,...xn) = Pi(zo, ..., Tn)Tn + Po(zo, ..., Tpe1),

kde polynom P; ma mensi stupen v proménné x,, a Fy ma méné promén-
nych. Podle indukéniho predpokladu existuji k,m € Ny a konjunkce
elementarnich formuli ®p , resp. ®p, tak, ze P(xg,...,z,) = y, pravé
kdyZ ®p, (0, ., Tns Y2, - -, Yr) Pro n&jaké (yo,...,yp_1) € Z*¥72, resp.
Po(xo, ..., &pn_1) = Ym—1 pravé kdyz ®p (2o, . - -, Tn, Ybt1y - - - Ym—1) DIO
né&jaké (Yri1,- - Ym-2) € Z™ %72 Formuli ®p najdeme jako konjunkci
formuli ®p,, Pp, a elementarnich formuli:

Pp=Pp, APp A (y1 = 20) A (Y0 = Y1Yk) A (Ym = Yo + Ym—1)-
O
Disledek 6.9. Pro kazdé n € Ny a kazdy polynom P € Z|xy, ..., T,
existuji nezaporné celé ¢islo m a konjunkce elementdrnich formuli Vp
tak, Ze P(xg,...,z,) = 0 prave kdyz Vp(xo,. .., Tn, Yo, - -, Ym) PTO NE-
jaké (Yo, ..., Ym) € Z™HL.

Dikaz. Polozme
Up=>®p A (y, =0).

O
Lemma 6.10. Bud ddna konjunkce elementdrnich formuli
t
®(zo,...,z0) = )\ ¥5-
=0
Potom ezistuje polynom Py(zo, . .., x,) tak, Ze pro kaZdou (xq, ..., x,) €

7" platt, Ze ®(x, ..., x,) praveé kdyZ Pe(zo, ..., z,) = 0.
Diikaz. Elementarni formuli ¢ piifadime polynom F, tak, Ze je-li ¢
formule

To=¢, je Py, =z —c,

;= x4, je P, = x; — wj,

Ty =x; + x5, je Py =x; + 15 = 14,

Ty = 174, je P, = x;x; — 1)



17

a polozime

O

Lemma 6.11. PodmnozZina X C Z" je diofantickd pravé kdyzZ existuje

konjunkce elementdrnich formuli ® s ndsledugici vlastnosti: (zg, ..., zn—1) €

X pravé kdyz existugi (yo, ..., Ym—1) € Z™ tak, Ze

(I)(Zo, ey Zn—15Y0, - - - aym—l)-
Diikaz. Predpokladejme, ze je X diofantickd. Potom existuje k € N a
polynom P € Z[zg,...,%Tn 1,Y0,---,Yk_1), kde tak, ze (z9,...,2,_1) €
X praveé kdyz mé polynom

P(20, 5 201,905 - - s Yk—1) € Z[Yo, - - -, Yr—1]

kofen. Podle Lemmatu 6.8 existuje m > k tak, ze (zg,...,2,-1) € X
pravé kdyz existuji (yo, ..., Ym_1) € Z™ tak, ze

Pp(20, -5 2n-1,Y05 - Ym—1)-

Naopak, je-li mnozina X definovana formuli ® je podle Lemmatu 6.10
urc¢ena polynomem Pg a tedy je diofanticka. 0

6.3. Novikov-Booneova véta. V této podkapitole nejprve ukazeme,
ze rekurzivné spocetné mnoziny vymezuji benigni podgrupy volné grupy.
Tento fakt vyuzijeme k dikazu Novikov-Booneovy véty, tedy ke kon-
strukci konecéné prezentované grupy, ktera nema resitelny problém slov.

Lemma 6.12. Bud G grupa, A;, B;, i € I, dvojice izomorfnich podgrup
grupy G s izomorfismy @;: A; — B, 1 €1, a
G, = (Gt i€ 1|t at; = pi(a), a € Aj, i € 1)
prislusné HNN-rozSiteni. Bud H podgrupa grupy G takovd, Ze
(6.2) t7 (HNA)t; = HN B;
pro kazZdé i € I. Potom
H=Gp(H;t;,, i€ I)NG.

Diikaz. Polozme

Hy, = (H t;,i €l |t at;=pi(a),a € HNA;, i € 1).
Jednoznaénym rozsitenim inkluze H U {t;,i € I} C G, dostaneme
homomorfismus ¥: H, — G,. Tvrdime, Ze tento homomorfismus je

prosty. K tomu staci ovéfit, Ze obrazem redukované posloupnosti v H,

je redukovana posloupnost v Gy. Bud hg, ¢, ..., hp_1, 17", hy, redu-

kovana posloupnost v HNN-rozsifeni H,. Pokud by tato posloupnost
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nebyla redukovana v G, obsahovala by §tép ¢, , h, ¢, kde budtoe =1
ahe HNA;neboe=—1ahe HNB;. Vzhledem k (6.2) vsak zadna
z téchto moznosti nemize nastat.

Odtud plyne, Ze homomorfismus ¥ je prosty a grupu H, miZeme
ztotoznit s jejim obrazem, ktery odpovida grupé Gp(H; t;, i € I). Proto
staci overit rovnost H = H, N G. Ta vSak plyne okamzité z toho, Ze
redukované posloupnosti délky nula v HNN-rozsifeni H, odpovidaji
prvkim H. U

Pro m € Ny ozna¢me F},, volnou grupu s bazi

B,, = {a0> bo, Cos - -y Umys bmy Cm}-
Kazdé posloupnosti z = (2q, ..., z;,) celych &isel pritadme prvek w, €
F,,, definovany predpisem
w, = ¢, b, ta e by tay T aboc - - alm by el

Formuli ¢ v proménnych zg,.... x fitadme grupu
05 s m

G? = Gp(w(ZO ----- Zm) | QO(ZO’ S sz))'

Lemma 6.13. Pro kaZdou elementdrni formuli ¢ v proménnyjch x, . . .,
Tm je G¥ benigni podgrupou grupy F,,.

Diikaz. Nahradime-li v mnoziné B,, nékteré z prvka b; souciny a;b;c;
dostaneme opét mnozinu volnych generatori grupy F,. Proto je ad-
junkei stabilizujicich prvki ¢; takovych, ze ¢, Yit; = abic; at; komutuje
Se Zbyl)?ml pI‘ka béaze Bm a tij takovjrch, ze t;lbzt” = CLibiCi, t;lb]tw =
a;bjc; a t;; komutuje se zbylymi prvky B, definovano HNN-rozsiteni
grupy F,. Oznacme jej F*. Oznacme e; posloupnost (2o, ..., z,) tako-
vou, ze z; = 1 a z; = 0 pro j # i. Snadno ovéiime, Ze pro celé ¢islo d a
posloupnost z = (2g, ..., 2,) € Z™! plati vztahy

(6.3) t;dwzt? = Wyt de,

(64) t;]dwztf] = wz+dei+dej.
Bud ¢ elementrni formule tvaru x; = ¢. Polozme

Z formule (6.3) plyne, ze G¥ C H¥ N F,,. Navic, z (6.3) snadno od-
vodime, ze G¥ = t;lG‘ptj pro kazdé j # i- Proto vzhledem k Lem-
matu 6.12 plati také opa¢na inkluze. Odtud dostavame

G¥ = H? N F,,.
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Protoze jsou H¥ i F,, konecné generované podgrupy grupy F . ktera
je kone¢né prezentovana, jsou v ni podle Lemmatu 6.2 benigni. Z Lem-
matu 6.3 plyne, Ze je také G¥ benigni v F) a tedy je benigni v také v
E,.

Ozna¢me 0 = (0,...,0) € Z™"'. Pro elementéarni formule ¢ tvaru
x; = xj Pro i # j uvazZme grupu

HY = Gp(wo, tij, tx k # 1, ).

Ze vztahi (6.3) a (6.4) dostaneme podobné jako v predchozim piipadé
pouzitim Lemmatu 6.12, Ze

GY = H* N F,.
Odtud odvodime, ze G¥ je benigni podgrupou grupy F,.
Nyni méjme elementarni formuli ¢ tvaru z;, = x; + ;. V tomto

pripadé bud
HY = Gp(w07 7tik7tjk7 tlv [ 7é 7;7.77 k)
Pomoci Lemmatu 6.12 a vztaht (6.3), (6.4) opét odvodime, Ze

G¥Y = H? N F,,
odkud dostaneme, ze G¥ je benigni podgrupou grupy F,.
Nakonec, bud ¢ elementarni formule tvaru z; = z;x;, kde £ <

vrlvrivs

ikt o % (te) — Gp(F, ty) definovany piedpisy ¢).,.(b;) = a;bjc;,
tan(ci) = tie; a zbylé generdtory grupy F, a prvek t; se zobrazi na
sebe. Ovétime, Ze ¢}, spliuje definujici relace grupy Gp(F,, ) a proto
se faktorizuje pfes endomorfismus ;.;x: Gp(F, tx) — Gp(Fin, k) jak
je znazornéno na néasledujicim obrazku (7 znaé¢i kanonickou projekei).

Fm * <tkz>

/
Jyik
™

G (B t) —25 Gp(Fi, 1),

Je ziejmé, Ze 1}, spliiuje definujici relace neobsahujici prvky b; a c;.
Pro zbylou dvojici relaci ovérime, ze plati
-1 -1
Wit jt) =t agbicit = azhjc; = Py (by),
V(s teitn) =t ety = ety = tec; = l.g(ca).

Podobné ovérime, Ze se homomorfismus @/J;;ik_l : Fox(ty) — Gp(F, tr)
definovany predpisy z/zg;ik_l(bj) = a; 'bic; !, wg;ik_l(ci) = t.'¢; a zbylé
generatory grupy Fj, a prvek t, se zobrazi na sebe faktorizuje pies
endomorfismus @Dj_llk grupy Gp(F,,tx). Z definujicich pfedpisi obou
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zobrazeni je vidét, Ze ;. a 1/Jj_n-1k jsou vzajemné inverzni automorfimy
grupy Gp(F,, ti), specialné ;. je automorfismus. Podobné ukazeme,
ze je predpisy ¢ijk(b;) = aibici, Viji(c;) = tye; a zbylé generatory
grupy F,, a prvek t, se zobrazi na sebe urc¢en automorfismus grupy
Gp(F,,, tg). Odtud plyne, ze pfidanim stabilizujicich prvki s;,., resp.
si.;1 spliujicich sj_zlkbjsj_llk = ajbc; a sigkcisj;ik = t1¢;, TESP. s;;kbis;jl =
a;bic; a si_;jlkcjsi;jk = txc; a komutujicich se zbylymi generatory grupy
F,, a s prvkem t; dostaneme HNN-rozsifeni grupy F. Oznacme jej
Er*. S vyuzitim toho, Ze k < 4,7 snadno spocteme, Ze pro d € Z a
2= (20,...,2m) € Z™ plati

(6.5) S Wa STk = Wartde,+dzen & SighWaSoir = Wartde;+dzyer-
Polozme

H? = Gp(wo, Sj.ik, Sijk, ti, L # 1,7, k), H? =Gp(G¥,t;, L #1,7,k).
Z rovnosti (6.3) a (6.5) plyne, ze G¥ < H? atedy H? < Hf. Vsimnéme
si, ze G¥ = H¥NGp(G¥, ty,). Z rovnosti (6.5) plyne, Ze 5., G s = G¥
a sz-_;jlkG@si;jk = (G¥. Podle Lemmatu 6.12 je potom
(6.6) H? = H? N F*.
Z rovnosti (6.3) je vidét, ze t; 'G¥t;t = G¥ pro kazdé [ # i, j, k, odkud
vhledem k Lemmatu 6.12 plyne, Ze
(6.7) G¥ = H? N F,,

Protoze, HY a F,, a F}, jsou kone¢né generované podgrupy konecné
prezentované grupy F*, dotaneme z rovnosti (6.6), ze H? je benigni v
F a nasledné z rovnosti (6.7), ze G¥ je benigni v F,,. O

Lemma 6.14. Bud S rekurzivné spocetnd mnozina celjjch ¢isel. Potom
je grupa
G¥ = Gp(abyc® | 2 € S)
benigni podgrupou grupy Fy.
Diikaz. Protoze je mnozina S rekurzivné spocetné, existuje podle Lem-

matu 6.11 konjunkce elementarnich formuli (v proménnych o, ..., z,
pro vhodné n € Ny)

t
¢ = /\ Pt
i=0
tak, ze celé ¢islo zg € S pravé kdyz existuji z1,..., 2, € Z pro které
plati ®(zo, ..., zn). Nejprve ovéime, ze plati
t
(6.8) G* =) G*.

=0
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Snadno nahlédneme Ze je mnozina B,, N-redukovani a proto tvori
volnou bazi grupy F,,. Specialné pro kazdou formuli ¢ tvori mnozina
B? = {w, | ¢(2)} volnou bézi grupy G¥. Proto g = w3l ... wg* € G¥
pravé kdyz ¢(w;) pro viechna j € {0,...,k}. Odtud vidime, ze g =
wil .. wgk € G* prave kdyz ®(z;) pro vechna j. To nastane pravée
kdyZ ¢;(2z;) pro kazdé j a kazdé i, coz je ekvivalentni g € N._, G¥'.
Tim je rovnost (6.8) ovéfena. Z této rovnosti a z Lemmatu 6.3 plyne,
ze G® je benigni v F,,.

Nyni ovérme rovnost

(69) GS = Gp(G‘b,ai,bi,ci, 1 S 1 S m) N F().

Bud p: Fy — F,, pfirozené vnoreni, tj. ag — ag,bg — by a ¢y — co 8
retraktem 7: F,,, — Fy (definovanym ptedpisy ag — ag, by — bg, co —
coaa;— 0,b;— 0,¢;— 0prol <i<m). Bud wyo Wk € G?®, kde
z; = (2),...,2)). Potom pro kazdé 0 < j < m plati ®(2;) a tedy zj €
S. Proto m(G?®) = G°. Ozna¢me F® = Gp(G?®, a;,b;,¢c;, 1 < i < m).
Potom
F?NFy=n(F?) =7n(G*) = G*,

coz je (6.9). Z Lemmatu 6.4 plyne, ze F'2 je benigni podgrupou F,,. Z
Lemmatu 6.3 pak dostaneme, Ze G° je benigni v F}, a tedy je benigni
iv F(]. l

Véta 6.15 (Novikov-Booneova). Existuje koneéné prezentovand grupa
H, kterd nemd resitelny problém slov.

Pozdéji si ukdzeme, ze Novikov-Booneova véta je pfimym dusledkem
Higmanovy vnotovaci véty. Relativné snadno ji vSak mizeme dokazat
jiz z Lemmatu 6.14.

Diikaz. Podle Tvrzeni 6.7 existuje rekurzivné spocetnd nerekurzivni
podmnozina S ptirozenych ¢isel. Podle Lemmatu 6.14 je

G = Gp(a®bc® | z € S)

benigni podgrupou grupy F = (a, b, ¢). Proto existuje konecné prezen-
tovana grupa H obsahujici HNN-rozsiteni

Fg=(Fit|t"'gt =g, g€G).
Snadno ovérime, Ze je mnozina
B ={a’bc” | z € Z}

N-redukovana a tedy tvori volnou béazi grupy Gp(B). Odtud plyne, ze
a*bc® € G prave kdyz z € S. Je vsak

(6.10) a*bc* € G pravé kdyz t~ ' (abe*)t = a”be”.
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Kdyby méla grupa H fteSitelny problém slov, dokazali bychom na za-
klade (6.10) rozhodnout, zda celé ¢islo z lezi v S, coZ je spor s tim, Ze
mnozina S neni rekurzivni. 0

6.4. Higmanova vnorovaci véta. V posledni ¢asti této kapitoly do-
kdzeme Higmanovu vnorovaci vétu. Zakladem naseho dikazu, podobné
jako v pripadé véty Novikov-Booneovy, bude Lemma 6.14. Nejprve si
vSak ukazme dalsi uzite¢nou vlastnost benignich podgrup.

Lemma 6.16. Bud H benigni podgrupa konecné generované grupy G.
Oznacme N normdlni podgrupu grupy G generovanou podgrupou H, tj.
N = G 'HG. Potom je faktor-grupu G/N mozné vnorit do koneéné
prezentované grupy.

Symbolem 1 budeme znacit trivialni grupu.

Diikaz. Bud G izomorfni kopie grupy G. Pro g € G ozna¢me g odpo-
vidajici prvek v GG. Podobné ozna¢me H, resp. N podgrupy G odpovi-
dajici podgrupam H, resp. N grupy G. V grupé

Gp={(G;t|t 'ht=h, he H)

uvazme podgrupu U = Gp(G,t~'Gt) na kterou mizeme nahlizet jako
na amalgam grup G a t~'Gt podle spoleéné podgrupy H. Bud 7: G —
G/N piirozena projekce a : G — G/N zobrazeni dané prifazenim
g +— m(g). Jadrem projekce T je normalni podgrupa N obshujici H.
Proto je moZné zobrazeni 7 spolu se zobrazenim ¢t Gt — G/N, které
piifadi kazdému prvku jednotku v grupé G /N jednoznac¢né rozsitit na
projekci ®: U — G/N.

Podle predpokladu je mozné vnorit grupu Gy do kone¢né prezento-
vané grupy P. Ptifazenim (u, 1) — (u, ®(u)) je definovan izomorfismus
grupy U x 1 na podgrupu kartézského soucinu P x G /N. Uvazme HNN-
rozsiteni
(6.11) Q= (PxG/N;s|s " (u,1)s = (u,®(u)),ucU).

Je evidentni, ze grupu G/N miuzeme vnofit do grupy @. K dokonceni
ditkazu tedy staci ovérit, ze grupa () je konecné prezentovana. Podle
predpokladu jsou grupy G a P konetné generované. Bud A konecéna
mnozina generatoru grupy G a B konefné mnozina generatoru grupy
P obsahujici t a mnozinu A. Bud

P=(B|A)
kone¢na prezentace grupy P. Potom je grupa () generovana prvkem s a

sjednocenim (B x1)U(1x A), kde A odpovida obrazu mnoziny A v G/N
a grupa U je generovana koneénou mnozinou AUt ! At. Proto miZzeme
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mnozinu relaci v prezentaci (6.11) nahradit jeji konetnou podmnozinou
= {s"'u,1)s |ue AUt 'At}. Ukdzeme, Ze
(6.12) Q=(BxAs|Ax1T)

K tomu staci ukazat, 7e relace definujici podgrupu 1 x G/N v Q, tedy
relace (1,w) = 1, kde w je slovo nad A jehoz souéin a je prvkem N, jsou
dusledky relaci (A x 1) UT v prezentaci (6.12). Protoze N = G"'HG,
staci se omezit na relace, kde a € H. Dusledkem relaci definujicich
A je rovnost a = t~'at. Dusledky relaci T' jsou rovnosti s7(a,1)s =
(a,®(a)) = (a,a) a s (t"'at,1)s = (a,1). Odtud dostaneme

(a,a) = s '(a,1)s = s~ (t tat,1)s = (a, 1).

Po kraceni prvkem (a,1) dostaneme rovnost (1,a@) = 1, coz zbyvalo
oveérit. U

Nyni budeme smérovat k dikazu hlavni véty této kapitoly. Uvazme
volnou grupu D = (a,b). Pfipomenme, Ze slovem nad mnozinou {a, b}
rozumime posloupnost xg,...,z, 1, kde kazdé z; je jednim ze znaku
a, b, a”', b~*. Soubor vech slov nad mnozinou {a, b} ozna¢me Wi,y
Definujme

@) =1, 9(b) =2, y(a™!) =3, y(b7") =4
a slovu w = xg, ..., x,_1 pfifadme piirozené ¢islo
y(w) = 10"y (o) + 10"y (1) + - + 10y(20-2) + Y (20-1),

tj. ¢islo takové, ze v(xg)...v(zn—1) je zapis hodnoty v(w) v desitkové
soustavé. Napriklad

Y(a?bra™?b*) = y(aab  a " ta " a T bbb) = 114333222,

Mame tak efektivné popsano vnoteni v: Wi,y — N. Pro podmnozinu
A mnoziny Wy, polozme v(A) = {y(w) | w € A}.

Lemma 6.17. Bud F = (a,b,c,d, e, h). Pro kaZdé w € Wy, yy poloZme
o = whe" W ge7 W)
Potom je
G = Gp(gw | w € Wiapy)
benigni podgrupou grupy F'.

Diikaz. Polozme A = {a, b, a™!, b='}. Pro kazdé A\ € A prevedeme
Nielsenovou transformaci Ah — h mnozinu

By = {a,b, ¢, Nder™ 9 \n}
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na mnozinu které je N-redukované. Odtud plyne, ze mnozina B) volné
generuje podgrupu Fy grupy F'. Proto adjunkci stabilizujicich prvka
tx, A € A, spliujicich relace

tylaty = a,

ty bty = b,

t;lctA =

5 dty, = N e
t;let)\ = e,

t ' hty = Ah

dostaneme HNN-rozsiteni grupy F', které oznac¢ime F*. Z téchto relaci
snadno odvodime, Ze pro kazdé v € W,y a kazdé A € A plati

(613) t;lgyt)\ = Gy~ )\-
Protoze je grupa F* konecné prezentované, jsou jeji koneéné generované
podgrupy Gp(hd, t,,t,-1,t, tp-1) a F benigni. UkdZeme, Ze

G = Gp(hd7 taa ta_l ) tb? tb_l) m F7
odkud vzhledem k Lemmatim 6.2 a 6.3 dostaneme, ze G je benigni
podgrupa F, tedy dokazovné. Protoze gy = hd, plyne z (6.13) inkluze

G C Gp(hd, [ S tb—l) NnF.
Zbyva ukazat opac¢nou inkluzi. Podle Lemmatu 6.12 k tomu staci ovérit
pro kazdé A € A rovnost

Gty = F\NG.
Z rovnosti (6.13) plyne, ze
ty'Gtx = Gp(t3' Bty) = Gp(goma | v € Wiapy),

tedy je to podgrupa G generovana témi g, pro které kon¢i slovo w
znakem A. Naopak, g, € F) pravé kdyz v(w) = vy(A) (mod 10) coz
nastane pravé kdyz slovo w kon¢i znakem A. Odtud plyne inkluze

Gty C F\NG.

Mnozina B = {g,, | w € Wyep1 } je N-redukovana a tedy volné generuje
grupu G. Navic, je-li gi} , ..., gi slovo nad B v redukovanéme tvar, po-
tom se v jeho redukovaném soucinu v F tseky (hc?(i)d)® nezkrati. Bud
nyni w slovo v redukovaném tvaru jehoz soucin lezi v Fy. Obsahuje-li
slovo w tsek jehoz soucin je (hc”™id)%, potom nutné y(w;) = v(\)
(mod 10), a tedy slovo w konéi znakem A. Odtud plyne, Ze

F\NG Ct,'Gty.
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Diive nez zformulujeme Higmanovu vétu o vnoreni, musime definovat
rekurzivné generovanou grupu: Grupa G je rekurzivnée prezentovand
ma-li prezentaci

G=(X]|A)

v niz X je kone¢nd mnozina a y(A) je rekurzivné spo¢etna mnozina.
Intuitivné, grupa je rekurzivné prezentované, pokud je konecné genero-
vana a existuje algoritmus, ktery postupné najde vSechny jeji definujici
relace. Tento algoritmus snadno modifikujeme tak, aby nasel vSechny
slova nad mnozinou generatori X jejichz soucin je v grupé G roven
jednotce. Odtud je vidét, ze konecné generovand podgrupa rekurzivné
prezentované grupy je rekurzivné prezentovana.

Véta 6.18 (Higmanova). Koneéné generovand grupa je rekurzioné pre-
zentovand prave kdyz je vnotitelnd do konecné prezentované grupy.

Diikaz. 7 tvah uvozojicich formulaci Higmanovy véty plyne, Zze kazda
konecné generovand podgrupa konecéné prezentované grupy je rekur-
zivné prezentovana. Zbyva ukazat opac¢nou implikaci. Podle Véty 5.1
je mozné kazdou spocetnou grupu G vnofit do grupy H, generované
dvéma prvky. Navic v dikaze této véty je popséno, jak efektivné trans-
formovat mnozinu relaci z prezentace grupy GG na mnozinu relaci v pre-
zentaci grupy H,. Odtud je vidét, Ze je-li grupa G rekurzivné prezen-
tovana, je také grupa H, rekurzivné prezentovana. Proto se ve zbytku
dikazu miizeme omezit na rekurzivné prezentované grupy generované
dvéma prvky.

Podobné jako v Lemmatu 6.17 bud F = (a,b,c,d,e,h) a G =
Gp(gw | w € Wiapy). Bud A libovolna podmnozina Wi, ). Polozme

Ga =Gp(gw | w € A) a Up = Gp(a, b, h, c*de”, a € y(A)).
Podobné jako v zavéru ditkazu Lemmatu 6.17 ukazeme, ze
(6.14) Ga =UrNG.

Pfimo z definice mnoziny Up je vidét, ze {g, | w € A} C Ua, odkud
plyne inkluze Gao C Ua N G. Naopak, tseky tvaru (hc’®)d)s se v
redukovanych tvarech prvkii z Ua nekrati, odkud plyne, Ze je-li prvek z
UaNG soucinem redukované posloupnosti g}, ..., gi» , jsou y(w;) € A

a tedy slova w; jsou z A. Proto Un NG C Ga. Nyni,

Gp(Ga;e,d,e,h) = Gp({gw | w € A};c,d e, h) =
= Gp({w | w € A};e,d,e,h) = Gp(A) * (c,d, e, h).
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Proto
Gp(Ga;e,d, e, h) N{a, by = (Gp(A) * (c,d,e,h)) N {a,b) = Gp(A).
Z rovnosti (6.14) pak plyne, ze
Gp(A) = Gp(Ua NG;¢,d e, h) N {a,b).

Podle Lemmat 6.14, resp. 6.17 jsou podgrupy Ua, resp. G benigni v
F. Pomoci Lemmat 6.1 - 6.4 odtud odvodime, ze Gp(A) je benigni
podgrupa (a, b). Podle Lemmatu 6.16 je pak grupa (a,b | A) vnoritelna
do konec¢né prezentované grupy. 0

Na zavér této kapitoly se podivejme na to, jak pomoci Higmanovy
vnofovaci véty ukazat existenci konecné prezentované grupy s nefesi-
telnym problémem slov. Bud F' = (ag, ai, by, b1) volna grupa a uvazme
jeji podgrupy

G; = Gp(a;"ba} | n e N), 1 =0,1,

které jsou volné generované N-redukovanymi mnozinami {a; "bal | n €
N}, i = 0,1. Bud S rekurzivné spocetnd mnozina pfirozenych ¢isel,
ktera neni rekurzivni. HNN-rozsiteni

H = (F;t |t '(a;"bag)t = a;"ba}, n € S)
je rekurzivné prezentované a proto je vnofitelné do kone¢né prezento-
vané grupy F. Ptitom z Brittonova lemmatu plyne, ze
(6.15) t(ag"bag )t = a; "ba’!
pravé kdyz n € S (pokud totiz n ¢ S, je t71, (ag"bad), t, (a7 "ba}) ™! re-
dukovana posloupnost a jeji soucin je proto rizny od jednotky). Kdyby
grupa F meéla Tesitelny problém slov, existoval by algoritmus jez pro

dané n € N rozhodne zda plati rovnost (6.15) a tak zda n € S. To je
ve sporu s tim, ze mnozina S neni rekurzivni.



