RESENE PRIKLADY K CVICENI PREDMETU UVOD DO OPTIMALIZACE

TOMAS RUSY

1. FORMULACE ULOH LINEARNIHO PROGRAMOVAN{

Piiklad 1.1 (Vyrobni pldnovani). Podnik vyrabi 3 druhy vyrobku Vi, Vs, V5. PTi vyrobé se spotiebovéavaji
suroviny S7 a So a strojovy cas Z;. Na vyrobu 1 kg vyrobku V; se spotfebuji 2 kg suroviny S7 a 6 kg
suroviny Se, doba vyroby je 13 hodin. K vyrobé 1 kg vyrobku V5 je tieba 3 kg suroviny S; a 8 kg
suroviny Sy po dobu 17 hodin. Doba vyroby V5 je 15 hodin a spotfebuje se 5 kg suroviny S; a 1 kg
suroviny Ss. Na 1 rok mame k dispozici 200 kg S7, 150 kg So a 1800 hodin na zafizeni Z;. Pii prodeji
pak ziskd podnik 2 K¢ za 1 kg V4, 4 Ké za 1 kg V5 a 3 K¢ za 1 kg V3. Stanovte optimdlni vyrobni plan
(tj. stanovte, kolik kg kterého vyrobku se mé vyrobit za rok, aby byl dosazeny zisk maximélni).

Resend. Proménné modelu z;, z9, T3 vyjadiuji pocet kg vyrobka Vi, Va, Vs, ktery se bude vyrabét.

max 2x1 + 4xs + 323

21+ 322 + 53 < 200
6x1 +8x2 +x3 < 150
13%1 + 171’2 + 15%3 S 1800

1 > 0,20 > 0,23 > 0.
Doplnujici otazky:
Jak se prevede na minimaliza¢ni tlohu?
—(221 + 422 + 3x3)

Co kdyz je cilem maximalni objem produkce

X1+ T2 + X3
Mnozstvi vyrobenych vyrobku V5 nesmi piekro¢it mnozstvi V3 o vice nez 10 kg.

2 <23+ 10

Vsiméte se, ze v ramci feseni je zejména obsazeno:

e zavedeni proménnych pouzitych v problému,
e formulace tcelové funkce,
e zavedeni omezeni na proménné,
e definice oboru hodnot proménnych.
Piiklad 1.2 (Dopravni{ problém). Méjme 1 typ neomezené délitelného produktu, ktery chceme piepravit
od m vyrobct k n odbératelim. Zndme pozadavky odbératelu (j-ty chce b;) a kapacity vyrobcu (a;
je kapacita i-tého vyrobce). Chceme splnit pozadavky odbérateli a pfitom minimalizovat naklady na
prepravu (na prepravu 1 kusu zbozi od i-tého vyrobce k j-tému odbérateli jsou c¢;;).
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Reseni. Necht x;; znaci mnozstvi prepravené od i-tého vyrobce k j-tému odbérateli. Chceme minimalizo-
vat celkové naklady >, >, cijxij, za podminky, Ze splnfme pozadavky vsech odbérateli (3, xi; > b, V)

a nepresdhnout kapacity sklada (Z jTij < ai,W) . Dohromady dostavame:

m n
min E E CijTgj
i=1 j=1
n
E Lij < Ay, 1= 17 , 1,
Jj=1
m
E Lij > b]a J = 17 y 1y
i=1
z; >0, i=1,....m, j=1,...,n.

Piiklad 1.3 (Dopravni problém II.). Z daného mista je zbozi piepravovano po tiech ruznych traséch,
prvni z nich ma délku 100 km, druha 150 km a tfet{ 180 km. V prubéhu roku mé byt na prvni trase
prepraveno alesponi 780 tun, po druhé trase 425 tun, po tfeti trase 1000 tun zbozi. K piepravé lze
vyuzit t¥i nakladni auta o nosnostech 1,5 tun, 3,5 tun a 5 tun. Nékladni auta o nosnostech 1,5 tun a
3,5 tun mohou nalozena béhem roku najezdit maximalné 25000 km. Nékladni auto o nosnosti 5 tun smi
s nakladem béhem roku absolvovat nejvyse 20000 km. V tabulce jsou uvedeny naklady na jeden km
danym nalozenym nékladnim autem po dané trase:

‘vﬁzl viz 2 vuz 3

trasa 1 4 7 9
trasa 2 11 9 6
trasa 3 2 7 4

Za kazdé projeti danou trasou je zaroven vybirdano mytné ve fixni vysi, tento poplatek ¢ini 200 za
projeti prvni trasou, 250 za projeti druhou trasou a 380 za projeti tieti trasou. Zpatky plati auta
pouze myto, ostatni ndklady jsou zanedbatelné. Auta musi skonc¢it v misté kde zacinala. S jakymi
miniméalnimi naklady lze napldnovat prepravu zbozi po danych trasach? Formulujte jako tlohu linedrniho
programovani s vyuzitim matematické symboliky. Ulohu pouze sestavte, nemusite ji Tesit.

Piiklad 1.4 (Piifazovaci problém). V podniku pracuji 3 skupiny Si,S2,S3. Kazdd skupina muze za
tyden zhotovit jednu ze 3 zakazek Z;, Zs5, Z3. Kvalita a také cena zakéazky zavisi na tom, kterd skupina ji
zhotovila. Predpoklddané zisky v tisicich K¢ udavé tabulka. Cilem tlohy je pritadit zakazky pracovnim
skupindm tak, aby vysledny celkovy zisk byl maximalni.

| 20 2, Zy
Si|4 3 2
Se| 6 4 3
Syl 4 4 4

g

Reseni. Proi,j € {1,2,3} definujeme proménné x;; € {0, 1} nasledujicim zptisobem:

S 1, pokud S; pracuje na Z;
771 0 jinak.

max 4x11 + 3x12 + 2213 + 691 + 4x09 + 393 + 431 + 4x30 + 433,
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3
oay o= 1, i=1,23,
j=1
3
oay o= 1, j=1,23
=1

z;; €4{0,1}, i=1,...,3, j=1,...,3.
Rozmyslete si, ze splnéni zavedenych omezeni zarucuje, ze kazda skupina bude pracovat max na jednom
tkolu, a ze kazdé zadani bude feseno.

Priklad 1.5 (Rezn}'f problém). Truhlafskd firma mé k dispozici latky o délce 200 cm. Pii vyrobé plotu
potiebuje firma pfesné 120 laték 80 cm dlouhych, 310 laték 50 cm, a 150 laték 30 cm. Maximalni povoleny
odrezek je délky 10 cm. Cilem je sestavit takovy plan, kdy je odpad minimalni.

Reseni. Proménnd x; bude znacit pocet pouziti j-tého zpusobu rozfezani latky, viz Tabulka 1. Nutné
musi byt z; € Zg , jednd se o tzv. celo¢iselny problém. Minimalizujeme soucet celkovového odpadu, jak
vychézi pro jednolitvé fezy, za podminky splnéni pozadavku na délku laték.

1 2 3 4 5 6
8cm |2 1 1 - -
50cm| - 1 - 4 2 1
0cm |1 2 4 - 3 5
odpad | 10 10 0 0 10 O

TABULKA 1. Vsechny zptisoby, jak roziezat 200 cm latku s odpadem maximalné 10 cm.

min 10z; + 10xy + 10x5.

201 +x2o+2x3 = 120

To +4x4 + 225 + ¢ = 310

x1 + 21’2 + 41‘3 + 3174 + 5175 = 150.
l‘jZO,Z‘jEZ, Jj=,...,6

Piiklad 1.6 (Lp-regrese). Preformulujte dlohu minimalizace souc¢tu absolutnich hodnot odchylek

n

ar,%le%az ly; — a — bxy|.

i=1
jako tdlohu linearntho programovani
Resend.

n
min Z ef +e;

i=1

a—|—b:ci—|—ej'—ei_ = Yy, =1, , 1,
ej',el_ > 0
a,b eR

Rozmyslete si interpretaci prvkua e;L, e; , popisujf residua i-tého pozorovéni. Minimalizujeme pak jejich

soucet, coz je absolutni hodnota daného residua. Diky tomu, Ze tento problém je problémem linearniho



4 TOMAS RUSY

kde minimalizujeme soucet ¢tverci residui. Tam méame piimo formulku. Na druhou stranu v ni je potieba
inverze jedné matice, coz je vypocetné srovnatelny problém s feSenim tilohy linedrniho programovani.

2. HLEDANI EXTREMU FUNKCI NA DANE MNOZINE

Pozndmka: Pied tesenim kazdého piikladu si rozmyslete, na jaké mnoziné problém fesite (kom-
pakt/oteviend/neomezend), a podle toho si uvédomte, zda-li extrémy musi existovat, a jak pfiblizné
funkce bude vypadat. Graficky nédhled, ¢i jiné hlubsi zamySleni, ¢asto pomahd ke zvoleni optimalni
stopy k dosazeni feSeni. Nezapominejte zduvodnit, ze nalezené extrémy jsou opravdu globalni, k tomu
pouzivejte teorii z Matematické analyzy. Na konec kazdého prikladu pak patii zaveér.

Tvrzeni 2.1. [ diferencovatelnd a definovand na D C R, pak f'(z*) = 0 je nutnd podminka, aby méla
funkce v x* € int(D) lokdlnd extrém.

Piiklad 2.2. Naleznéte extrémy nasledujicich funkei na dané mnoziné
a) f(z) =xIlnz na (0,1],

Resend. a) pomoci volného extrému (fesenim f(x) = 0) a analyzy krajnich bodi (z = 1 a lim,_,o+ f(),
latka MA1) minimum je v 1/e, maximum v 1.

Ve vice dimenzich pak

Tvrzeni 2.3. [ diferencovatelnd a definovand na D C R™, pak %(x*) =0 pro Vj je nutnd podminka,
J
aby méla funkce v x* € int(D) lokdini extrém.

Priklad 2.4. Naleznéte globalni extrémy nasledujicich funkei na dané mnoziné
a) flz,y) =22y — 2>+ oy —20+y?— Zy+1na[-3,1] x [0,4],

b) f(z,y) = sin(z? +y?) na [0,2] x [0,2],
R

eSend. a) Prvni se podivdme na volny extrém:

0
Y (o) = 2+ Dy~ 2)
%(w,y) = %x2+x+2y— ;

Nutnd podminka pro lokdlni extrém splnéna v bodé [—1, 2] (staciondrni bod). Hessidn

H(-1,2) = ( 0y )

Dle pravidla o hlavnich minorech se jednd o pozitivné semidefinitni kvadratickou formu, z ¢ehoz ale
nemuzeme udélat zadny zavér. Alternativné muzeme funkci upravit na

flz,y) = %(w+1)2(y_2)+(y_2)2_2

a tudiz ovéfovéni, zda-li je v bodé [—1,2] lokdln{ minimum je ekvivalenti s tim, ze funkce g(z,y) =
%xzy + 4% ma v bodé [0,0] lokélni minimum. Uvazme ale parametrizaci + = 2t,y = —t2, ziskdvame
g(2t, —t?) = —2t* + t* = —t*. Tato funkce m4 ale v t = 0 lokdlni{ maximum a tudiz funkce g(x,y) ani
f(z,y) nemaji v podezielych bodech lokdlni minimum. Globdln{ extrémy nalezneme dosazenim do sta-
ciondrnich a krajnich bodi. Prvni vySetifme kraje. Dosadime za 2 = —3 a dostaneme funkci y? — 2y — 2.
Tato kvadratickd funkce nabyvé extrému v y = 1. To vede na podeziely bod [—3,1]. Podobné, postupné
dosazenim za x = 1,y = 0 a y = 4 dostaneme dals{ podezielé body [1,1],[—1,0],[-1,4]). K témto jesté
musime pfidat rohy: [—3,0],[—3,4],[1,0],[1,4]. VySetFenim funkéni hodnoty zjistime, ze globalni maxi-
mum funkce nabyvé v [-3,4] a [1,4] a to 6, zatimco globalni minimum pak v [-3,1] a [1,1] a to -3.

b) Vime, Ze sinus je omezena funkce, staci tedy najit body, kde nabyva 1 a -1. Ze znalosti prubéhu
funkce sinus miiZeme uréit, Ze maximum je nabyvano v bodech {(z,y) € R%; 2% + y? = 7/2 + 2km, k €
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{0,1},z € [0,2],y € [0,2]}. Minimum pak obdobné na mnoziné {(z,y) € R? 2% + y?> = 37/2,x €

[0,2],y € [0,2]}.

Tvrzeni 2.5. f,g1,...,9n spojité diferencovatelné na int(D), matice (gzj) '
na int(D). Md-li funkce f v &* vdzany lokdlni extrém, pak Lagrangeova funkcléj
L(z,\) = f(z) + Mg1(x) + - + Angn(®)
md v x* stactondrni bod.
Pozndmka 2.6.
—grad f(x*) = Z Aigrad g;(x™)
neboli grad f je linearni kombinaci grad g; v bodé z*

Priklad 2.7. Naleznéte extrémy nasledujicich funkei na dané mnoziné

a’) f(xvy) = e™Y nax+y: 1
b) f(5177y) :\/gz—y+2nax2+2z+y2:()’
c) ovéite nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem

1
() 2 YE

d) f(337y)=332—y2 na2r —y=—1

ma maximalni hodnost

Regent. a) Pomoci Lagrangeovy funkce najdeme jediny staciondrni bod a to [1/2,1/2]. Tam fuknce
nabyva lokalniho i globalniho maxima. Minima nikde nenabyvé, pro x — oo i © — —oo se funkéni
hodnota limitné bliz{ 0, té ale nikdy nenabyde. Ulohu je mozné fesit i substituci y =1 — .

b) Spojité funkce na kompaktu nabyv4 maxima i minima. Mnozina je kruznice (z+1)?+%? = 1 a tudiz
kompakt. Uvazujme, ze vychdzime z jejiho stfedu néjakym smérem. Protoze funkce f je linearni, velikost
riistu se pii pohybu v roviné jednim smérem neméni. Nejvetst riist je pak ve sméru grad f = (v/3, —1).
Vyjdeme-li ze stiedu kruznice v tomto sméru dorazime k maximu v bodé [—1,0] + [v/3, —1]/2 a minimu

[—1,0] — [v/3, —1]/2. Ekvivalentné lze pouzit Lagrangeovy multiplikatory.

¢) Piepiseme na tilohu hleddn{ extrému funkce {/z---x, na mnozine %(xl +-Fan) =c.

(x1--- xn)l/n

1
75 T; = C,
n =

i

max

s.t.

vyjadiime Lagrangeovu funkci a zderivujeme:

£(@,0) = (@1 2)" 4 A (c— iZw) ,

1 ..
78;6(-’3, A) : 7(331 l'n)l/nil o n - i = 07 1= 1, .
o0x; n T; n
oL(@,N) 1 o — e
N  n - L
upravime-li druhou rovnici, dostaneme
1
— (a1 :En)l/” ;=0
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a seCteme-li pro vSechna i, ziskdme
A
1/n
(z1---an)/" =2 E x;.
n =
K3
To muzeme dosadit zpatky do rovnice vyse, kde ziskdme nutnou podminku
1 ,
T; = — g x;, =c, Vi
n =
3

Jinymi slovy, maximum tohoto problému je c.
Pozndmka: tpravy plati pouze v piipadé kdy z; > 0Vi, pro nulové/zéporné x; AG nerovnost platit
nemusi.

d) Vyjadfete y z vazebni podminky, dosadfe do funkce a hledejte extrém funkce o jedné proménné:
f(z) = =322 — 42 — 1. Jediny kandidat vyjde x = —2/3, z éehoz lze dopocitat y = —1/3. Z tvaru
analyzované funkce je zfejmé, ze jde o maximum, minimum funkce nenabyva, je ze spoda neomezen4.
Piiklad 2.8. Naleznéte extrémy (lokaln{ i globdln{), (minimum i maximum) ndsledujicich funkci na
dané mnoziné:

a) f(z,y) = exp(2xy) na mnozinge M = (z,y) : 22 + y? = 1,
b) f(z,y,2) = zyz na mnozine M = (x,y,z) iz +y+ 2 = 3.
Piiklad 2.9. Matematicky formulujte nésledujici ulohy a vyfeste je:

a) Astronomové ve stiedovéku napozorovali ve vesmiru letici kometu pohybujici se v roviné dané rovnici
x + 3y — 22 = 4 (koeficienty jsou v miliénech km). V jaké vzddlenosti nejblize muze kometa proletét
okolo zemé? Sestavte optimalizacni lohu a tu vyfeste. (Uvazujme zemi jako stfed celého vesmiru.)

b) Do obdélniku ABCD o strandch a a 2a vepiste ¢tyfthelnik AgBoCoDy takovy, Ze na kazdé strané
obdélniku lezi jeden vrchol a pro ktery je soucet ¢tvercu velikosti jeho stran miniméalni.

3. KONVEXITA

Vime, ze urcuje-li Hessian ve stacionarnim bodé z*
(i) pozitivné definitni kvadratickou formu, mé funkee v 2* ostré lokdln{ minimum,
(ii) negativné definitni, m4 funkce v z* ostré lokdln{ maximum,
(iii) indefinitni, mé funkce v z* sedlovy bod (jde o postacujici nikoliv nutnou podminku!).
Tvrzeni 3.1 (Sylvestrovo kritérium). Kvadratickd forma q : R™ — R, kterd je uréena symetrickou
matici A = (ag;), ;. je
(i) pozitivné definitni, pokud vSechny hlavni subdeterminanty (D11, Daa, ...) matice jsou kladné
(ii) pozitivné semi-definitni, pokud viechny subdeterminanty (principal minors - ctvercové podmatice
na diagondle) matice jsou nezdporné
(iii) negativné definitni, pokud hlavni subdeterminanty stiidaji znaménka poéinaje zdporngm (D11 <
0,D11D95 <0,.. )
(iv) indefinitng, pokud nenulové a neplati ani (i) ani (ii)

Piiklad 3.2. Vysetiete lokdln{ extrémy funkce f(x,y).

a) f(z,y) =2 +y?

b) f(z,y) =2> —y°

c) flz,y) =—2*—y°

Resend. Stacionérni bod ve vech pifpadech je [0, 0], hesidn pak postupné:

a) H(O70):<(2) g) b) H(O,O):((Q) 02), c) H(O,O):(_O2 02).

Pomoci Sylvestrova kritéria vyfesime definitnost matice a mizeme tedy tvrdit, ze v [0,0] je a) ostré
lokélni minimum, b) sedlovy bod a c) ostré lokdlni maximum.
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Definice 3.3. Rekneme, 7e mnozina A je konvexni, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje také jejich
konvexn{ linedrni kombinace, tj. Vz,y € A a A € (0,1) je také Az + (1 — Ny € A.

Priklad 3.4. A, B € R" konvexni. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny také musi nebo nemusi byt
konvexni.
a) AUB
b) ANB
) A \ B
) A

(oFNe)

clo(A)

ne, napi: A= {0},B={1},z=0,y=1,A=1/2.
ano, necht =,y € ANB, A € [0,1], pak z,y € A, z,y € B, ty jsou konvexni, tedy platiize Az+(1—-\)y €
A, )\:U+(1—)\)y€Bace1kemtudlz )\m—i—(l— )yeAﬂB
c¢) ne, napi: A=[0,1,B={1/2},z =0,y =1,A=1/2.
d) ne, napi: A ={0},z=-1,y=1,A=1/2.
e) ano, z,y € A, I,y 7e T, — T a Yy, — y a zaroven \r, + (I — Ny, € A. Z piedpokladi
Ay + (1= Nyn — Az + (1 — Ny € A

Priklad 3.5. Pokracovani predchoziho
mt( )

e)

Resend. Postupné, bud'to dikazem nebo protipifkladem:
a)
b)

a)
) a
) Mmkowskeho soucet A+ B={rcR" x=a+bacAbec B} =,cp(A4+0b)
) Minkowského rozdil AS B = {z € R",x + (-1)B C A} =(\,cg(A —b)

AXxB

e)

Resend. Postupné ditkazem:

a) ano, x,y € A = Je > 0 : Ucx) C AU(y) C A. Zvol A € (0,1) a z € U.(Az + (1 — N)y).
z+z—Ax+(1-Ny) €U(z)ay+z— A+ (1—Ny) € U.(y). Konvexni kombinace téchto bodu
je z, a z konvexnosti A plyne z € A, ¢imz ziskdvdme ze Az + (1 — )y € int(A).

b) ano, pro o = 0 trividlni, nechf « # 0 a z,y € a4, X € [0,1], pak x/a,y/a € A a ta je konvexni, tedy
plati i ze (Ax/a+ (1 — N)y/a) € A a celkem tudiz Az/ + (1 — \)y € aA.

¢) domadci tkol

d) doméci tikol

e) primo rozepsanim z definice

Priklad 3.6. Necht A ma vlastnost, Ze Vz,y € A také /2 +y/2 € A.
a) je A konvexni?

b) je A konvexni, pokud vime, ze A je uzaviend?

c¢) je A konvexni, pokud vime, Ze A je oteviena?

Reseni. Uvedomime si, Ze je mozné “sestavit”kombinace typu g—"x +(1- ’;—")y, kn,n € N.

a) ne, napi. Q spliuje dany pozadavek ale neni konvexni.

b) ano, protoze VA € [0, 1] existuji A, = 2»” 7e Ap, — A Vime, Ze A,z + (1 — A\,)y € A a protoze je A
uzaviend také A,z + (1 — A,y = Az + (1 — Ny € A.

c) ano, zvol z,y € A, A€ [0,1]]ae > 0:U(z) C A, Uc(y) C A. Pak existuje A\, =
e/(|z] + |y|). Definujme x,, = z - A/ A, + y — yA/ Ay, Plati:

|2 — @al < 2(1=A/An) —y(1 = A/ A)[ < [1= A/ An| - (Jz[ 4+ [y]) < e
Jinymi slovy, z,, € A, ddle pak \yz, + (1 — Ap)y =Xz + (1 — ANy € A,

1= A A <

ﬁ

Piiklad 3.7. Nechf M C R” je uzaviend konvexni, kterd obsahuje piimku p. Ukazte, Ze pro b € M a
b ¢ p, mnozina M obsahuje pifmku rovnobéznou s p prochézejici bodem b.
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Reseni. Vime, ze existuji a € M a v € R", ze a +tu € M, t € R, kde vektor u uréuje smér pifmky
p. Z konvexity M plyne, Aa + tu) + (1 — A\)b = b — A(b — a) + Atu, pro kazdé X € [0,1],¢ € R. To
znamend, ze b — A(b — a) + su € M pro kazdé s € R a A > 0. Limitnim prechodem pro A — 0+ plati
b+ su € clo(M) =M.

Definice 3.8. Rekneme, 7e A je konvexni polyedrickd mnozina, je-li prinikem koneéné mnoha uzavienych
poloprostoru ({x eR" aTx > c}) Konvexni polyedr je omezena konvexni polyedrickd mnozina.

Piiklad 3.9. Rozhodnéte, jakého typu jsou nasledujici mnoziny

a)

r+2y >
—2z4+3y < 6
Ty 2
b)
x+2y > 2
—2x+3y < 6
r+y < 4

Resend. Pomoci grafického naértku lze nahlédnout, ze a) konvexn{ polyedrické, b) konvexn{ polyedr

Piiklad 3.10. Rozhodnéte o mnozinich

a) {(z,y) €R?: |z +[y| <1},

b) {(z,y) eR*: -1 <z <y<1},

) {(z,y) eR?: [z +y| <1},

ktera z nich je konvexni polyedr a ktera neni.

Resend. a) ano (L; kruh), b) ano, ¢) ne (nenf omezen4)
Definice 3.11. Kuzel je mnozina K C R™, pro kterou 0 € K a Vx € K, a > 0 také ax € K. Konvexni
kuzel je konvexni mnozina, ktera splnuje definici kuzele.
Piiklad 3.12. Ovefte, ze mnozina K = {(x, y)eR?2:0< 2 < y} je konvexni kuzel. Dokonce neobsahuje
zadnou piimku.
Resend. Zvol (x1,y1), (x2,y2) € K, X € [0,1]. Zfejmé také 0 < Axq + (1 — Mg < Ayy + (1 — N)ye.

4. KONVEXNI FUNKCE A MNOZINY
Definice 4.1. D C R™ konvexni. Rekneme, ze funkce f : D — R je konvexni, pokud Vz,y € D a
A€ (0,1) platf f(Az + (1 = A)y) < Af(x) + (1= A)f(y).
Definice 4.2. Ekvivalentné, D C R" konvexni. f konvexni, pokud epigraf (tj. {(z,n) : f(z) < n,z €

D,n € R}) je konvexni mnozina.

Piiklad 4.3. a) f, g konvexni funkce, a, 8 > 0 = af + B¢ je konvexni funkce

b) fi je konvexni funkce = sup f; je konvexni funkce,

c) h:R =R, g:R"— R. Pokud g je konvexn{ a h je konvexni neklesajici (nebo kdyz g je konkavni a h
je konvexnf nerostouci), pak f(x) = h(g(z)) je konvexni funkce. Specidlné tedy: e9(*) je konvexni pro
g konvexni, 1/g(z) je konvexni pro g konkdvni kladnou, g(x)? je konvexni pro g konvexni kladnou a
p> 1.

Resend. c)
fQz+ (1 =Ny) <h(Ag(z) + (1= Ng(y)) < Af(x)+ (A=A f(y), z,y€R" A€ (0,1).

Priklad 4.4. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich funkei je konvexni:



RESENE PRIKLADY K CVICENI PREDMETU UVOD DO OPTIMALIZACE 9

2)
)

)
)

XT1yeeoyXp) = |1+ + |20,
3:_2
x,y ):?7y>07

f(
f(
f(xv ): ($2+y2)47
f(
f(

=3

o

2,y,2) = 22 +y? — 22 + 20y + 222 + 2yz,

IR

) flz,y) =aylogzy, x >0,y > 0.
Resend. a) ano, kazd4 norma je konvexni, z trojihélnfkové nerovnosti
Az 4+ (1= Nyl < Al] + (1 =X [lyll
b) ano, hessidn H(z,y) je pozitivné semidefinitni matice:
)= (. SEl ).
c) ano, g(z,y) = 2% + 32 je konvexnf a h(z) = 2% pro z > 0 je konvexn{ neklesajic

d) ne, matice druhych derivaci nenf pozitivné semidefinitni (posledni prvek diagondly je zdporny)
e) ne, hessidn H(x,y) neni pozitivné semidefinitni matice na celém definiénim oboru funkce.

y/x 2 +log zy
2+ logxy x/y
Priklad 4.5. Rozhodnéte, kterd z néasledujicich mnozin je konvexni:
a) {z,y e R:e* +¢¥ <10}
b) {z,y eR:a?+y* <5,e"+e¥ <10}
Resent. Je-li f konvexni, je konvexni také tiroviiovd mnozina {z € R : f(x) < r} pro libovolné r € R. V
obou piipadech staci ukdzat, ze funkce jsou konvexni (napi. pres PSD hessidn).
a) e 4 e¥ je konvexni.
b) + fakt ze prunik dvou konvexnich mnozin je konvexni.
Priklad 4.6. Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici mnoziny a funkce konvexni a své tvrzeni dokazte. V
pfipadé, Ze mnozina konvexni neni, najdéte trojici bodu, ktera porusuje definici konvexity.
{asyGR x<(y71) , T+ 2y > 6, :1:>Oy>0}
b) {z,y e R: 2? +2:c+3y — 6y <10, |z +y* <4,y >0}
¢) {z,y eR:(e” +y?)log(e” +y®) < 15,2 < 2}
d) f(w,y) = exp(a® + ¢¥) + 6ay na (1,00) x (0, )
r+ay
e) f(z,y) = log (1i€w+ay> na R x R, a € R parametr.
5. GRAFICKE A PRIME RESEN{ LP

Piiklad 5.1. Reste graficky nasledujici dlohu:

min 3r1 — X2
za podminek 201 + w9 > 2
—4.’E1 + 21}2 S 6
X Z 0
xT9 Z 0

Reseni. Omezeni prevedeme do tvaru s nerovnosti pro jednu proménnou a v roviné vyznacime piimku
urc¢enou pripadem, kdy je omezeni splnéno jako rovnost. Ptislusnou ¢ast poloroviny pak odpovidéd ne-
rovnosti v omezent:

(1) &g > —2x1 + 2
(2) o <221 +3
(3) 1 >0

(4) 22> 0
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Pro tcelovou funkcei vytvoiime rovnosti tvaru 3zy — x5 = ¢ a zakreslime pfimku pro zvolenou konstantu
¢ = 3, pficemz ur¢ime v jakém sméru posunu piimky konstanta klesa:

(u) zo = 3x1 — 3

Optimalni feSeni: z1 = 0, x5 = 3, celova hodnota —3.
Piiklad 5.2. Reste piedchozi pifklad s maximalizaci misto minimalizace.

Reseni. Maximalizace, postupuji opaénym smérem. Je jasné, ze kdyz s tcelovou funkei budu hybat
doprava, stéle néjaké feseni bude pifpustné (napt (x1,0)Tx; > 0). Uloha je neomezend.

Piiklad 5.3. Reste graficky nasledujici dlohu:

min  2z7 + 29

za, podminek Ty — x99 < b
Ty 4+ 29 < =2
—I1 < 1
X1 Z 0
xro S 0
Reseni. x1 = 0, zg = —5, ticelova hodnota —10.

Piiklad 5.4. Predchozi piiklad s maximalizaci misto minimalizace.
Reseni. x; =22, xp = —2% ticelovd hodnota 3.

Piiklad 5.5. Reste graficky nésledujici tlohu:

max 201 4+ 4o
za podminek T + e < 4
—2x1 + w2 < 2
X1 — i) S 0
X 2 0
T2 2 0

Resent. x1 = %, To = 3%, ucelova hodnota 14%. V pifpadé minimalizace v (0,0)7.
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Pi#iklad 5.6. Reste tilohu vyse s minimalizaci misto maximalizace:
Resent. Minimum v (0,0)7.
Piiklad 5.7. V predchozim piikladé maximalizujte funkci 1 + 5.
Reseni. Ucelové funkce je rovnobéznd s prvnim omezenim. Maximum se nabyvé na tsetce na pifmce
odpovidajici prvnimu omezeni, mezi druhym a tfetim omezenim. Tj. na tsecce jejiz krajni body jsou
(2/3,10/3)T a (2,2)T. Zavérem, maximum je nabyvano na (¢,4 — )T, ¢ € [2/3,2]. Funkén{ hodnota je
—4.

Piiklad 5.8. Reste graficky nésledujici tlohu:

max 2xr7 — 6xo
za podminek 3x; + 2z < 6
Tq — Xro Z -1
—X1 — 2I2 Z 1
I Z 0
X2 Z 0
Resend. Nemd zadnd pifpustng feseni.
Piiklad 5.9. Reste graficky nésledujici tlohu:
min 2x; + 3x9
za podminek —x; + x5 < 2
2(E1 — T2 S 4
T S 10
r1 + ®y < 15

r1, T2 €R

a) Uvedte optimdln{ fesen{ a optimalni hodnotu ticelové funkce. [z1 = 6, To = 8, itelova hodnota 36]

b) Jaké bude optimélni feseni a optimdlni hodnota celové funkce, jestlize misto minimalizace budeme
uvazovat maximalizaci?

c) Jaké bude optimaln{ feseni a optimdln{ hodnota dcelové funkce, jestlize do puvodni dlohy pfiddme
podminku z1 + x5 > 07

d) Jaké bude optimélni Feseni a optiméln{ hodnota ticelové funkce, jestlize do puvodni{ tlohy pfiddme
podminku 2z; + 3xz5 > —67

e) Jaké bude optimdlni feSeni a optimdlni hodnota tcelové funkee, jestlize v puvodni tloze zménime
posledni podminku na podminku z1 + x5 > 157

Reseni. Postupné:

a) uloha je neomezend (napft pro x; = x9,z1 < 4,21 — —00),
b) 21 = 6, x2 = 8, ticelovd hodnota 36,
¢) x1 =4/3, xo = —4/3, icelova hodnota —4/3,
2 3 2 )
d) 1 = _Et +(1- t)Z7 To = —gt —(1- t)i’t € [0, 1], i¢elovd hodnota —6,
)

tloha nem4d feSeni, mnozina pfipustnych feseni je prazdnd.
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Definice 5.10. Zapis tlohy linearniho programovani ve smiSeném tvaru:

min (max) ¢’ z

za podminek a?w >b;VjeJs
afm <b; Vje J<
a]Tw =b; VjeJo
2, >0Viels
T, <0Vielc
r;, =0Vie I;
kde J> U J< U J= = {1,2,..,m} disjunktni rozklad a I> UI< UI- = {1,2,..,n} disjunktn{ rozklad.

Definice 5.11. Zapis ulohy linedrniho programovani ve standardnim tvaru:

min ¢’z

za podminek ajTa: =b;, 7=1,..,m
T ZO, 1= 1,..,n
Definice 5.12. Zapis ulohy linedrniho programovani ve tvaru nerovnosti:

min ¢’z

za podminek aij >bj, 7=1,..,m

Ty ZO, 1= 17..,7’L
Piiklad 5.13. Preved'te nésledujici ilohu do standardniho tvaru (pi{padné do tvaru nerovnosti):

max -3z + bxo

za podminek 5c1 + 4x0 + x3 > 2
8151 + o — 21’3 =1

200+ x3 < =2

T Z 0

To Z 0

r3 € R

Reseni. Bézny postup pii prevodech:

e min f(z) = — max — f(x)
° afw < b; pfevedeme na rovnost pfidanim skluzové proménné:

T
a;x+v;=bj
’UjZO

T

;& > bj prevedeme na rovnost priddnim skluzové proménné (—v;) analogicky.
T
J

e a

e a; x = b; pfevedeme na nerovnosti:

SR
IN IV

e z; <0 pfevedeme na x; = —x;,x; >0

e 1; € R pfevedeme na dvé nezdporné proménné: x; = xj —xz;
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Formulace lohy ve standarnim tvaru pak vypada nasledovné:

min 3x; — 5x9
za podminek 5r; + 4xs + x; - x3 — vy = 2
8r1 + w9 — 2x5 + 213 =1
2r9 + x;; - T3 + vy = =2
xI1 Z 0
T2 2 0
x;ﬁ' > 0
Ts > 0
V1 Z 0
V2 2 0

Tvrzeni 5.14. KazZdd konvexni polyedrickd mnoZina se dd rozloZit jako soucet konvexniho polyedru,
konvexniho polyedrického kuZele, ktery neobsahuje primku, a linedrniho podprostoru.

M={z eR: Ax = b,z > 0} (mnozina piipustnych feseni) je konvexni polyedrickd mnozina, tedy
M=P+K,
kde P je konvexni polyedr, jehoz krajni body jsou piipustnd bazickd reseni, K je konvexni kuzel, kde
K={yeR": Ay=0,y > 0}.
Piiklad 5.15. Rozlozte mnozinu
M= {m€R4:2x1—x2—m3:—2, —x1 4225 — x4 = —1, :1:20}
a piimou metodou Feste tilohu:
min {221 + 2z9 — x3 — 224, T € M}

Resend. Pro tlohu ve standardnim tvaru, tj. konvexni polyedrickd mnozina je v nezdporném kvadrantu,

hledame krajni body a krajni sméry mnoziny piipustnych feseni na zakladé charakterizace:

e Krajni body jsou praveé vSechna ptipustnd feSeni «, pro kterd podmatice omezeni slozend jen ze
sloupcu, které odpovidaji nenulovym slozkam x; > 0, ma hodnost rovnu poc¢tu sloupcu.

e Krajni sméry jsou préavé vSechny sméry s, pro které podmatice omezeni slozend jen ze sloupci,
které odpovidaji kladnym slozkdm s; > 0, m& hodnost o jednu mensi nezli je pocet jejich sloupcu.

Omezeni tvoii matici s hodnosti 2:
2 -1 -1 0]-2
A:(—l 2 0 —1—1>
Pii hledani krajnich sméru (feseni soustavy s nulovou pravou stranou):

(1) Pro pravé jednu kladnou (nenulovou) slozku sméru s neni Zadné feSeni, nebotf by podmatice
musela mit hodnost 0, tedy A by musela obsahovat nulovy sloupec.

(2) Vsechny podmatice se dvéma sloupci (rozmér 2x2) jsou reguldrni, tedy s hodnosti 2, a tak sméry
s dvéma kladnymi slozkami nevyhovuji pozadované podmince.

(3) Pro sméry se tfemi kladnymi slozkami méame 2 vyhovujici feseni: (2, 1,3,O)T, (1,2,0,3)T a 2
nevyhovujici feseni: (1,0, 2, —1)T, (0,1,-1, Q)T - nesplnuji nezdpornost

Pfi hledan{ krajnich bodu (mus{ byt fesenim soustavy rovnic s pravou stranou):

(1) Nulovy bod neni Fesenim, protoze pravd strana omezeni je nenulové. Pro jednu kladnou slozku
bodu « neni zadné feSeni, protoze prava strana omezeni neni linedrni kombinaci zadného sloupce
matice omezeni.

(2) Pro body se dvéma nenulovymi slozkami méme 3 vyhovujici feseni: (1,0,4,
(0,0,2,1)" a 3 nevyhovujicf fesent: (—2,—%0,0)", (~1,0,0,2)", (0,-3,2
nezapornost

(3) Body s 3 kladnymi slozkami nemuzou byt fesenim, matice mé hodnost 2 < 3.

0)", (0,2,0,5)",
,O)T - nesplnuji
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Resen{ optimalizaén{ tlohy:
(1) Neexistuje-li zddny krajni bod, tiloha nem4 Feseni.
(2) Pokud v néjakém krajnim sméru mé tcéelové funkce zépornou hodnotu, iloha nem4 feseni, funkce
neomezené klesd v tomto sméru.
(3) Jinak je jednim z optimdlnich feSen{ néktery z krajnich boda, ten s nejmens{ hodnotou ucelové
funkce.

e Pokud takovych bodu je vice, je feSenim i uisecka mezi témito body.

e Pokud mé navic ucelova funkce nulovou hodnotu pro néjaky krajni smér s*, tloha ma
nekonecné mnoho reSeni, kterd jsou tvaru x* + ts*,¢t > 0, kde 2* je krajni bod s nejmensi
hodnotou uc¢elové funkce.

Dosazenim krajnich bodt do i¢elové funkce zjistime, ze nejnizs{ hodnotu funkce nabyva v bodeé (0, 2, 0, 5)T .
Navic vypoctem hodnot ticelové funkce v piipustnych krajnich smérech zjistime, ze pro smer (1,2, 0, 3)T
nabyva funkce hodnotu 0. Optimdln{ feSenf jsou tvaru (O,2,0,5)T + t(1,2,0,3)T, optimdln{ hodnota
ucelové funkcee je -6.

Priklad 5.16. Piimou metodou vyfeste tilohu linedrntho programovani:

min 4x; — 3xo
za podminek x; + 1z < 4
2581 + €To Z 6
T 2 0
) Z 0

Resend. Pievedte tlohu do standardniho tvaru, vypoctéte kraji body a krajni sméry, najdéte kandidata
na minimum, ovéfte podminku optimality. Spravné feseni je bod [0, 4] s optiméln{ hodnotou 12.

6. SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Pi#iklad 6.1. Reste graficky a pifmou metodou nasledujici ilohu:

min  2x; — X9
za podminek —xz; + xo < 1
) S 3
X 2 0
T2 Z 0

Reseni. x1 =0, z9 = 1, u¢elova hodnota —1.
Pfevodem na standardni tvar ziskdme nasledujici omezent:

-1 110
A_<0101

)

(1) Nulovy bod neni krajnim, pravé strana je nenulova. Pro jednu kladnou slozku neni pravé strana
linearni kombinaci zddného sloupce matice A.

(2) Pro dvé kladné sloiky jsou vyhovujici body: (2,3,0,0)", (0,1,0,2)" a (0,0,1,3)".

(3) Matice mé hodnost dva, a tak nemtze mit krajn{ bod 3 a vice kladnych slozek.

Krajni body (srovnej s grafickym feSen{m):

Krajni sméry (srovnej s grafickym Fesenim):
(1) Pro jednu kladnou slozku nenf zadny krajni smér, nebof matice A neobsahuje nulovy sloupec.
(2) Pro dveé kladné slozky je vyhovujici smeér: (1,0, 1, O)T.
(3) Pro vice kladnych slozek nenf vyhovujici zddny smeér.

2 0 0 1
3 1 0 0
M = conv ol ol ] 1 + pos 1
0 2 3 0
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Piiklad 6.2. Reste pifklad (6.1) simplexovou metodou.
Resend. Piidanim skluzovych proménny pievedeme tlohu do standardniho tvaru:
min Tz

za podminek Az =10

z>0
Tedy v naSem piipadé:
min  2xr7 —x9
za podminek —z1 a9 —|— =1

T2 +:3

T1,T2,T3,T4 2 0

Jako bazi vybereme proménné xs a x4 a zapiSeme do simplexové tabulky, kterd ma pro tdlohu ve
standardnim tvaru a bazi B nasledujici tvar:

CT
l‘T
cp | B B~ B~ 1A
cEB7b | EB1TA - T

V nasem piipadé je B jednotkovd, coz zjednodusuje vyrazy.

2 -1 0 0

1 T2 T3 T4

0fas [[1]]-1 [1] 1 o
0Olas | 3]0 T 0 1
0o]-2 1] o o

Vidime, ze mdme piipustné feseni B~1b = (1,3) > 0, ale podminka optimality c5B71A — ¢ =
(=2,1,0,0) < 0 nenf splnéna, pfistoupime tedy k iteraci simplexu. Kritérium optimality je poruseno
pro proménnou sy, proto ji zafadime do bédze. Nyni se koukame po slozkiach na podily aktudlniho
feseni (1,3) a sloupce odpovidajici proménné, kterou zrovna piiddvdme v matici omezeni (1,1). Podil
uvazujeme pouze v piipadé, ze délime kladnym ¢islem (ostfe vétsim nez 0). Dostdvame podily (1,3).
Vybereme minimélni podil a proménou pfislusici tomuto podilu vyfadime z baze - vyradime z3. Nyni
pomoci Gaussovi eliminace upravuje matici omezeni (s levou stranou) do takového tvaru, aby B byla

opét jednotkova.

2 -1 0 0

1 X9 T3 X4

Aoy [1 -1 1 1 0
Ojzgy| 2|1 0 -1 1
-1(-1 0 -1 0

Nyni jiz mame piipustné feSeni, které spliiuje podminky optimality. Nalezli jsme tedy optimalni feSeni
(‘/L‘17 Z2,X3, ZL‘4) - (07 17 0, 2)
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Piiklad 6.3. Simplexovou metodou feste tilohu LP

min 3ry — o + 6x3
za podminek r1 + 312 — 223 < 6
—2$1 + I3 S 2
T > 0
T2 Z 0
I3 2 0

Reseni. Opét jako v prvnim pifpadé pFiddme skluzové proménné a vytvoifme si tabulku.

3 -1 6 0 O
r1 T I3 T4 Is
Ojzgy (6|1 3 -2 1 O
Ojlas|2]-2 0 1 0 1

0/-3 1 -6 0 O

Vidime, ze do béaze pfidame proménou x5. Nyni kdyz se pocitame podily, tak do dvahy pfipada jen
jeden, protoze ve sloupci v matici omezeni odpovidajici xo je pouze jedno kladné ¢islo. Z béaze tedy
vyfadime x.

3 -1 6 0 0

X1 o I3 T4 Ts

Az 2] 3 1 -3 3 0

0|axs]| 2 -2 0 1 0 1
10 16 T

2)-3 0 -3 -3 0

Podminky ptipustnosti i optimality jsou splnény, méme tedy optiméln{ Feseni (0,2,0,0, 2).
7. DUALNI SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Piiklad 7.1. Simplexovou metodou feste ulohu LP

min 6x; — 2z — 8z3
za podminek x; — 2o < -6
r1 — 41}2 — 2{E3 S 8
- 2z + xz3 2> 7
X1 Z 0
T Z 0
T3 > 0

Co kdybychom maximalizovali?

Resend. Nyni nemtizeme pouZit stejny pifstup, piiddnim skluzovych proménnych se ndm nevytvoii jed-
notkovd matice jako v prvnich dvou ptipadech. MuZeme nerovnosti vynédsobit -1 abychom dosdhli jednot-
kové matice, ale potom nebudeme mit poc¢atecni pripustné feseni, tj. b > 0. Proto pouzijeme dvoufazovy
simplex, kdy v prvni fazi hleddme piipustnou bazi. Za¢néme tim, ze si zapiSeme tlohu do tabulky,
pridame skluzové proménné a upravime tak, aby prava strana byla nezaporna.

Jednotkovéa matice tedy nelze vytvorit ze sloupcti matice omezeni. Proto si pfiddame tolik proménnych,
kolik je potfeba, abychom jednotkovou matici vytvorili. Jeden sloupec je jiz v kanonickém tvaru, staci
tedy pridat 2 proménné z; a zo (a vytvorit tim zbyvajici 2 kanonické sloupce) a Fesit pomocnou tlohu, kde
v8echny koeficienty v i¢elové funkci pro proménné x vynulujeme a u proménnych z koeficient nastavime
na 1. Tedy minimalizujeme soucet z.

Nyni jiz standardné fesime ilohu LP pomoci simplexu. Pfiddme z3 a vyfadime zo.

Pridame x5 a vyradime z;.
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6 -2 -8 0 0 O

r1 X2 I3 T4 X5 g

?71?716(-1 2 0 -1 0 O

707081 4 -2 0 0

1?70 -2 10 0 -1

[ T Y Y SR S G
0o 0 0 0o o o0 1 1
r1 X2 I3 Ty Ts T <1 zZ9
1}zn(6-1 2 0 -1 0 0 1 O
x| 811 4 -2 0 1 0 0 O
12|70 -2 0 0 -1 0 1
3(-1 0 1 -1 0 -1 0 O

0o 0 0 O 0 o0 1 1

r1 X9 XT3 T4 I5 T 21 <2

1|16 (-1 2 0 -1 0 0 1 O
Ojas (221 -8 0 0O 1 -2 0 2
Olzs| 7|0 -2 1 0 0 -1 0 1
6(-1 2 0 -1 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 1 1

I T2 X3 Ty Irs Tg Al z9

0lay | 31]-1/2 1 0 -1/2 0 0 1/2 0
0|zs |46 | -3 0 0 -4 1 -2 4 2
0|ax3 |13 | -1 0 1 -1 0o -1 1 1
0 0 0 0 0 o o0 -1 -1

Ziskali jsme nyni piipustné feseni pro puvodni problém, zbavime se tedy pomocnych proménnych z
a feSime puvodni ulohu.

Podminky optimality nejsou splnény napiiklad pro x; a sloupec nalezici 1 nemé zadnou slozku klad-
nou, tedy uloha je neomezend a optimélni hodnota je —oo.

Kdybychom maximalizovali, pak pfevedeme tlohu na minimalizaci, kde u ucelové funkci pridame
minus. Piipustné feseni je to i pro maximaliza¢ni ilohu, méni se jen tcelova funkce.
Vidime, ze jsme jiz v optimu.

Priklad 7.2. Piimou metodou reSte dlohu:

min 2x; — x9 + 3x3
za podminek x7; + x2 — x3 = 1
201 + x2 + x3 = 2
X1 Z 0
) 2 0
T3 Z 0

Resend. Pro jednu kladnou slozku z; méme Fedeni, proto nemusim uvazovat 2x2 matice, kde tato kladn4
vystupuje - fikame, ze jde o degenerované TesSeni, protoze odpovida vice pripustnym bazim.
1 0
M = conv 0 |,| 3/2
0 1/2
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6 -2 -8 0 0 0
I o X3 Ty Is Tg

2(z] 3 |-1/2 1T 0 -1/2 0 0
0 |as| 46 | 3 0 0 -4 1 -2
8las| 13 -1 0 1 -1 0 -1

100 3 0 0 9 0 8

-6 2 8 0 0 0
xr1 To I3 Ty Ts T

2[x ] 3 [-1/2 1 0 -1/2 0 0
Olazs | 46 | -3 0 0 -4 1 =2
8|az | 13| -1 0 1 -1 0 -1

110 -14 0 0 -10 0 -8

Optimalni feSeni: (O, %, %)T, optimalni hodnota tcelové funkce: 0.
Piiklad 7.3. Reste pifklad (7.2) simplexovou metodou.

Resend. Postupujeme stejné jako v pifkladu (7.1), ovSem nyni mdame jiz ulohu ve standardnim tvaru
a nepriddvame zadnou kladnou skluzovou proménnou. Pro dvojfdzovy simplex staci pridat 2 pomocné
proménné z, abychom si vytvorili jednotkovou matici pro start prvni faze.

0 0| 0 1 1
c|l || bl x1 To | T3 21 29
1] 2|1 1 1] -1 1 0
1] 22 2 1 1 1
3| 3 2 0 0 0
0z 1] 1 1] -1 0
112 (0] 0 -1 3 -2 1
0] 0 -1] 3 -3 0
Olai L] 1| 2/3] 0| 1/3]1/3
0las | 0] 0 -1/3] 1|-2/3]1/3
0|l0| O 0| O —-1] -1
Nalezli jsme piipustnou bézi (1, 0, 0). Pokracujeme druhou fazi
2 —-1] 3
cl x bl = To | T3
2|z 1 1 2/3|1 0
3las| o] of-1/3] 1
2 0| 4/3| 0
1] a2 || 3/2 ] 3/2 1] 0
3| 1/2]1/2 0| 1
0| -2 0] 0

Optiméln{ fegen{ je (0,3/2,1/2)T a optimaln{ hodnota icelové funkce 0.
8. DUALITA

Definice 8.1. K uloze ve standardnim tvaru
min ¢’z
za podminek Ax = b

x>0
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ptislusi dualni tloha
max b’y
za podminek ATy < ¢

Tvrzeni 8.2. Pokud mda jedna z wloh optimdlni resent, tak md optimdlni reSent i duding iloha a optimalni
hodnoty icelové funkce jsou si rovny. Navic pro vSechna pripustnd teSent:

Ve, Yy : bTy < clx.

Piiklad 8.3. Napiste dudlni tlohu k tloze:

max 3z + 4rs — 2x3
za podminek x; — 2x2 + 3x3 > 40
3%1 + 5%2 + r3 = 50
3rs + 223 < 30
T1 Z 0
T c R
I3 S 0
Resend. Ulohu si zapiseme do tabulky nasledujicim zpusobem:
X1 Xro I3
>0 eR <0
1 -2 3 > 40
3 5 1 = 50
0 3 2 < 30
min
3 4 -2 | max

Vedle koeficientu v ticelové funkei piSeme min/max podle toho, zda maximalizujeme ¢ minimalizu-
jeme, ve druhém poli je korespondujici druhd moznost. Do fddkt omezeni pfiddme dudlni proménné
pomoci pravidla, ze pfi “min” prevadime > < >, < < <,= < € R a pii “max” prevadime > <«
<,< ¢ >,= + € R. Déle priddme nerovnosti/rovnosti do sloupct, kde ndm vzniknou omezeni pro
duélni tlohu, rovnosti/nerovnosti piiddme podle opa¢ného pravidla, nez jsme priddvali nerovnosti pro
duélni proménné. Pomuckou ndm je piitomnost min/max v odpovidajicim fddku/sloupci, pak stacf vzdy
pouzit uvedend pravidla pro min/max. Tedy omezeni pro dudlni proménné jsou ve sloupci a priddvéame
tyto omezeni na zakladé sloupce nerovnosti, kde je max. Kdezto nerovnosti k omezenim dudlni lohy
pridavame na zékladé omezeni primérnich proménnych a v fadku, kam nerovnosti pfidavame, je min.
Dostavame tedy:

X1 Xro I3
>0 eR <0
1 <0 1 -2 3 > 40
2 €R| 3 5 1 = 50
y3 >0 O 3 2 < 30
> = < min
3 4 -2 | max

Nyni staci tabulku ¢ist odshora dolu:
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min  40y; +50y2 +30ys
za podminek Y1 +3y2 > 3
—2y1 +5y2 +3ys
3y1 +y2 +2y3
y1 <0,y2 €R,y3 >0

IN
|
N\

Piiklad 8.4. Napiste dudlni ulohu k loze:
min xg
za podminek xo +x; > v; Vi € {1,..,n}
Ti — Tig1 < d; Vi € {1, N = 1}
x; <m; Vi€ {1, ..,n}

Resend. Ulohu si opét zapiSeme do tabulky. Mame n + 1 primarnich proménnych a 3n — 1 omezeni.

X0 T T2 Tpn—1 In
eR eR eR .. e€R €R
Y1 1 1 0 0 0 > U1
UYn 1 0 0 0 1 > Un
21 0 1 -1 0 < dy
Zn—1 0 0 0 1 -1 < | dp_1
w1 0 1 0 0 0 < my
W, 0 0 0 0 1 < My,
max
1 0 0 0 0 min
Nyni opét doplnime omezeni.
Zo 1 xTo oo Tp—1 In
ceR eR eR ... e€R €R
Y1 >0 1 1 0 0 0 > VU1
Yo >0 1 0 0 0 1 > Up,
21 <0| O 1 -1 0 < dy
Zn—1 <0 O 0 0 1 -1 < | dn_1
w; <0 0 1 0 0 0 < my
w, <0| 0 0 0 0 1 < My,
= = = = = max
1 0 0 0 0 | min

Nyni muzeme dudlni ulohu zapsat algebraicky s pomoci vytvorené tabulky.
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n n—1 n
ming Ul"yi+§ di~zi+§ m; - w;
i=1 i=1 i=1

n
za podminek Zyi =1

i=1

Y1+ 21 +wp =0,

Yi — zi—1 + 2z +w; =0, 1=2,.n—1
Yn — Zn—1 + wp =0,

yi > 0, 1=1,...,n

z; <0, t=1,...,n—1
w; <0, i=1,...,n

Piiklad 8.5. Vyreste graficky dudlni tlohu k tloze

min 5x; — 2x2 + x3
za podminek xy + 1z — w3 > 2
X1 — 21}2 Z -2
X1 Z 0
) Z 0
I3 > 0
S vyuzitim komplementarity naleznéte optimalni feSeni puvodni tlohy.
Resend. Pomoci tabulky ziskdme dudlni tlohu.
T T2 €3
>0 >0 >0
y1 =>0] 1 1 -1 > 2
yp >0 1 -2 0 > -2
< < < max
5 -2 1 | min
Ta mé tvar:
max 2y; — 2y
za podminek y1 + oy < 5
yio— 2y2 < =2
—U < 1
M > 0
y2 = 0

V Obrazku 8.1 si zakreslime omezeni a vrstevnici ic¢elové funkce. Vidime, ze posledni omezeni je jiz
obsazeno v nezapornosti y; .

Utelové funkce klesd smérem ” doprava dolu”, tedy optimdlni hodnotu ziskdme v pruseciku obou
aktivnich omezeni. Snadno zjistime, Ze se jednd o body y; = 8/3,y2 = 7/3. Z podminek komplementarity
vime, ze x3 = 0, jelikoz tfeti omezeni neni splnéno jako rovnost. Déle vime, Ze obé omezeni jsou splnény
jako rovnost v primérni tloze, jelikoz dudlni proménné jsou nenulové. Mame tedy soustavu 2 rovnic o 2
neznamych. Protoze y; > 0, y2 > 0 a y; > —1 mame

xr1 + a9 — Tr3 = 2
Ty — 2.132 =-2
xr3 = 0

Snadno zjistime, ze x1 = 2/3,x2 = 4/3.
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OBRAZEK 8.1. Grafické feseni dudlni tlohy 8.5.

Piiklad 8.6. Vyfteste graficky dudlni tlohu k tloze

min 2r; + T9

za podminek 2r; — 1z 4+ x3 < 3
r1 — X9 — I3 Z 2

T Z 0

To Z 0

I3 Z 0

S vyuzitim komplementarity naleznéte optimalni feSeni puvodni tlohy.

Reseni. Pomoci tabulky ziskdme dudlni tlohu.

x1 ] x3
>0 >0 >0

y1 <0| 2 -1 3 < 3

y2 >0 1 -1 -1 > 2
< < < max
2 1 0 | min

V Obrazku 8.2 Zakreslime omezeni a vrstevnici.
Jelikoz ucelova funkce roste smérem ”"nahoru doprava”, vidime, ze tloha je neomezend. Tedy primarni
uloha je nepiipustna.

Piiklad 8.7. Optimalizujte vyrobni plan pro vyrobky Vi, Vo, V3 vyrdbéné z materialu My a Ms.
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OBRAZEK 8.2. Grafické feseni dudlni tlohy 8.6.

Vi Vo V3 | Omezeni
M, 1 0 2 |5dkg
Moy 2 3 1 |30kg

zisk (Ké/kg) | 10 15 10

Reseni. Primarni tloha je

max 10x; + 1dz2 + 10z3

za podminek T + 2z3 < b4
21 4+  3x2 + r3 < 30

T 2 0

X2 Z 0

X3 Z 0

Dudlni dloha je
min 54y; + 30y2

za podminek y1 + 2y > 10
3y > 15
20+ y2 = 10

M > 0

y2 = 0

Optimalni feseni je (g,5)T. Z komplementarity vyjde optiméln{ feseni primdrn{ tlohy (0, 1,27)

Optimalni hodnota icelové funkce je v obou piipadech 285.

T
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Neboli vyrobek Vi se nebude vyrabét, V5 se bude vyrabét v mnozstvi 1 kg a V3 v mnozstvi 27 kg.
Zisk je 285 K¢. Obé podminky jsou splnény jako rovnosti, takZe neni nespotiebovany materidl (dudlnf
ceny jsou nenulové).

Duélni proménnd y; se nazyvé dudlni (stinovd) cena a predstavuje ocenéni zdroju (materidlu). Pokud
zvys$ime pravou stranu v primérni tloze o jednicku, zvysi se hodnota ucelové funkce presné o dudlni
cenu.

U optimélniho feseni dudln{ ilohy neni rovnost v prvnim omezeni, rozdil ¢ini 5/2. To znamend, zZe je
tieba zvysit jednotkovy zisk V; alespor o 2,5 K¢, aby se tento vyrobek vyplatilo vyrabét (tento rozdil
se nazyvé redukovand cena).

Priklad 8.8. Vyfeste graficky dudlni tlohu k tloze

min T + X2
za podminek — x7 + 2z + 223 + x4 = 1
- 71 — %2 + ®3 + 2x4 < =2
X1 Z 0
) c R
T3 Z 0
T4 Z 0

S vyuzitim komplementarity naleznéte optimalni feSeni ptuvodni tlohy.

9. FARKASOVA VETA

Tvrzeni 9.1 (Farkasova véta). Soustava Ax = b md nezdporné tesend tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé
w, které spliuje ATu > 0, plati bTu > 0.

Piiklad 9.2. Rozhodnéte, zda mé soustava Ax = b nezdporné feseni.

21 -1 0 2
a=(5s oa)e=(5)
Regend. Ptiklad je pifmo pFipraveny na pouziti Farkasovi véty. Budeme tedy zkoumat, zda-li pro (u1,us)
takovd, ze ATu > 0 plati b"u > 0. Zapisme si nejdiive co znamena ATu > 0.
2U1 —3’LL2 Z 0
U1 +2U2 Z 0
—U1 Z 0
4UQ > 0
A nyni zjistime, jestli plati b7 u > 0, vyraz budeme upravovat:
2u1 + 6ug = 2 - (u1 —|—2Uq) + 2us > 0.
Posledni nerovnost plati z druhé a ¢tvrté rovnice predpokladu, tedy soustava ma nezaporné feseni.
Piiklad 9.3. Pomoci Farkasovy véty rozhodnéte, zda je neprazdnd mnozina

{(J;,y,z)ERS:Qa:—i-y—zSS, r+2y+2z=4, y>0, 220}.

Resend. Soustavu pievedeme do standardnifho tvaru rozdélenim z na kladnou a zdpornou ¢dst (z =
¥ —z7, 2t > 0,2~ > 0) a pfiddnim skluzové proménné prevedeme nerovnost na rovnost. Pak muzeme
pouzit Farkasovu vétu stejné jako v pfedchozim piipadé. ZapiSme si tvar matice A a vektoru b.

2 -2 1 -1 1 3
A<1 -1 2 2 0)’b(4>'

Nyni postupujeme stejné, zapiseme rovnice predpokladii A7u > 0 a zjistujeme nezdpornost b’ wu.
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2uq 4+us >0
—2u;  —uz >0
up +2us >0
—u; +2us >0
Ul >0

3ug +4dus = ur + 2 (ug + 2ug) > 0.

Posledni nerovnost plati z tfeti a paté rovnice predpokladu, tedy soustava ma nezdporné feSeni a mnozina
je neprazdna.

Priklad 9.4. Napiste Farkasovu vétu pro existenci feSeni soustavy:
{2z1 4+ 3xo — x5 + 204 — x5 < 2, —x1 + 229 + x4 — 525 = 6,321 + dxg + Txy + 25 > 3}
prox; > 0,29 > 0,23 < 0,24 € Ryz5 € R. Ulohu vyTeste.

Piiklad 9.5. Formulujte Farkasovu vétu pro existenci feSeni soustavy:
(1) {xeR": Az < b, z > 0}
(2) {zxeR": Ax > b, x > 0}
(3) {x eR": Az = b}
(4) {(m,y)T ER™™: Az + By ="»b, y > O}
Regeni. Postupné.
(1) Pro tlohu ve tvaru nerovnosti:
I >0:Az<bosVuecR": (ADN"Tu>0=b"u>0
sVueR": ATu>0, u>0=0b"u>0
(2) Analogicky
J>0:Az>bosVueR": (A —I) u>0=b"u>0
@VueRm:ATuEO, u<0=bu>0
SVueR": ATu<0, u>0=b"u<0
(3) Pievodem Azt — Az~ =b:Vu e R™: (A — A)" u > 0= bTu > 0, z échoz plyne podminka:
VueR™: ATu=0=bTu>0

(4) Prevedeme: Azt — Az~ + By = b: Vu € R™ : (A —AB) u > 0 = bTu > 0, z &ehoi:
Vu cR": ATu=0,BTu>0=b"u>0

Piiklad 9.6. Méjme funkci
f(z) =max (h—Tz)Tu
st. Wlhu<g,

kde x € R", u € RP jsou redlné proménné a q € R™ h € RP,T € RP*™ a W € RP*™ jsou redlné
vektory /matice - parametry tlohy.

Ukazte, ze pro vSechna x, takova ze f(z) = oo (dloha je neomezend) existuje vektor

vy € RP : WTvmgO/\(h—Tm)Tvx>O.
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10. SYMETRICKA ULOHA NLP

Definice 10.1. Symetrickou tlohou nelinearniho programovéani nazyvame tlohu
min f(x)
za podminek gi(x) <0, k=1,...,m,
z; >0, j=1,...,n

a prifadime ji Lagrangeovu funkci
L(z,y) = f(x)+ > ykgr(z), y=>0.
k=1

Definice 10.2. Rekneme, Ze pro bod z* € R™, y* € R™ jsou splnény globalni podminky optimality
(GPO) pro symetrickou tlohu nelinedrniho programovéani, je-li (x*, y*) sedlovy bod Lagrangeovy funkce
prox >0,y >0, tj.
Ve >0,Vy>0: L(z,y") > L(z",y") > L(z", y).

Definice 10.3. Rekneme, Ze pro bod z* € R”, y* € R™ jsou splnény lokélni podminky optimality
(LPO) pro symetrickou tlohu nelinedrnfho programovéni, plati-li

VoL(z*,y*) 20, @V,L("y")=0, z" >0,

V,L(z"y") <0, yTV,L(z"y") =0, y*>0.
Pozndamka 10.4.
OL(x*,y*)

*T * * *
Vo.L(z*,y*) = 0=z} -
x (z*,y") x oz,

=0, Vi=1,...,n.

nebot
V.L(x* y") >0, x*>0.
Analogicky pro rovnice Lagrangeovych multiplikdtort.
Pozndmka 10.5. Pokud hleddme lokéln{ extrém, linearizujeme (gradienty), a tim ziskdme tilohu linedrniho
programovani. Lokalni podminky optimality jsou pak klasické podminky komplementarity ilohy LP
Definice 10.6. Podminky regularity
i) V bodé x je splnéna podminka linedrni nezdvislosti, jsou-li v bodé x nezavislé gradienty aktivnich
omezen.
ii) Uloha spliuje Slaterovu podminku, jestlize existuje & > 0, pro které gi(Z) < 0 pro kazdé k =
1,2,....,m.
Priklad 10.7. Naleznéte piiklad, kdy nejsou splnény podminky regularity a pfitom existuje optimalni
feSeni.
Resend. Napi. vytvoite tilohu, kde pifpustné fesenf je pouze jednobodovy prinik dvou kruht (bod [0,0]) a
minimalizujte napf. linedrni funkci s gradientem jehoz obé slozky jsou nenulové. Pak pro jediny pripustny
bod [0,0] neexistuji Lagrangeovy multiplikdtory tak, aby byly splnény podminky optimality. Pfitom ten
bod je optimélnim (jedinym) feSenim tlohy.
min{—xl dag: (21— 1)+ 22 <1, (e + 1)+ 22 <1, 20> 0,29 > 0}.

Tvrzeni 10.8. Plati ndsledujici implikace
i) | GPO | = | optimalita |,
it) | optimalita | +f, gr konvexni a splnéna podminka regularity nebo gy, linedrni = ,

it1) | GPO | +f, g diferencovatelné = ,
) +f, gr konvexni a diferencovatelné = .
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Piiklad 10.9. Sestavte a vyfeste LPO pro tlohu
max{—x% —x% P+ xe>2,20 a0 >3, v > 0,20 > O}.
Je nalezeny bod opravdu globalnim maximem?
Reseni. Pfevedeme na tvar tlohy SNLP.
Lz, y) = 22 + 22 + y1(2 — 21 — 22) + 42(3 — 221 — 2).

LPO maji tvar

201 —y1 — 2y2 2> 0,

229 —y1 —y2 > 0,
21221 —y1 — 2y2) =0, (10.1)

1‘2(21‘2 — Yy — yg) = 0, (10.2)
T > 07‘7;2 > 0.

2—1‘1—$2S0,
3—2.’1?1—.’172§07

Y1(2— 21 —22) =0, (10.3)
Y2(3 — 221 — x2) = 0, (10.4)
y1 20,92 > 0.

Je mozné zacit s rovnicemi (10.3) a (10.4) a fesit pro kazdou ze &tyf moznosti (y1 = 0,y2 = 0), (y1 =
0,y2 > 0), (y1 > 0,92 = 0), (y1 > 0,y2 > 0). Zvolme nejprve y; = y2 = 0. Z rovnic (10.1) a (10.2) pak
neplyne piipustné feSeni...

Muzeme si pomoci obrazkem, hledejme feSeni na pruniku hranic omezeni, tj. y; > 0,y > 0 pak z
rovnic (10.3) a (10.4) plyne 27 = 25 = 1 ayi = 2,y5 = 0 (gradient ucelové funkce je shodny s gradientem
funkce uréujici prvni hranici, proto Lagrangetv multiplikdtor vychédzi 0) a LPO jsou splnény. Ucelov4
funkce je konvexni a omezeni také (dokonce linedrn{), proto je bod [1,1] globdlnim maximem.

Strategie s obrazkem je vhodnd pro nalezeni kandidata, pro které pak vyresime LPO a pres GPO
dokazeme, ze jde o globdlni min/max. Bez dokazan{ implikaci (LPO — GPO) a (GPO — glob. min/max)
nelze délat o piipadném kandidatovi zadné zavéry.

Piiklad 10.10. Naleznéte bod z mnoziny

M = {(xl,mg)T ER?: gy < e,z <e ™z >0,x9 > 0},
ktery je nejlblize bodu [0, 3]
Reseni. Pfevedeme na tilohu SNLP.

min{x% + (o —3)2 Do < e xg < e Ty >0,10 > 0}.

L(z,y) = af + (v — 3)” + y1(x2 — ™) + ya(x2 — ™).
LPO maji tvar
2z —y1e”t —yae” "t >0,
200 +6+y1 +y2 20,
21(221 — 117t — yae 1) =0, (10.5)
w2225 + 6+ y1 + y2) = 0, (10.6)
x1 > 0,20 > 0.
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T9 — e <0,

T9 —e 1 <0,

yi(z2 —e™) =0, (10.7)
ya(xe — e~ ") =0, (10.8)
Y1 2 0792 2 0.

Z obrézku hledejme feSenf na pruniku hranic mnozin, tj. z = 0, x5 = 1, ale omezeni nejsou konvexni!
Priklad 10.11. Naleznéte bod z mnoziny
M = {($1,$2)T ER?: x> (zg— 1)%, 21 + 220 > 2,71 > 0,20 > 0},
ktery je nejblize bodu [—1, 0]
Regent.
L(z,y) = (v1+ 1)* + 25 + y1 (w2 — 1)* = 21) + 52(2 — 21 — 222).
LPO maji tvar
2(x1+1)—y1 —1y2 >0,
23]2 + 2y1(x2 — 1) — 2y2 2 0,
z1(2(z1+1) —y1 —y2) =0, (10.9)
z2(2z2 + 2y1(x2 — 1) — 2y2) =0, (10.10)
z1 2 0,22 > 0.

(I271)271‘1 SO,
2—$1—2$2§0,

yi((w2 = 1)* —a1) =0, (10.11)
Y2(2 — 21 — 222) = 0, (10.12)
y1 > 0,y2 > 0.

Na zakladé obrazku hledejme feseni na pruniku hranic obou mnozin, tj. y; > 0,y2 > 0. Pak prinikem
hranic omezeni je bod [0, 1] a napi. y§ = 1, y5 = 1. Ucelova funkce je konvexni, omezeni také, proto bod
[0, 1] je optimalnim FeSenim.

Piiklad 10.12. Sestavte a vyteste LPO pro tdlohu
max{—x% —x% cx1+xe>4,20 +a9 25, 1 > 0,20 > 0}.
Je nalezeny bod opravdu globalnim maximem?
Reseni. Pfevedeme na tvar tlohy SNLP.
L(z,y) = :17% + x% +y1(4—x1 — x2) + y2(5 — 221 — x9).
LPO maji tvar
21—y —2y2 2 0,
200 —y1 —y2 20,
x1(221 —y1 — 2y2) = 0, (10.13)
x9(222 —y1 — y2) =0, (10.14)
x1 > 0,29 > 0.
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4—$1—$2§0,
5—2.’1?1—372§07

y1(4— 21 —22) =0, (10.15)
Y2(5 — 271 — 22) = 0, (10.16)
Y12 0,y2 2 0.

7 obrazku je vidét, ze aktivni je omezeni dané prvni nerovnici, proto pocitejme s y; > 0,y2 = 0. Pak
resime soustavu

r1(271 —y1) =0,
29229 —y1) =0,
4—x1—29=0
upravme dale na
r1(221 —31) =0,
(4—21)(8 —2x1 —y1) =0.

Je-li 1 = 0, je y1 = 8 a neni splnéna prvni nerovnost v LPO. Je-li z; > 0, je feSenim bod z] = x5 =
2,y7 = 4,y5 = 0 a LPO jsou splnény. Ucelové funkce je konvexni a omezeni také (dokonce linedrni),
proto je bod [2,2] globdlnim maximem.

Piiklad 10.13. Sestavte a vyteste LPO pro dlohu
max {logzy + logzy : ™' +e"? <, 21 > 1,29 > 1},
kde o > 2e. Je nalezeny bod opravdu globalnim maximem?
Regeni. Posunutim soufadnic pievedeme na tilohu SNLP.
min {flog(zl +1) —log(za+1): el pem2tl < 20 >0,2p > 0} ,
zi=x;—1,1=1,2.
L(z,y) = —log(z1 + 1) —log(z2 + 1) + y(e ™ + e — ).
LPO maji tvar

_21 +1 +y621+1 20,

S+l +yet 20,
Z1 <_Z1 :_1 +yezl+1> =0, (10.17)
2 (—22 ir : +y622+1) =0, (10.18)

21 20,20 2 0.

et per2tl g <0,
yle ™ et ) =0, (10.19)
y = 0.
Zvolme nejprve y = 0. Z rovnic (10.17) a (10.18) pak plyne zi = 25 = 0, coz je piipustné pouze pro

a = 2e. Pro z7 = 0 dostdvdme z podminky optimality, ze y > 1/e a z (10.18) pak nutné z; = 0 a jsme
viz ptfedchozi piipad. Podobné kdyz z5 = 0.
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Uvazme nyni y, 21, z2 > 0 pak ze symetrie rovnic (10.17) a (10.18)a monoténnosti funkce
e—z—l

y=f(z)= o

plyne, ze z{ = z3. Dosazenim do rovnice (10.19) ziskdme 2} = 25 = log § — 1 a LPO jsou splnény. Tento
vzoretek pak zahrnuje i piipad kdy 2z = 25 = 0.

Podminka regularity: Pro a > 2e evidentné existuje vnitini bod z mnoziny piipustnych feSeni =
Slater. Ucelova funkce i omezent jsou konvexni a je splnéna podminka regularity. Kazdé globalni optimum
je fesenim LPO. Jedinym feSenim je bod [log §,log §]. Z konvexity a diferencovatelnosti funkei f a g pak
ziskame, ze tento bod jedinym globalnim maximem. Pro a = 2e je feSeni jedinym pripustnym bodem
tlohy.




