
ŘEšENÉ PŘÍKLADY K CVIČENÍ PŘEDMĚTU ÚVOD DO OPTIMALIZACE

TOMÁŠ RUSÝ

1. Formulace úloh lineárńıho programováńı

Př́ıklad 1.1 (Výrobńı plánováńı). Podnik vyráb́ı 3 druhy výrobk̊u V1, V2, V3. Při výrobě se spotřebovávaj́ı
suroviny S1 a S2 a strojový čas Z1. Na výrobu 1 kg výrobku V1 se spotřebuj́ı 2 kg suroviny S1 a 6 kg
suroviny S2, doba výroby je 13 hodin. K výrobě 1 kg výrobku V2 je třeba 3 kg suroviny S1 a 8 kg
suroviny S2 po dobu 17 hodin. Doba výroby V3 je 15 hodin a spotřebuje se 5 kg suroviny S1 a 1 kg
suroviny S2. Na 1 rok máme k dispozici 200 kg S1, 150 kg S2 a 1800 hodin na zař́ızeńı Z1. Při prodeji
pak źıská podnik 2 Kč za 1 kg V1, 4 Kč za 1 kg V2 a 3 Kč za 1 kg V3. Stanovte optimálńı výrobńı plán
(tj. stanovte, kolik kg kterého výrobku se má vyrobit za rok, aby byl dosažený zisk maximálńı).

Řešeńı. Proměnné modelu x1, x2, x3 vyjadřuj́ı počet kg výrobk̊u V1, V2, V3, který se bude vyrábět.

max 2x1 + 4x2 + 3x3

2x1 + 3x2 + 5x3 ≤ 200

6x1 + 8x2 + x3 ≤ 150

13x1 + 17x2 + 15x3 ≤ 1800

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Doplňuj́ıćı otázky:
Jak se převede na minimalizačńı úlohu?

−(2x1 + 4x2 + 3x3)

Co když je ćılem maximálńı objem produkce

x1 + x2 + x3

Množstv́ı vyrobených výrobk̊u V2 nesmı́ překročit množstv́ı V3 o v́ıce než 10 kg.

x2 ≤ x3 + 10

Všiměte se, že v rámci řešeńı je zejména obsaženo:

• zavedeńı proměnných použitých v problému,
• formulace účelové funkce,
• zavedeńı omezeńı na proměnné,
• definice oboru hodnot proměnných.

Př́ıklad 1.2 (Dopravńı problém). Mějme 1 typ neomezeně dělitelného produktu, který chceme přepravit
od m výrobc̊u k n odběratel̊um. Známe požadavky odběratel̊u (j-tý chce bj) a kapacity výrobc̊u (ai
je kapacita i-tého výrobce). Chceme splnit požadavky odběratel̊u a přitom minimalizovat náklady na
přepravu (na přepravu 1 kusu zbož́ı od i-tého výrobce k j-tému odběrateli jsou cij).
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Řešeńı. Necht’ xij znač́ı množstv́ı přepravené od i-tého výrobce k j-tému odběrateli. Chceme minimalizo-
vat celkové náklady

∑
i

∑
j cijxij , za podmı́nky, že splńıme požadavky všech odběratel̊u (

∑
i xij ≥ bj ,∀j)

a nepřesáhnout kapacity sklad̊u
(∑

j xij ≤ ai,∀i
)
. Dohromady dostáváme:

min

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

n∑
j=1

xij ≤ ai, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij ≥ bj , j = 1, . . . , n,

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Př́ıklad 1.3 (Dopravńı problém II.). Z daného mı́sta je zbož́ı přepravováno po třech r̊uzných trasách,
prvńı z nich má délku 100 km, druhá 150 km a třet́ı 180 km. V pr̊uběhu roku má být na prvńı trase
přepraveno alespoň 780 tun, po druhé trase 425 tun, po třet́ı trase 1000 tun zbož́ı. K přepravě lze
využ́ıt tři nákladńı auta o nosnostech 1,5 tun, 3,5 tun a 5 tun. Nákladńı auta o nosnostech 1,5 tun a
3,5 tun mohou naložená během roku najezdit maximálně 25000 km. Nákladńı auto o nosnosti 5 tun smı́
s nákladem během roku absolvovat nejvýše 20000 km. V tabulce jsou uvedeny náklady na jeden km
daným naloženým nákladńım autem po dané trase:

v̊uz 1 v̊uz 2 v̊uz 3
trasa 1 4 7 9
trasa 2 11 9 6
trasa 3 2 7 4

Za každé projet́ı danou trasou je zároveň vyb́ıráno mýtné ve fixńı výši, tento poplatek čińı 200 za
projet́ı prvńı trasou, 250 za projet́ı druhou trasou a 380 za projet́ı třet́ı trasou. Zpátky plat́ı auta
pouze mýto, ostatńı náklady jsou zanedbatelné. Auta muśı skončit v mı́stě kde zač́ınala. S jakými
minimálńımi náklady lze naplánovat přepravu zbož́ı po daných trasách? Formulujte jako úlohu lineárńıho
programováńı s využit́ım matematické symboliky. Úlohu pouze sestavte, nemuśıte ji řešit.

Př́ıklad 1.4 (Přǐrazovaćı problém). V podniku pracuj́ı 3 skupiny S1, S2, S3. Každá skupina může za
týden zhotovit jednu ze 3 zakázek Z1, Z2, Z3. Kvalita a také cena zakázky záviśı na tom, která skupina ji
zhotovila. Předpokládané zisky v tiśıćıch Kč udává tabulka. Ćılem úlohy je přǐradit zakázky pracovńım
skupinám tak, aby výsledný celkový zisk byl maximálńı.

Z1 Z2 Z3

S1 4 3 2
S2 6 4 3
S3 4 4 4

Řešeńı. Pro i, j ∈ {1, 2, 3} definujeme proměnné xij ∈ {0, 1} následuj́ıćım zp̊usobem:

xij =

{
1, pokud Si pracuje na Zj
0 jinak.

max 4x11 + 3x12 + 2x13 + 6x21 + 4x22 + 3x23 + 4x31 + 4x32 + 4x33.
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3∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, 3,

3∑
i=1

xij = 1, j = 1, 2, 3.

xij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , 3, j = 1, . . . , 3.

Rozmyslete si, že splněńı zavedených omezeńı zaručuje, že každá skupina bude pracovat max na jednom
úkolu, a že každé zadáńı bude řešeno.

Př́ıklad 1.5 (Řezný problém). Truhlářská firma má k dispozici lat’ky o délce 200 cm. Při výrobě plotu
potřebuje firma přesně 120 latěk 80 cm dlouhých, 310 latěk 50 cm, a 150 latěk 30 cm. Maximálńı povolený
odřezek je délky 10 cm. Ćılem je sestavit takový plán, kdy je odpad minimálńı.

Řešeńı. Proměnná xj bude značit počet použit́ı j-tého zp̊usobu rozřezáńı lat’ky, viz Tabulka 1. Nutně
muśı být xj ∈ Z+

0 , jedná se o tzv. celoč́ıselný problém. Minimalizujeme součet celkovového odpadu, jak
vycháźı pro jednolitvé řezy, za podmı́nky splněńı požadavk̊u na délku latěk.

1 2 3 4 5 6
80 cm 2 1 1 - - -
50 cm - 1 - 4 2 1
30 cm 1 2 4 - 3 5
odpad 10 10 0 0 10 0

Tabulka 1. Všechny zp̊usoby, jak rozřezat 200 cm lat’ku s odpadem maximálně 10 cm.

min 10x1 + 10x2 + 10x5.

2x1 + x2 + x3 = 120

x2 + 4x4 + 2x5 + x6 = 310

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 150.

xj ≥ 0, xj ∈ Z, j =, . . . , 6

Př́ıklad 1.6 (L1-regrese). Přeformulujte úlohu minimalizace součtu absolutńıch hodnot odchylek

min
a,b∈R

n∑
i=1

|yi − a− bxi| .

jako úlohu lineárńıho programováńı

Řešeńı.

min

n∑
i=1

e+
i + e−i

a+ bxi + e+
i − e

−
i = yi, i = 1, . . . , n,

e+
i , e
−
i ≥ 0.

a, b ∈ R
Rozmyslete si interpretaci prvk̊u e+

i , e
−
i , popisuj́ı residua i-tého pozorováńı. Minimalizujeme pak jejich

součet, což je absolutńı hodnota daného residua. Dı́ky tomu, že tento problém je problémem lineárńıho
programováńı, lze ho velmi rychle řešit. Výpočetně se může zdát trochu složitěǰśı než standarńı regrese,



4 TOMÁŠ RUSÝ

kde minimalizujeme součet čtverc̊u residúı. Tam máme př́ımo formulku. Na druhou stranu v ńı je potřeba
inverze jedné matice, což je výpočetně srovnatelný problém s řešeńım úlohy lineárńıho programováńı.

2. Hledáńı extrémů funkćı na dané množině

Poznámka: Před řešeńım každého př́ıkladu si rozmyslete, na jaké množině problém řeš́ıte (kom-
pakt/otevřená/neomezená), a podle toho si uvědomte, zda-li extrémy muśı existovat, a jak přibližně
funkce bude vypadat. Grafický náhled, či jiné hlubš́ı zamyšleńı, často pomáhá ke zvoleńı optimálńı
stopy k dosažeńı řešeńı. Nezapomı́nejte zd̊uvodnit, že nalezené extrémy jsou opravdu globálńı, k tomu
použivejte teorii z Matematické analýzy. Na konec každého př́ıkladu pak patř́ı závěr.

Tvrzeńı 2.1. f diferencovatelná a definovaná na D ⊂ R, pak f ′(x∗) = 0 je nutná podmı́nka, aby měla
funkce v x∗ ∈ int(D) lokálńı extrém.

Př́ıklad 2.2. Nalezněte extrémy následuj́ıćıch funkćı na dané množině

a) f(x) = x lnx na (0, 1],

Řešeńı. a) pomoćı volného extrému (řešeńım f ′(x) = 0) a analýzy krajńıch bod̊u (x = 1 a limx→0+ f(x),
látka MA1) minimum je v 1/e, maximum v 1.

Ve v́ıce dimenźıch pak

Tvrzeńı 2.3. f diferencovatelná a definovaná na D ⊂ Rn, pak ∂f
∂xj

(x∗) = 0 pro ∀j je nutná podmı́nka,

aby měla funkce v x∗ ∈ int(D) lokálńı extrém.

Př́ıklad 2.4. Nalezněte globálńı extrémy následuj́ıćıch funkćı na dané množině

a) f(x, y) = 1
2x

2y − x2 + xy − 2x+ y2 − 7
2y + 1 na [−3, 1]× [0, 4],

b) f(x, y) = sin(x2 + y2) na [0, 2]× [0, 2],

Řešeńı. a) Prvńı se pod́ıváme na volný extrém:

∂f

∂x
(x, y) = (x+ 1)(y − 2)

∂f

∂y
(x, y) =

1

2
x2 + x+ 2y − 7

2
.

Nutná podmı́nka pro lokálńı extrém splněna v bodě [−1, 2] (stacionárńı bod). Hessián

H(−1, 2) =

(
0 0
0 2

)
Dle pravidla o hlavńıch minorech se jedná o pozitivně semidefinitńı kvadratickou formu, z čehož ale
nemůžeme udělat žádný závěr. Alternativně můžeme funkci upravit na

f(x, y) =
1

2
(x+ 1)2(y − 2) + (y − 2)2 − 2

a tud́ıž ověřováńı, zda-li je v bodě [−1, 2] lokálńı minimum je ekvivalent́ı s t́ım, že funkce g(x, y) =
1
2x

2y + y2 má v bodě [0, 0] lokálńı minimum. Uvažme ale parametrizaci x = 2t, y = −t2, źıskáváme

g(2t,−t2) = −2t4 + t4 = −t4. Tato funkce má ale v t = 0 lokálńı maximum a tud́ıž funkce g(x, y) ani
f(x, y) nemaj́ı v podezřelých bodech lokálńı minimum. Globálńı extrémy nalezneme dosazeńım do sta-
cionárńıch a krajńıch bod̊u. Prvńı vyšetř́ıme kraje. Dosad́ıme za x = −3 a dostaneme funkci y2−2y−2.
Tato kvadratická funkce nabývá extrému v y = 1. To vede na podezřelý bod [−3, 1]. Podobně, postupně
dosazeńım za x = 1, y = 0 a y = 4 dostaneme daľśı podezřelé body [1, 1], [−1, 0], [−1, 4]). K těmto ještě
muśıme přidat rohy: [−3, 0], [−3, 4], [1, 0], [1, 4]. Vyšetřeńım funkčńı hodnoty zjist́ıme, že globálńı maxi-
mum funkce nabývá v [-3,4] a [1,4] a to 6, zat́ımco globálńı minimum pak v [-3,1] a [1,1] a to -3.

b) Vı́me, že sinus je omezená funkce, stač́ı tedy naj́ıt body, kde nabývá 1 a -1. Ze znalosti pr̊uběhu
funkce sinus můžeme určit, že maximum je nabýváno v bodech {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = π/2 + 2kπ, k ∈
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{0, 1}, x ∈ [0, 2], y ∈ [0, 2]}. Minimum pak obdobně na množině {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 3π/2, x ∈
[0, 2], y ∈ [0, 2]}.

Tvrzeńı 2.5. f, g1, . . . , gn spojitě diferencovatelné na int(D), matice
(
∂gi
∂xj

)
i,j

má maximálńı hodnost

na int(D). Má-li funkce f v x∗ vázaný lokálńı extrém, pak Lagrangeova funkce

L(x, λ) = f(x) + λ1g1(x) + · · ·+ λngn(x)

má v x∗ stacionárńı bod.

Poznámka 2.6.

−grad f(x∗) =
∑
i

λigrad gi(x
∗)

neboli grad f je lineárńı kombinaćı grad gi v bodě x∗

Př́ıklad 2.7. Nalezněte extrémy následuj́ıćıch funkćı na dané množině

a) f(x, y) = exy na x+ y = 1

b) f(x, y) =
√

3x− y + 2 na x2 + 2x+ y2 = 0,
c) ověřte nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem

1

n
(x1 + · · ·+ xn) ≥ n

√
x1 · · ·xn

d) f(x, y) = x2 − y2 na 2x− y = −1

Řešeńı. a) Pomoćı Lagrangeovy funkce najdeme jediný stacionárńı bod a to [1/2, 1/2]. Tam fuknce
nabývá lokálńıho i globálńıho maxima. Minima nikde nenabývá, pro x → ∞ i x → −∞ se funkčńı
hodnota limitně bĺıž́ı 0, té ale nikdy nenabyde. Úlohu je možné řešit i substitućı y = 1− x.

b) Spojitá funkce na kompaktu nabývá maxima i minima. Množina je kružnice (x+1)2+y2 = 1 a tud́ıž
kompakt. Uvažujme, že vycháźıme z jej́ıho středu nějakým směrem. Protože funkce f je lineárńı, velikost
r̊ustu se při pohybu v rovině jedńım směrem neměńı. Největš́ı r̊ust je pak ve směru grad f = (

√
3,−1).

Vyjdeme-li ze středu kružnice v tomto směru doraźıme k maximu v bodě [−1, 0] + [
√

3,−1]/2 a minimu

[−1, 0]− [
√

3,−1]/2. Ekvivalentně lze použ́ıt Lagrangeovy multiplikátory.

c) Přeṕı̌seme na úlohu hledáńı extrémů funkce n
√
x1 · · ·xn na množine 1

n (x1 + · · ·+ xn) = c.

max (x1 · · ·xn)1/n

s.t.
1

n

∑
i

xi = c,

vyjádř́ıme Lagrangeovu funkci a zderivujeme:

L(x, λ) = (x1 · · ·xn)1/n + λ

(
c− 1

n

∑
i

xi

)
,

∂L(x, λ)

∂xi
:

1

n
(x1 · · ·xn)1/n−1 · x1 · · ·xn

xi
− λ

n
= 0, i = 1, . . . , n,

∂L(x, λ)

∂λ
:

1

n

∑
i

xi = c.

uprav́ıme-li druhou rovnici, dostaneme

1

n
(x1 · · ·xn)1/n − λ

n
xi = 0



6 TOMÁŠ RUSÝ

a sečteme-li pro všechna i, źıskáme

(x1 · · ·xn)1/n =
λ

n

∑
i

xi.

To můžeme dosadit zpátky do rovnice výše, kde źıskáme nutnou podmı́nku

xi =
1

n

∑
i

xi = c, ∀i.

Jinými slovy, maximum tohoto problému je c.
Poznámka: úpravy plat́ı pouze v př́ıpadě kdy xi > 0∀i, pro nulové/záporné xi AG nerovnost platit

nemuśı.

d) Vyjádřete y z vazebńı podmı́nky, dosadt’e do funkce a hledejte extrém funkce o jedné proměnné:
f(x) = −3x2 − 4x − 1. Jediný kandidát vyjde x = −2/3, z čehož lze dopoč́ıtat y = −1/3. Z tvaru
analyzované funkce je zřejmé, že jde o maximum, minimum funkce nenabývá, je ze spoda neomezená.

Př́ıklad 2.8. Nalezněte extrémy (lokálńı i globálńı), (minimum i maximum) následuj́ıćıch funkćı na
dané množině:

a) f(x, y) = exp(2xy) na množině M = (x, y) : x2 + y2 = 1,
b) f(x, y, z) = xyz na množině M = (x, y, z) : x+ y + z = 3.

Př́ıklad 2.9. Matematicky formulujte následuj́ıćı úlohy a vyřešte je:

a) Astronomové ve středověku napozorovali ve vesmı́ru let́ıćı kometu pohybuj́ıćı se v rovině dané rovnićı
x+ 3y − 2z = 4 (koeficienty jsou v miliónech km). V jaké vzdálenosti nejbĺıže může kometa proletět
okolo země? Sestavte optimalizačńı úlohu a tu vyřešte. (Uvažujme zemi jako střed celého vesmı́ru.)

b) Do obdélńıku ABCD o stranách a a 2a vepǐste čtyřúhelńık A0B0C0D0 takový, že na každé straně
obdélńıku lež́ı jeden vrchol a pro který je součet čtverc̊u velikost́ı jeho stran minimálńı.

3. Konvexita

Vı́me, že určuje-li Hessián ve stacionárńım bodě x∗

(i) pozitivně definitńı kvadratickou formu, má funkce v x∗ ostré lokálńı minimum,
(ii) negativně definitńı, má funkce v x∗ ostré lokálńı maximum,
(iii) indefinitńı, má funkce v x∗ sedlový bod (jde o postačuj́ıćı nikoliv nutnou podmı́nku!).

Tvrzeńı 3.1 (Sylvestrovo kritérium). Kvadratická forma q : Rn → R, která je určena symetrickou
matićı A = (aij)i,j, je

(i) pozitivně definitńı, pokud všechny hlavńı subdeterminanty (D11, D22, . . .) matice jsou kladné
(ii) pozitivně semi-definitńı, pokud všechny subdeterminanty (principal minors - čtvercové podmatice

na diagonále) matice jsou nezáporné
(iii) negativně definitńı, pokud hlavńı subdeterminanty stř́ıdaj́ı znaménka poč́ınaje záporným (D11 <

0, D11D22 < 0, . . .).
(iv) indefinitńı, pokud nenulové a neplat́ı ani (i) ani (ii)

Př́ıklad 3.2. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y).

a) f(x, y) = x2 + y2

b) f(x, y) = x2 − y2

c) f(x, y) = −x2 − y2

Řešeńı. Stacionárńı bod ve všech př́ıpadech je [0, 0], hesián pak postupně:

a) H(0, 0) =

(
2 0
0 2

)
, b) H(0, 0) =

(
2 0
0 −2

)
, c) H(0, 0) =

(
−2 0
0 −2

)
.

Pomoćı Sylvestrova kritéria vyřeš́ıme definitnost matice a můžeme tedy tvrdit, že v [0, 0] je a) ostré
lokálńı minimum, b) sedlový bod a c) ostré lokálńı maximum.
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Definice 3.3. Řekneme, že množina A je konvexńı, pokud s každými dvěma body obsahuje také jejich
konvexńı lineárńı kombinace, tj. ∀x, y ∈ A a λ ∈ (0, 1) je také λx+ (1− λ)y ∈ A.

Př́ıklad 3.4. A,B ∈ Rn konvexńı. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny také muśı nebo nemuśı být
konvexńı.

a) A ∪B
b) A ∩B
c) A \B
d) AC

e) clo(A)

Řešeńı. Postupně, bud’to d̊ukazem nebo protipř́ıkladem:

a) ne, např: A = {0}, B = {1}, x = 0, y = 1, λ = 1/2.
b) ano, necht’ x, y ∈ A∩B, λ ∈ [0, 1], pak x, y ∈ A, x, y ∈ B, ty jsou konvexńı, tedy plat́ı i že λx+(1−λ)y ∈

A, λx+ (1− λ)y ∈ B a celkem tud́ıž λx+ (1− λ)y ∈ A ∩B
c) ne, např: A = [0, 1], B = {1/2}, x = 0, y = 1, λ = 1/2.
d) ne, např: A = {0}, x = −1, y = 1, λ = 1/2.
e) ano, x, y ∈ Ā, ∃xn, yn že xn → x a yn → y a zároveň λxn + (1 − λ)yn ∈ A. Z předpoklad̊u

λxn + (1− λ)yn → λx+ (1− λ)y ∈ Ā.

Př́ıklad 3.5. Pokračováńı předchoźıho

a) int(A)
b) αA
c) Minkowského součet A+B = {x ∈ Rn, x = a+ b, a ∈ A, b ∈ B} =

⋃
b∈B(A+ b)

d) Minkowského rozd́ıl A	B = {x ∈ Rn, x+ (−1)B ⊂ A} =
⋂
b∈B(A− b)

e) A×B

Řešeńı. Postupně d̊ukazem:

a) ano, x, y ∈ A ⇒ ∃ε > 0 : Uε(x) ⊂ A,Uε(y) ⊂ A. Zvol λ ∈ (0, 1) a z ∈ Uε(λx + (1 − λ)y).
x+ z − (λx+ (1− λ)y) ∈ Uε(x) a y + z − (λx+ (1− λ)y) ∈ Uε(y). Konvexńı kombinace těchto bod̊u
je z, a z konvexnosti A plyne z ∈ A, č́ımž źıskáváme že λx+ (1− λ)y ∈ int(A).

b) ano, pro α = 0 triviálńı, necht’ α 6= 0 a x, y ∈ αA, λ ∈ [0, 1], pak x/α, y/α ∈ A a ta je konvexńı, tedy
plat́ı i že (λx/α+ (1− λ)y/α) ∈ A a celkem tud́ıž λx/+ (1− λ)y ∈ αA.

c) domáćı úkol
d) domáćı úkol
e) př́ımo rozepsáńım z definice

Př́ıklad 3.6. Necht’ A má vlastnost, že ∀x, y ∈ A také x/2 + y/2 ∈ A.

a) je A konvexńı?
b) je A konvexńı, pokud v́ıme, že A je uzavřená?
c) je A konvexńı, pokud v́ıme, že A je otevřená?

Řešeńı. Uvědomı́me si, že je možné “sestavit”kombinace typu kn
2n x+ (1− kn

2n )y, kn, n ∈ N.
a) ne, např. Q splňuje daný požadavek ale neńı konvexńı.
b) ano, protože ∀λ ∈ [0, 1] existuj́ı λn = kn

2n , že λn → λ. Vı́me, že λnx + (1 − λn)y ∈ A a protože je A
uzavřená také λnx+ (1− λn)y → λx+ (1− λ)y ∈ A.

c) ano, zvol x, y ∈ A, λ ∈ [0, 1] a ε > 0 : Uε(x) ⊂ A,Uε(y) ⊂ A. Pak existuje λn = kn
2n : |1 − λ/λn| <

ε/(|x|+ |y|). Definujme xn = x · λ/λn + y − yλ/λn. Plat́ı:

|x− xn| ≤ |x(1− λ/λn)− y(1− λ/λn)| ≤ |1− λ/λn| · (|x|+ |y|) ≤ ε.
Jinými slovy, xn ∈ A, dále pak λnxn + (1− λn)y = λx+ (1− λ)y ∈ A.

Př́ıklad 3.7. Necht’ M ⊂ Rn je uzavřená konvexńı, která obsahuje př́ımku p. Ukažte, že pro b ∈ M a
b /∈ p, množina M obsahuje př́ımku rovnoběžnou s p procházej́ıćı bodem b.



8 TOMÁŠ RUSÝ

Řešeńı. Vı́me, že existuj́ı a ∈ M a u ∈ Rn, že a + tu ∈ M , t ∈ R, kde vektor u určuje směr př́ımky
p. Z konvexity M plyne, λ(a + tu) + (1 − λ)b = b − λ(b − a) + λtu, pro každé λ ∈ [0, 1], t ∈ R. To
znamená, že b − λ(b − a) + su ∈ M pro každé s ∈ R a λ > 0. Limitńım přechodem pro λ → 0+ plat́ı
b+ su ∈ clo(M) = M .

Definice 3.8. Řekneme, žeA je konvexńı polyedrická množina, je-li pr̊unikem konečně mnoha uzavřených
poloprostor̊u (

{
x ∈ Rn, aTx ≥ c

}
). Konvexńı polyedr je omezená konvexńı polyedrická množina.

Př́ıklad 3.9. Rozhodněte, jakého typu jsou následuj́ıćı množiny

a)

x+ 2y ≥ 2

−2x+ 3y ≤ 6

x, y ≥ 0

b)

x+ 2y ≥ 2

−2x+ 3y ≤ 6

x+ y ≤ 4

Řešeńı. Pomoćı grafického náčrtku lze nahlédnout, že a) konvexńı polyedrická, b) konvexńı polyedr

Př́ıklad 3.10. Rozhodněte o množinách

a)
{

(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1
}

,

b)
{

(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ y ≤ 1
}

,

c)
{

(x, y) ∈ R2 : |x+ y| ≤ 1
}

,

která z nich je konvexńı polyedr a která neńı.

Řešeńı. a) ano (L1 kruh), b) ano, c) ne (neńı omezená)

Definice 3.11. Kužel je množina K ⊂ Rn, pro kterou 0 ∈ K a ∀x ∈ K,α ≥ 0 také αx ∈ K. Konvexńı
kužel je konvexńı množina, která splňuje definici kužele.

Př́ıklad 3.12. Oveřte, že množinaK =
{

(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y
}

je konvexńı kužel. Dokonce neobsahuje
žádnou př́ımku.

Řešeńı. Zvol (x1, y1), (x2, y2) ∈ K,λ ∈ [0, 1]. Zřejmě také 0 ≤ λx1 + (1− λ)x2 ≤ λy1 + (1− λ)y2.

4. Konvexńı funkce a množiny

Definice 4.1. D ⊂ Rn konvexńı. Řekneme, že funkce f : D → R je konvexńı, pokud ∀x, y ∈ D a
λ ∈ (0, 1) plat́ı f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Definice 4.2. Ekvivalentně, D ⊂ Rn konvexńı. f konvexńı, pokud epigraf (tj. {(x, η) : f(x) ≤ η, x ∈
D, η ∈ R}) je konvexńı množina.

Př́ıklad 4.3. a) f , g konvexńı funkce, α, β ≥ 0⇒ αf + βg je konvexńı funkce
b) fi je konvexńı funkce ⇒ sup fi je konvexńı funkce,
c) h : R→ R, g : Rn → R. Pokud g je konvexńı a h je konvexńı neklesaj́ıćı (nebo když g je konkávńı a h

je konvexńı nerostoućı), pak f(x) = h(g(x)) je konvexńı funkce. Speciálně tedy: eg(x) je konvexńı pro
g konvexńı, 1/g(x) je konvexńı pro g konkávńı kladnou, g(x)p je konvexńı pro g konvexńı kladnou a
p > 1.

Řešeńı. c)

f(λx+ (1− λ)y) ≤ h(λg(x) + (1− λ)g(y)) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), x, y ∈ Rn, λ ∈ (0, 1).

Př́ıklad 4.4. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch funkćı je konvexńı:
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a) f(x1, . . . , xn) = |x1|+ · · ·+ |xn|,
b) f(x, y) = x2

y , y > 0,

c) f(x, y) =
(
x2 + y2

)4
,

d) f(x, y, z) = x2 + y2 − z2 + 2xy + 2xz + 2yz,
e) f(x, y) = xy log xy, x > 0, y > 0.

Řešeńı. a) ano, každá norma je konvexńı, z trojúhélńıkové nerovnosti

‖λx+ (1− λ)y‖ ≤ λ ‖x‖+ (1− λ) ‖y‖
b) ano, hessián H(x, y) je pozitivně semidefinitńı matice:

H(x, y) =

(
2/y −2x/y2

−2x/y2 2x2/y3

)
,

c) ano, g(x, y) = x2 + y2 je konvexńı a h(z) = z2 pro z ≥ 0 je konvexńı neklesaj́ıćı
d) ne, matice druhých derivaćı neńı pozitivně semidefinitńı (posledńı prvek diagonály je záporný)
e) ne, hessián H(x, y) neńı pozitivně semidefinitńı matice na celém definičńım oboru funkce.(

y/x 2 + log xy
2 + log xy x/y

)
.

Př́ıklad 4.5. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch množin je konvexńı:

a) {x, y ∈ R : ex + ey ≤ 10}
b)
{
x, y ∈ R : x2 + y2 ≤ 5, ex + ey ≤ 10

}
Řešeńı. Je-li f konvexńı, je konvexńı také úrovňová množina {x ∈ Rn : f(x) ≤ r} pro libovolné r ∈ R. V
obou př́ıpadech stač́ı ukázat, že funkce jsou konvexńı (např. přes PSD hessián).

a) ex + ey je konvexńı.
b) + fakt že pr̊unik dvou konvexńıch množin je konvexńı.

Př́ıklad 4.6. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı množiny a funkce konvexńı a svá tvrzeńı dokažte. V
př́ıpadě, že množina konvexńı neńı, najděte trojici bod̊u, která porušuje definici konvexity.

a)
{
x, y ∈ R : x ≤ (y − 1)2, x+ 2y ≥ 6, x ≥ 0, y ≥ 0

}
b)
{
x, y ∈ R : x2 + 2x+ 3y2 − 6y ≤ 10, |x|+ y2 ≤ 4, y ≥ 0

}
c)
{
x, y ∈ R : (ex + y3) log(ex + y3) ≤ 15, x ≤ 2

}
d) f(x, y) = exp(x2 + e−y) + 6xy na (1,∞)× (0,∞)

e) f(x, y) = log

(
ex+ay

1 + ex+ay

)
na R× R, a ∈ R parametr.

5. Grafické a př́ımé řešeńı LP

Př́ıklad 5.1. Řešte graficky následuj́ıćı úlohu:

min 3x1 − x2

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2
−4x1 + 2x2 ≤ 6
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

Řešeńı. Omezeńı převedeme do tvaru s nerovnost́ı pro jednu proměnnou a v rovině vyznač́ıme př́ımku
určenou př́ıpadem, kdy je omezeńı splněno jako rovnost. Př́ıslušnou část poloroviny pak odpov́ıdá ne-
rovnosti v omezeńı:

(1) x2 ≥ −2x1 + 2

(2) x2 ≤ 2x1 + 3

(3) x1 ≥ 0

(4) x2 ≥ 0
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Pro účelovou funkci vytvoř́ıme rovnosti tvaru 3x1 − x2 = c a zakresĺıme př́ımku pro zvolenou konstantu
c = 3, přičemž urč́ıme v jakém směru posunu př́ımky konstanta klesá:

(u) x2 = 3x1 − 3

2

4

Optimálńı řešeńı: x1 = 0, x2 = 3, účelová hodnota −3.

Př́ıklad 5.2. Řešte předchoźı př́ıklad s maximalizaćı mı́sto minimalizace.

Řešeńı. Maximalizace, postupuji opačným směrem. Je jasné, že když s účelovou funkćı budu hýbat
doprava, stále nějaké řešeńı bude př́ıpustné (např (x1, 0)Tx1 ≥ 0). Úloha je neomezená.

Př́ıklad 5.3. Řešte graficky následuj́ıćı úlohu:

min 2x1 + 2x2

za podmı́nek x1 − x2 ≤ 5
x1 + 2x2 ≤ −2
−x1 ≤ 1
x1 ≥ 0

x2 ≤ 0

Řešeńı. x1 = 0, x2 = −5, účelová hodnota −10.

Př́ıklad 5.4. Předchoźı př́ıklad s maximalizaćı mı́sto minimalizace.

Řešeńı. x1 = 2 2
3 , x2 = −2 1

3 , účelová hodnota 2
3 .

Př́ıklad 5.5. Řešte graficky následuj́ıćı úlohu:

max 2x1 + 4x2

za podmı́nek x1 + x2 ≤ 4
−2x1 + x2 ≤ 2
x1 − x2 ≤ 0
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

Řešeńı. x1 = 2
3 , x2 = 3 1

3 , účelová hodnota 14 2
3 . V př́ıpadě minimalizace v (0, 0)T .
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Př́ıklad 5.6. Řešte úlohu výše s minimalizaćı mı́sto maximalizace:

Řešeńı. Minimum v (0, 0)T .

Př́ıklad 5.7. V předchoźım př́ıkladě maximalizujte funkci x1 + x2.

Řešeńı. Účelová funkce je rovnoběžná s prvńım omezeńım. Maximum se nabývá na úsečce na př́ımce
odpov́ıdaj́ıćı prvńımu omezeńı, mezi druhým a třet́ım omezeńım. Tj. na úsečce jej́ıž krajńı body jsou
(2/3, 10/3)T a (2, 2)T . Závěrem, maximum je nabýváno na (t, 4 − t)T , t ∈ [2/3, 2]. Funkčńı hodnota je
−4.

Př́ıklad 5.8. Řešte graficky následuj́ıćı úlohu:

max 2x1 − 6x2

za podmı́nek 3x1 + 2x2 ≤ 6
x1 − x2 ≥ −1
−x1 − 2x2 ≥ 1
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

Řešeńı. Nemá žádná př́ıpustná řešeńı.

Př́ıklad 5.9. Řešte graficky následuj́ıćı úlohu:

min 2x1 + 3x2

za podmı́nek −x1 + x2 ≤ 2
2x1 − x2 ≤ 4
x1 ≤ 10
x1 + x2 ≤ 15

x1, x2 ∈ R

a) Uved’te optimálńı řešeńı a optimálńı hodnotu účelové funkce. [x1 = 6, x2 = 8, účelová hodnota 36]
b) Jaké bude optimálńı řešeńı a optimálńı hodnota účelové funkce, jestliže mı́sto minimalizace budeme

uvažovat maximalizaci?
c) Jaké bude optimálńı řešeńı a optimálńı hodnota účelové funkce, jestliže do p̊uvodńı úlohy přidáme

podmı́nku x1 + x2 ≥ 0?
d) Jaké bude optimálńı řešeńı a optimálńı hodnota účelové funkce, jestliže do p̊uvodńı úlohy přidáme

podmı́nku 2x1 + 3x2 ≥ −6?
e) Jaké bude optimálńı řešeńı a optimálńı hodnota účelové funkce, jestliže v p̊uvodńı úloze změńıme

posledńı podmı́nku na podmı́nku x1 + x2 ≥ 15?

Řešeńı. Postupně:

a) úloha je neomezená (např pro x1 = x2, x1 ≤ 4, x1 → −∞),
b) x1 = 6, x2 = 8, účelová hodnota 36,
c) x1 = 4/3, x2 = −4/3, účelová hodnota −4/3,

d) x1 = −12

5
t+ (1− t)3

4
, x2 = −2

5
t− (1− t)5

2
, t ∈ [0, 1], účelová hodnota −6,

e) úloha nemá řešeńı, množina př́ıpustných řešeńı je prázdná.
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Definice 5.10. Zápis úlohy lineárńıho programováńı ve smı́̌seném tvaru:

min (max) cTx

za podmı́nek aTj x ≥ bj ∀j ∈ J≥
aTj x ≤ bj ∀j ∈ J≤
aTj x = bj ∀j ∈ J=

xi ≥ 0 ∀i ∈ I≥
xi ≤ 0 ∀i ∈ I≤
xi = 0 ∀i ∈ I=

kde J≥ ∪ J≤ ∪ J= = {1, 2, ..,m} disjunktńı rozklad a I≥ ∪ I≤ ∪ I= = {1, 2, .., n} disjunktńı rozklad.

Definice 5.11. Zápis úlohy lineárńıho programováńı ve standardńım tvaru:

min cTx

za podmı́nek aTj x = bj , j = 1, ..,m

xi ≥ 0, i = 1, .., n

Definice 5.12. Zápis úlohy lineárńıho programováńı ve tvaru nerovnost́ı:

min cTx

za podmı́nek aTj x ≥ bj , j = 1, ..,m

xi ≥ 0, i = 1, .., n

Př́ıklad 5.13. Převed’te následuj́ıćı úlohu do standardńıho tvaru (př́ıpadně do tvaru nerovnost́ı):

max −3x1 + 5x2

za podmı́nek 5x1 + 4x2 + x3 ≥ 2
8x1 + x2 − 2x3 = 1

2x2 + x3 ≤ −2
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ∈ R

Řešeńı. Běžný postup při převodech:

• min f(x) = −max−f(x)
• aTj x ≤ bj převedeme na rovnost přidáńım skluzové proměnné:

aTj x + vj = bj

vj ≥ 0

• aTj x ≥ bj převedeme na rovnost přidáńım skluzové proměnné (−vj) analogicky.

• aTj x = bj převedeme na nerovnosti:

aTj x ≥ bj
aTj x ≤ bj

• xi ≤ 0 převedeme na x−i = −xi, x−i ≥ 0
• xi ∈ R převedeme na dvě nezáporné proměnné: xi = x+

i − x
−
i , x+

i ≥ 0, x−i ≥ 0
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Formulace úlohy ve standarńım tvaru pak vypadá následovně:

min 3x1 − 5x2

za podmı́nek 5x1 + 4x2 + x+
3 − x−3 − v1 = 2

8x1 + x2 − 2x+
3 + 2x−3 = 1

2x2 + x+
3 − x−3 + v2 = −2

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

x+
3 ≥ 0

x−3 ≥ 0
v1 ≥ 0
v2 ≥ 0

Tvrzeńı 5.14. Každá konvexńı polyedrická množina se dá rozložit jako součet konvexńıho polyedru,
konvexńıho polyedrického kužele, který neobsahuje př́ımku, a lineárńıho podprostoru.

M = {x ∈ R : Ax = b, x ≥ 0} (množina př́ıpustných řešeńı) je konvexńı polyedrická množina, tedy

M = P +K,
kde P je konvexńı polyedr, jehož krajńı body jsou př́ıpustná bazická řešeńı, K je konvexńı kužel, kde

K = {y ∈ Rn : Ay = 0, y ≥ 0} .

Př́ıklad 5.15. Rozložte množinu

M =
{
x ∈ R4 : 2x1 − x2 − x3 = −2, −x1 + 2x2 − x4 = −1, x ≥ 0

}
a př́ımou metodou řešte úlohu:

min {2x1 + 2x2 − x3 − 2x4, x ∈M}

Řešeńı. Pro úlohu ve standardńım tvaru, tj. konvexńı polyedrická množina je v nezáporném kvadrantu,
hledáme krajńı body a krajńı směry množiny př́ıpustných řešeńı na základě charakterizace:

• Krajńı body jsou právě všechna př́ıpustná řešeńı x, pro která podmatice omezeńı složená jen ze
sloupc̊u, které odpov́ıdaj́ı nenulovým složkám xi > 0, má hodnost rovnu počtu sloupc̊u.

• Krajńı směry jsou právě všechny směry s, pro které podmatice omezeńı složená jen ze sloupc̊u,
které odpov́ıdaj́ı kladným složkám si > 0, má hodnost o jednu menš́ı nežli je počet jej́ıch sloupc̊u.

Omezeńı tvoř́ı matici s hodnost́ı 2:

A =

(
2 −1 −1 0 −2
−1 2 0 −1 −1

)
Při hledáńı krajńıch směr̊u (řešeńı soustavy s nulovou pravou stranou):

(1) Pro právě jednu kladnou (nenulovou) složku směru s neńı žádné řešeńı, nebot’ by podmatice
musela mı́t hodnost 0, tedy A by musela obsahovat nulový sloupec.

(2) Všechny podmatice se dvěma sloupci (rozměr 2x2) jsou regulárńı, tedy s hodnost́ı 2, a tak směry
s dvěma kladnými složkami nevyhovuj́ı požadované podmı́nce.

(3) Pro směry se třemi kladnými složkami máme 2 vyhovuj́ıćı řešeńı: (2, 1, 3, 0)
T

, (1, 2, 0, 3)
T

a 2

nevyhovuj́ıćı řešeńı: (1, 0, 2,−1)
T

, (0, 1,−1, 2)
T

- nesplňuj́ı nezápornost

Při hledáńı krajńıch bod̊u (muśı být řešeńım soustavy rovnic s pravou stranou):

(1) Nulový bod neńı řešeńım, protože pravá strana omezeńı je nenulová. Pro jednu kladnou složku
bodu x neńı žádné řešeńı, protože pravá strana omezeńı neńı lineárńı kombinaćı žádného sloupce
matice omezeńı.

(2) Pro body se dvěma nenulovými složkami máme 3 vyhovuj́ıćı řešeńı: (1, 0, 4, 0)
T

, (0, 2, 0, 5)
T

,

(0, 0, 2, 1)
T

a 3 nevyhovuj́ıćı řešeńı:
(
− 5

3 ,−
4
3 , 0, 0

)T
, (−1, 0, 0, 2)

T
,
(
0,− 1

2 ,
5
2 , 0
)T

- nesplňuj́ı
nezápornost

(3) Body s 3 kladnými složkami nemůžou být řešeńım, matice má hodnost 2 < 3.



14 TOMÁŠ RUSÝ

Řešeńı optimalizačńı úlohy:

(1) Neexistuje-li žádný krajńı bod, úloha nemá řešeńı.
(2) Pokud v nějakém krajńım směru má účelová funkce zápornou hodnotu, úloha nemá řešeńı, funkce

neomezeně klesá v tomto směru.
(3) Jinak je jedńım z optimálńıch řešeńı některý z krajńıch bod̊u, ten s nejmenš́ı hodnotou účelové

funkce.
• Pokud takových bod̊u je v́ıce, je řešeńım i úsečka mezi těmito body.
• Pokud má nav́ıc účelová funkce nulovou hodnotu pro nějaký krajńı směr s∗, úloha má

nekonečně mnoho řešeńı, která jsou tvaru x∗ + ts∗, t ≥ 0, kde x∗ je krajńı bod s nejmenš́ı
hodnotou účelové funkce.

Dosazeńım krajńıch bod̊u do účelové funkce zjist́ıme, že nejnižš́ı hodnotu funkce nabývá v bodě (0, 2, 0, 5)
T
.

Nav́ıc výpočtem hodnot účelové funkce v př́ıpustných krajńıch směrech zjist́ıme, že pro směr (1, 2, 0, 3)
T

nabývá funkce hodnotu 0. Optimálńı řešeńı jsou tvaru (0, 2, 0, 5)
T

+ t (1, 2, 0, 3)
T

, optimálńı hodnota
účelové funkce je -6.

Př́ıklad 5.16. Př́ımou metodou vyřešte úlohu lineárńıho programováńı:

min 4x1 − 3x2

za podmı́nek x1 + x2 ≤ 4
2x1 + x2 ≥ 6
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

Řešeńı. Převed’te úlohu do standardńıho tvaru, vypočtěte kraj́ı body a krajńı směry, najděte kandidáta
na minimum, ověřte podmı́nku optimality. Správné řešeńı je bod [0, 4] s optimálńı hodnotou 12.

6. Simplexový algoritmus

Př́ıklad 6.1. Řešte graficky a př́ımou metodou následuj́ıćı úlohu:

min 2x1 − x2

za podmı́nek −x1 + x2 ≤ 1
x2 ≤ 3

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

Řešeńı. x1 = 0, x2 = 1, účelová hodnota −1.
Převodem na standardńı tvar źıskáme následuj́ıćı omezeńı:

A =

(
−1 1 1 0 1

0 1 0 1 3

)
Krajńı body (srovnej s grafickým řešeńım):

(1) Nulový bod neńı krajńım, pravá strana je nenulová. Pro jednu kladnou složku neńı pravá strana
lineárńı kombinaćı žádného sloupce matice A.

(2) Pro dvě kladné složky jsou vyhovuj́ıćı body: (2, 3, 0, 0)
T

, (0, 1, 0, 2)
T

a (0, 0, 1, 3)
T

.
(3) Matice má hodnost dva, a tak nemůže mı́t krajńı bod 3 a v́ıce kladných složek.

Krajńı směry (srovnej s grafickým řešeńım):

(1) Pro jednu kladnou složku neńı žádný krajńı směr, nebot’ matice A neobsahuje nulový sloupec.

(2) Pro dvě kladné složky je vyhovuj́ıćı směr: (1, 0, 1, 0)
T

.
(3) Pro v́ıce kladných složek neńı vyhovuj́ıćı žádný směr.

M = conv




2
3
0
0

 ,


0
1
0
2

 ,


0
0
1
3


+ pos




1
0
1
0



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Př́ıklad 6.2. Řešte př́ıklad (6.1) simplexovou metodou.

Řešeńı. Přidáńım skluzových proměnný převedeme úlohu do standardńıho tvaru:

min cTx

za podmı́nek Ax = b

x ≥ 0

Tedy v našem př́ıpadě:

min 2x1 −x2

za podmı́nek −x1 +x2 + x3 = 1

x2 + x4 = 3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

Jako bázi vybereme proměnné x3 a x4 a zaṕı̌seme do simplexové tabulky, která má pro úlohu ve
standardńım tvaru a bázi B následuj́ıćı tvar:

cT

xT

cB xB B−1b B−1A
cTBB

−1b cTBB
−1A− cT

V našem př́ıpadě je B jednotková, což zjednodušuje výrazy.

2 -1 0 0
x1 x2 x3 x4

0 x3 1 -1 1 1 0
0 x4 3 0 1 0 1

0 -2 1 0 0

Vid́ıme, že máme př́ıpustné řešeńı B−1b = (1, 3) ≥ 0, ale podmı́nka optimality cTBB
−1A − cT =

(−2, 1, 0, 0) ≤ 0 neńı splněna, přistouṕıme tedy k iteraci simplexu. Kritérium optimality je porušeno
pro proměnnou x2, proto ji zařad́ıme do báze. Nyńı se koukáme po složkách na pod́ıly aktuálńıho
řešeńı (1, 3) a sloupce odpov́ıdaj́ıćı proměnné, kterou zrovna přidáváme v matici omezeńı (1, 1). Pod́ıl
uvažujeme pouze v př́ıpadě, že děĺıme kladným č́ıslem (ostře větš́ım než 0). Dostáváme pod́ıly (1, 3).
Vybereme minimálńı pod́ıl a proměnou př́ısluš́ıćı tomuto pod́ılu vyřad́ıme z báze - vyřad́ıme x3. Nyńı
pomoćı Gaussovi eliminace upravuje matici omezeńı (s levou stranou) do takového tvaru, aby B byla
opět jednotková.

2 -1 0 0
x1 x2 x3 x4

-1 x2 1 -1 1 1 0
0 x4 2 1 0 -1 1

-1 -1 0 -1 0

Nyńı již máme př́ıpustné řešeńı, které splňuje podmı́nky optimality. Nalezli jsme tedy optimálńı řešeńı
(x1, x2, x3, x4) = (0, 1, 0, 2).
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Př́ıklad 6.3. Simplexovou metodou řešte úlohu LP

min 3x1 − x2 + 6x3

za podmı́nek x1 + 3x2 − 2x3 ≤ 6
−2x1 + x3 ≤ 2
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

Řešeńı. Opět jako v prvńım př́ıpadě přidáme skluzové proměnné a vytvoř́ıme si tabulku.

3 -1 6 0 0
x1 x2 x3 x4 x5

0 x4 6 1 3 -2 1 0
0 x5 2 -2 0 1 0 1

0 -3 1 -6 0 0

Vid́ıme, že do báze přidáme proměnou x2. Nyńı když se poč́ıtáme pod́ıly, tak do úvahy připadá jen
jeden, protože ve sloupci v matici omezeńı odpov́ıdaj́ıćı x2 je pouze jedno kladné č́ıslo. Z báze tedy
vyřad́ıme x4.

3 -1 6 0 0
x1 x2 x3 x4 x5

-1 x2 2 1
3 1 − 2

3
1
3 0

0 x5 2 -2 0 1 0 1
-2 − 10

3 0 − 16
3 − 1

3 0

Podmı́nky př́ıpustnosti i optimality jsou splněny, máme tedy optimálńı řešeńı (0, 2, 0, 0, 2).

7. Duálńı Simplexový algoritmus

Př́ıklad 7.1. Simplexovou metodou řešte úlohu LP

min 6x1 − 2x2 − 8x3

za podmı́nek x1 − 2x2 ≤ −6
x1 − 4x2 − 2x3 ≤ 8

− 2x2 + x3 ≥ 7
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

Co kdybychom maximalizovali?

Řešeńı. Nyńı nemůžeme použ́ıt stejný př́ıstup, přidáńım skluzových proměnných se nám nevytvoř́ı jed-
notková matice jako v prvńıch dvou př́ıpadech. Můžeme nerovnosti vynásobit -1 abychom dosáhli jednot-
kové matice, ale potom nebudeme mı́t počátečńı př́ıpustné řešeńı, tj. b ≥ 0. Proto použijeme dvoufázový
simplex, kdy v prvńı fázi hledáme př́ıpustnou bázi. Začněme t́ım, že si zaṕı̌seme úlohu do tabulky,
přidáme skluzové proměnné a uprav́ıme tak, aby pravá strana byla nezáporná.

Jednotková matice tedy nelze vytvořit ze sloupc̊u matice omezeńı. Proto si přidáme tolik proměnných,
kolik je potřeba, abychom jednotkovou matici vytvořili. Jeden sloupec je již v kanonickém tvaru, stač́ı
tedy přidat 2 proměnné z1 a z2 (a vytvořit t́ım zbývaj́ıćı 2 kanonické sloupce) a řešit pomocnou úlohu, kde
všechny koeficienty v účelové funkci pro proměnné x vynulujeme a u proměnných z koeficient nastav́ıme
na 1. Tedy minimalizujeme součet z.

Nyńı již standardně řeš́ıme úlohu LP pomoćı simplexu. Přidáme x3 a vyřad́ıme z2.
Přidáme x2 a vyřad́ıme z1.
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6 -2 -8 0 0 0
x1 x2 x3 x4 x5 x6

? ? 6 -1 2 0 -1 0 0

? ? 8 1 -4 -2 0 1 0
? ? 7 0 -2 1 0 0 -1

? ? ? ? ? ? ?

0 0 0 0 0 0 1 1
x1 x2 x3 x4 x5 x6 z1 z2

1 z1 6 -1 2 0 -1 0 0 1 0
0 x5 8 1 -4 -2 0 1 0 0 0

1 z2 7 0 -2 1 0 0 -1 0 1
13 -1 0 1 -1 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1
x1 x2 x3 x4 x5 x6 z1 z2

1 z1 6 -1 2 0 -1 0 0 1 0
0 x5 22 1 -8 0 0 1 -2 0 2
0 x3 7 0 -2 1 0 0 -1 0 1

6 -1 2 0 -1 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 1 1
x1 x2 x3 x4 x5 x6 z1 z2

0 x2 3 -1/2 1 0 -1/2 0 0 1/2 0
0 x5 46 -3 0 0 -4 1 -2 4 2
0 x3 13 -1 0 1 -1 0 -1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 -1 -1

Źıskali jsme nyńı př́ıpustné řešeńı pro p̊uvodńı problém, zbav́ıme se tedy pomocných proměnných z
a řeš́ıme p̊uvodńı úlohu.

Podmı́nky optimality nejsou splněny např́ıklad pro x1 a sloupec nálež́ıćı x1 nemá žádnou složku klad-
nou, tedy úloha je neomezená a optimálńı hodnota je −∞.

Kdybychom maximalizovali, pak převedeme úlohu na minimalizaci, kde u účelové funkci přidáme
minus. Př́ıpustné řešeńı je to i pro maximalizačńı úlohu, měńı se jen účelová funkce.

Vid́ıme, že jsme již v optimu.

Př́ıklad 7.2. Př́ımou metodou řešte úlohu:

min 2x1 − x2 + 3x3

za podmı́nek x1 + x2 − x3 = 1
2x1 + x2 + x3 = 2
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

Řešeńı. Pro jednu kladnou složku x1 máme řešeńı, proto nemuśım uvažovat 2x2 matice, kde tato kladná
vystupuje - ř́ıkáme, že jde o degenerované řešeńı, protože odpov́ıdá v́ıce př́ıpustným báźım.

M = conv


 1

0
0

 ,

 0
3/2
1/2


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6 -2 -8 0 0 0
x1 x2 x3 x4 x5 x6

-2 x2 3 -1/2 1 0 -1/2 0 0
0 x5 46 -3 0 0 -4 1 -2
-8 x3 13 -1 0 1 -1 0 -1

-110 3 0 0 9 0 8

-6 2 8 0 0 0
x1 x2 x3 x4 x5 x6

2 x2 3 -1/2 1 0 -1/2 0 0
0 x5 46 -3 0 0 -4 1 -2
8 x3 13 -1 0 1 -1 0 -1

110 -14 0 0 -10 0 -8

Optimálńı řešeńı:
(
0, 3

2 ,
1
2

)T
, optimálńı hodnota účelové funkce: 0.

Př́ıklad 7.3. Řešte př́ıklad (7.2) simplexovou metodou.

Řešeńı. Postupujeme stejně jako v př́ıkladu (7.1), ovšem nyńı máme již úlohu ve standardńım tvaru
a nepřidáváme žádnou kladnou skluzovou proměnnou. Pro dvojfázový simplex stač́ı přidat 2 pomocné
proměnné z, abychom si vytvořili jednotkovou matici pro start prvńı fáze.

0 0 0 1 1
c x b x1 x2 x3 z1 z2

1 z1 1 1 1 −1 1 0
1 z2 2 2 1 1 0 1

3 3 2 0 0 0

0 x1 1 1 1 −1 1 0
1 z2 0 0 −1 3 −2 1

0 0 −1 3 −3 0

0 x1 1 1 2/3 0 1/3 1/3
0 x3 0 0 −1/3 1 −2/3 1/3

0 0 0 0 0 −1 −1

Nalezli jsme př́ıpustnou bázi (1, 0, 0). Pokračujeme druhou fáźı

2 −1 3
c x b x1 x2 x3

2 x1 1 1 2/3 0
3 x3 0 0 −1/3 1

2 0 4/3 0

−1 x2 3/2 3/2 1 0
3 x3 1/2 1/2 0 1

0 −2 0 0

Optimálńı řešeńı je (0, 3/2, 1/2)T a optimálńı hodnota účelové funkce 0.

8. Dualita

Definice 8.1. K úloze ve standardńım tvaru

min cTx

za podmı́nek Ax = b

x ≥ 0
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př́ısluš́ı duálńı úloha

max bTy

za podmı́nek ATy ≤ c

Tvrzeńı 8.2. Pokud má jedna z úloh optimálńı řešeńı, tak má optimálńı řešeńı i duálńı úloha a optimálńı
hodnoty účelové funkce jsou si rovny. Nav́ıc pro všechna př́ıpustná řešeńı:

∀x, ∀y : bTy ≤ cTx.

Př́ıklad 8.3. Napǐste duálńı úlohu k úloze:

max 3x1 + 4x2 − 2x3

za podmı́nek x1 − 2x2 + 3x3 ≥ 40
3x1 + 5x2 + x3 = 50

3x2 + 2x3 ≤ 30
x1 ≥ 0

x2 ∈ R
x3 ≤ 0

Řešeńı. Úlohu si zaṕı̌seme do tabulky následuj́ıćım zp̊usobem:

x1 x2 x3

≥ 0 ∈ R ≤ 0
1 -2 3 ≥ 40
3 5 1 = 50
0 3 2 ≤ 30

min
3 4 -2 max

Vedle koeficient̊u v účelové funkci ṕı̌seme min/max podle toho, zda maximalizujeme či minimalizu-
jeme, ve druhém poli je koresponduj́ıćı druhá možnost. Do řádk̊u omezeńı přidáme duálńı proměnné
pomoćı pravidla, že při “min” převád́ıme ≥ ↔ ≥,≤ ↔ ≤,= ↔ ∈ R a při “max” převád́ıme ≥ ↔
≤,≤ ↔ ≥,= ↔ ∈ R. Dále přidáme nerovnosti/rovnosti do sloupc̊u, kde nám vzniknou omezeńı pro
duálńı úlohu, rovnosti/nerovnosti přidáme podle opačného pravidla, než jsme přidávali nerovnosti pro
duálńı proměnné. Pomůckou nám je př́ıtomnost min/max v odpov́ıdaj́ıćım řádku/sloupci, pak stač́ı vždy
použ́ıt uvedená pravidla pro min/max. Tedy omezeńı pro duálńı proměnné jsou ve sloupci a přidáváme
tyto omezeńı na základě sloupce nerovnost́ı, kde je max. Kdežto nerovnosti k omezeńım duálńı úlohy
přidáváme na základě omezeńı primárńıch proměnných a v řádku, kam nerovnosti přidáváme, je min.
Dostáváme tedy:

x1 x2 x3

≥ 0 ∈ R ≤ 0
y1 ≤ 0 1 -2 3 ≥ 40
y2 ∈ R 3 5 1 = 50
y3 ≥ 0 0 3 2 ≤ 30

≥ = ≤ min
3 4 -2 max

Nyńı stač́ı tabulku č́ıst odshora dol̊u:
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min 40y1 +50y2 +30y3

za podmı́nek y1 +3y2 ≥ 3

−2y1 +5y2 +3y3 = 4

3y1 +y2 +2y3 ≤ −2

y1 ≤ 0, y2 ∈ R, y3 ≥ 0

Př́ıklad 8.4. Napǐste duálńı úlohu k úloze:

min x0

za podmı́nek x0 + xi ≥ vi ∀i ∈ {1, .., n}
xi − xi+1 ≤ di ∀i ∈ {1, .., n− 1}
xi ≤ mi ∀i ∈ {1, .., n}

Řešeńı. Úlohu si opět zaṕı̌seme do tabulky. Máme n+ 1 primárńıch proměnných a 3n− 1 omezeńı.

x0 x1 x2 ... xn−1 xn
∈ R ∈ R ∈ R ... ∈ R ∈ R

y1 1 1 0 ... 0 0 ≥ v1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
yn 1 0 0 ... 0 1 ≥ vn
z1 0 1 -1 ... 0 0 ≤ d1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
zn−1 0 0 0 ... 1 -1 ≤ dn−1

w1 0 1 0 ... 0 0 ≤ m1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
wn 0 0 0 ... 0 1 ≤ mn

... max
1 0 0 ... 0 0 min

Nyńı opět doplńıme omezeńı.

x0 x1 x2 ... xn−1 xn
∈ R ∈ R ∈ R ... ∈ R ∈ R

y1 ≥ 0 1 1 0 ... 0 0 ≥ v1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
yn ≥ 0 1 0 0 ... 0 1 ≥ vn
z1 ≤ 0 0 1 -1 ... 0 0 ≤ d1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
zn−1 ≤ 0 0 0 0 ... 1 -1 ≤ dn−1

w1 ≤ 0 0 1 0 ... 0 0 ≤ m1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
wn ≤ 0 0 0 0 ... 0 1 ≤ mn

= = = ... = = max
1 0 0 ... 0 0 min

Nyńı můžeme duálńı úlohu zapsat algebraicky s pomoćı vytvořené tabulky.
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min

n∑
i=1

vi · yi +

n−1∑
i=1

di · zi +

n∑
i=1

mi · wi

za podmı́nek

n∑
i=1

yi = 1

y1 + z1 + w1 = 0,

yi − zi−1 + zi + wi = 0, i = 2, ...n− 1

yn − zn−1 + wn = 0,

yi ≥ 0, i = 1, ..., n

zi ≤ 0, i = 1, ..., n− 1

wi ≤ 0, i = 1, ..., n

Př́ıklad 8.5. Vyřešte graficky duálńı úlohu k úloze

min 5x1 − 2x2 + x3

za podmı́nek x1 + x2 − x3 ≥ 2
x1 − 2x2 ≥ −2
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

S využit́ım komplementarity nalezněte optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy.

Řešeńı. Pomoćı tabulky źıskáme duálńı úlohu.

x1 x2 x3

≥ 0 ≥ 0 ≥ 0
y1 ≥ 0 1 1 -1 ≥ 2
y2 ≥ 0 1 -2 0 ≥ -2

≤ ≤ ≤ max
5 -2 1 min

Ta má tvar:
max 2y1 − 2y2

za podmı́nek y1 + y2 ≤ 5
y1 − 2y2 ≤ −2
−y1 ≤ 1
y1 ≥ 0

y2 ≥ 0

V Obrázku 8.1 si zakresĺıme omezeńı a vrstevnici účelové funkce. Vid́ıme, že posledńı omezeńı je již
obsaženo v nezápornosti y1.

Účelová funkce klesá směrem ”doprava dol̊u”, tedy optimálńı hodnotu źıskáme v pr̊useč́ıku obou
aktivńıch omezeńı. Snadno zjist́ıme, že se jedná o body y1 = 8/3, y2 = 7/3. Z podmı́nek komplementarity
v́ıme, že x3 = 0, jelikož třet́ı omezeńı neńı splněno jako rovnost. Dále v́ıme, že obě omezeńı jsou splněny
jako rovnost v primárńı úloze, jelikož duálńı proměnné jsou nenulové. Máme tedy soustavu 2 rovnic o 2
neznámých. Protože y1 > 0, y2 > 0 a y1 > −1 máme

x1 + x2 − x3 = 2

x1 − 2x2 = −2

x3 = 0

Snadno zjist́ıme, že x1 = 2/3, x2 = 4/3.



22 TOMÁŠ RUSÝ
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Obrázek 8.1. Grafické řešeńı duálńı úlohy 8.5.

Př́ıklad 8.6. Vyřešte graficky duálńı úlohu k úloze

min 2x1 + x2

za podmı́nek 2x1 − x2 + x3 ≤ 3
x1 − x2 − x3 ≥ 2
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

S využit́ım komplementarity nalezněte optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy.

Řešeńı. Pomoćı tabulky źıskáme duálńı úlohu.

x1 x2 x3

≥ 0 ≥ 0 ≥ 0
y1 ≤ 0 2 -1 3 ≤ 3
y2 ≥ 0 1 -1 -1 ≥ 2

≤ ≤ ≤ max
2 1 0 min

V Obrázku 8.2 Zakresĺıme omezeńı a vrstevnici.
Jelikož účelová funkce roste směrem ”nahoru doprava”, vid́ıme, že úloha je neomezená. Tedy primárńı

úloha je nepř́ıpustná.

Př́ıklad 8.7. Optimalizujte výrobńı plán pro výrobky V1, V2, V3 vyráběné z materiál̊u M1 a M2.
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Obrázek 8.2. Grafické řešeńı duálńı úlohy 8.6.

V1 V2 V3 Omezeńı
M1 1 0 2 54 kg
M2 2 3 1 30 kg

zisk (Kč/kg) 10 15 10

Řešeńı. Primárńı úloha je

max 10x1 + 15x2 + 10x3

za podmı́nek x1 + 2x3 ≤ 54
2x1 + 3x2 + x3 ≤ 30
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0

Duálńı úloha je

min 54y1 + 30y2

za podmı́nek y1 + 2y2 ≥ 10
3y2 ≥ 15

2y1 + y2 ≥ 10
y1 ≥ 0

y2 ≥ 0

Optimálńı řešeńı je
(

5
2 , 5
)T

. Z komplementarity vyjde optimálńı řešeńı primárńı úlohy (0, 1, 27)
T

.
Optimálńı hodnota účelové funkce je v obou př́ıpadech 285.
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Neboli výrobek V1 se nebude vyrábět, V2 se bude vyrábět v množstv́ı 1 kg a V3 v množstv́ı 27 kg.
Zisk je 285 Kč. Obě podmı́nky jsou splněny jako rovnosti, takže neńı nespotřebovaný materiál (duálńı
ceny jsou nenulové).

Duálńı proměnná yi se nazývá duálńı (st́ınová) cena a představuje oceněńı zdroj̊u (materiálu). Pokud
zvýš́ıme pravou stranu v primárńı úloze o jedničku, zvýš́ı se hodnota účelové funkce přesně o duálńı
cenu.

U optimálńıho řešeńı duálńı úlohy neńı rovnost v prvńım omezeńı, rozd́ıl čińı 5/2. To znamená, že je
třeba zvýšit jednotkový zisk V1 alespoň o 2,5 Kč, aby se tento výrobek vyplatilo vyrábět (tento rozd́ıl
se nazývá redukovaná cena).

Př́ıklad 8.8. Vyřešte graficky duálńı úlohu k úloze

min x1 + x2

za podmı́nek − x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 1
− x1 − x2 + x3 + 2x4 ≤ −2

x1 ≥ 0
x2 ∈ R

x3 ≥ 0
x4 ≥ 0

S využit́ım komplementarity nalezněte optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy.

9. Farkasova věta

Tvrzeńı 9.1 (Farkasova věta). Soustava Ax = b má nezáporné řešeńı tehdy a jen tehdy, když pro každé
u, které splňuje ATu ≥ 0, plat́ı bTu ≥ 0.

Př́ıklad 9.2. Rozhodněte, zda má soustava Ax = b nezáporné řešeńı.

A =

(
2 1 −1 0
−3 2 0 4

)
b =

(
2
6

)
Řešeńı. Př́ıklad je př́ımo připravený na použit́ı Farkasovi věty. Budeme tedy zkoumat, zda-li pro (u1, u2)
taková, že ATu ≥ 0 plat́ı bTu ≥ 0. Zapǐsme si nejdř́ıve co znamená ATu ≥ 0.

2u1 −3u2 ≥ 0

u1 +2u2 ≥ 0

−u1 ≥ 0

4u2 ≥ 0

A nyńı zjist́ıme, jestli plat́ı bTu ≥ 0, výraz budeme upravovat:

2u1 + 6u2 = 2 · (u1 + 2u2) + 2u2 ≥ 0.

Posledńı nerovnost plat́ı z druhé a čtvrté rovnice předpoklad̊u, tedy soustava má nezáporné řešeńı.

Př́ıklad 9.3. Pomoćı Farkasovy věty rozhodněte, zda je neprázdná množina{
(x, y, z) ∈ R3 : 2x+ y − z ≤ 3, x+ 2y + 2z = 4, y ≥ 0, z ≥ 0

}
.

Řešeńı. Soustavu převedeme do standardńıho tvaru rozděleńım x na kladnou a zápornou část (x =
x+− x−, x+ ≥ 0, x− ≥ 0) a přidáńım skluzové proměnné převedeme nerovnost na rovnost. Pak můžeme
použ́ıt Farkasovu větu stejně jako v předchoźım př́ıpadě. Zapǐsme si tvar matice A a vektoru b.

A =

(
2 −2 1 −1 1
1 −1 2 2 0

)
, b =

(
3
4

)
.

Nyńı postupujeme stejně, zaṕı̌seme rovnice předpoklad̊u ATu ≥ 0 a zjǐst’ujeme nezápornost bTu.
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2u1 +u2 ≥ 0

−2u1 −u2 ≥ 0

u1 +2u2 ≥ 0

−u1 +2u2 ≥ 0

u1 ≥ 0

3u1 + 4u2 = u1 + 2 · (u1 + 2u2) ≥ 0.

Posledńı nerovnost plat́ı z třet́ı a páté rovnice předpoklad̊u, tedy soustava má nezáporné řešeńı a množina
je neprázdná.

Př́ıklad 9.4. Napǐste Farkasovu větu pro existenci řešeńı soustavy:

{2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 − x5 ≤ 2,−x1 + 2x2 + x4 − 5x5 = 6, 3x1 + 4x3 + 7x4 + x5 ≥ 3}

pro x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≤ 0, x4 ∈ R, x5 ∈ R. Úlohu vyřešte.

Př́ıklad 9.5. Formulujte Farkasovu větu pro existenci řešeńı soustavy:

(1) {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0}
(2) {x ∈ Rn : Ax ≥ b, x ≥ 0}
(3) {x ∈ Rn : Ax = b}
(4)

{
(x,y)

T ∈ Rn+m : Ax + By = b, y ≥ 0
}

Řešeńı. Postupně.

(1) Pro úlohu ve tvaru nerovnost́ı:

∃x ≥ 0 : Ax ≤ b⇔ ∀u ∈ Rm : (A I)
T
u ≥ 0⇒ bTu ≥ 0

⇔ ∀u ∈ Rm : ATu ≥ 0, u ≥ 0⇒ bTu ≥ 0

(2) Analogicky

∃x ≥ 0 : Ax ≥ b⇔ ∀u ∈ Rm : (A − I)
T
u ≥ 0⇒ bTu ≥ 0

⇔ ∀u ∈ Rm : ATu ≥ 0, u ≤ 0⇒ bTu ≥ 0

⇔ ∀u ∈ Rm : ATu ≤ 0, u ≥ 0⇒ bTu ≤ 0

(3) Převodem Ax+ −Ax− = b : ∀u ∈ Rm : (A −A)
T
u ≥ 0⇒ bTu ≥ 0, z čehož plyne podmı́nka:

∀u ∈ Rm : ATu = 0⇒ bTu ≥ 0
(4) Převedeme: Ax+ − Ax− + By = b: ∀u ∈ Rm : (A −A B)

T
u ≥ 0 ⇒ bTu ≥ 0, z čehož:

∀u ∈ Rm : ATu = 0,BTu ≥ 0⇒ bTu ≥ 0

Př́ıklad 9.6. Mějme funkci

f(x) = max
u

(h− Tx)Tu

s.t. WTu ≤ q,

kde x ∈ Rn, u ∈ Rp jsou reálné proměnné a q ∈ Rm, h ∈ Rp, T ∈ Rp×n a W ∈ Rp×m jsou reálné
vektory/matice - parametry úlohy.

Ukažte, že pro všechna x, taková že f(x) =∞ (úloha je neomezená) existuje vektor

vx ∈ Rp : WT vx ≤ 0 ∧ (h− Tx)T vx > 0.
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10. Symetrická úloha NLP

Definice 10.1. Symetrickou úlohou nelineárńıho programováńı nazýváme úlohu

min f(x)

za podmı́nek gk(x) ≤ 0, k = 1, . . . ,m,

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

a přǐrad́ıme ji Lagrangeovu funkci

L(x,y) = f(x) +

m∑
k=1

ykgk(x), y ≥ 0.

Definice 10.2. Řekneme, že pro bod x∗ ∈ Rn, y∗ ∈ Rm jsou splněny globálńı podmı́nky optimality
(GPO) pro symetrickou úlohu nelineárńıho programováńı, je-li (x∗,y∗) sedlový bod Lagrangeovy funkce
pro x ≥ 0, y ≥ 0, tj.

∀x ≥ 0,∀y ≥ 0 : L(x,y∗) ≥ L(x∗,y∗) ≥ L(x∗,y).

Definice 10.3. Řekneme, že pro bod x∗ ∈ Rn, y∗ ∈ Rm jsou splněny lokálńı podmı́nky optimality
(LPO) pro symetrickou úlohu nelineárńıho programováńı, plat́ı-li

∇xL(x∗,y∗) ≥ 0, x∗T∇xL(x∗,y∗) = 0, x∗ ≥ 0,

∇yL(x∗,y∗) ≤ 0, y∗T∇yL(x∗,y∗) = 0, y∗ ≥ 0.

Poznámka 10.4.

x∗T∇xL(x∗,y∗) = 0⇒ x∗i ·
∂L(x∗,y∗)

∂xi
= 0, ∀i = 1, . . . , n.

nebot’

∇xL(x∗,y∗) ≥ 0, x∗ ≥ 0.

Analogicky pro rovnice Lagrangeových multiplikátor̊u.

Poznámka 10.5. Pokud hledáme lokálńı extrém, linearizujeme (gradienty), a t́ım źıskáme úlohu lineárńıho
programováńı. Lokálńı podmı́nky optimality jsou pak klasické podmı́nky komplementarity úlohy LP

Definice 10.6. Podmı́nky regularity

i) V bodě x je splněna podmı́nka lineárńı nezávislosti, jsou-li v bodě x nezávislé gradienty aktivńıch
omezeńı.

ii) Úloha splňuje Slaterovu podmı́nku, jestliže existuje x̄ ≥ 0, pro které gk(x̄) < 0 pro každé k =
1, 2, . . . ,m.

Př́ıklad 10.7. Nalezněte př́ıklad, kdy nejsou splněny podmı́nky regularity a přitom existuje optimálńı
řešeńı.

Řešeńı. Např. vytvořte úlohu, kde př́ıpustné řešeńı je pouze jednobodový pr̊unik dvou kruh̊u (bod [0,0]) a
minimalizujte např. lineárńı funkci s gradientem jehož obě složky jsou nenulové. Pak pro jediný př́ıpustný
bod [0,0] neexistuj́ı Lagrangeovy multiplikátory tak, aby byly splněny podmı́nky optimality. Přitom ten
bod je optimálńım (jediným) řešeńım úlohy.

min
{
−x1 + x2 : (x1 − 1)2 + x2

2 ≤ 1, (x1 + 1)2 + x2
2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Tvrzeńı 10.8. Plat́ı následuj́ıćı implikace

i) GPO ⇒ optimalita ,

ii) optimalita +f, gk konvexńı a splněna podmı́nka regularity nebo gk lineárńı ⇒ GPO ,

iii) GPO +f, gk diferencovatelné ⇒ LPO ,

iv) LPO +f, gk konvexńı a diferencovatelné ⇒ GPO .
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Př́ıklad 10.9. Sestavte a vyřešte LPO pro úlohu

max
{
−x2

1 − x2
2 : x1 + x2 ≥ 2, 2x1 + x2 ≥ 3, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Je nalezený bod opravdu globálńım maximem?

Řešeńı. Převedeme na tvar úlohy SNLP.

L(x,y) = x2
1 + x2

2 + y1(2− x1 − x2) + y2(3− 2x1 − x2).

LPO maj́ı tvar

2x1 − y1 − 2y2 ≥ 0,

2x2 − y1 − y2 ≥ 0,

x1(2x1 − y1 − 2y2) = 0, (10.1)

x2(2x2 − y1 − y2) = 0, (10.2)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

2− x1 − x2 ≤ 0,

3− 2x1 − x2 ≤ 0,

y1(2− x1 − x2) = 0, (10.3)

y2(3− 2x1 − x2) = 0, (10.4)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Je možné zač́ıt s rovnicemi (10.3) a (10.4) a řešit pro každou ze čtyř možnost́ı (y1 = 0, y2 = 0), (y1 =
0, y2 > 0), (y1 > 0, y2 = 0), (y1 > 0, y2 > 0). Zvolme nejprve y1 = y2 = 0. Z rovnic (10.1) a (10.2) pak
neplyne př́ıpustné řešeńı...

Můžeme si pomoci obrázkem, hledejme řešeńı na pr̊uniku hranic omezeńı, tj. y1 > 0, y2 > 0 pak z
rovnic (10.3) a (10.4) plyne x∗1 = x∗2 = 1 a y∗1 = 2, y∗2 = 0 (gradient účelové funkce je shodný s gradientem

funkce určuj́ıćı prvńı hranici, proto Lagrange̊uv multiplikátor vycháźı 0) a LPO jsou splněny. Účelová
funkce je konvexńı a omezeńı také (dokonce lineárńı), proto je bod [1, 1] globálńım maximem.

Strategie s obrázkem je vhodná pro nalezeńı kandidáta, pro které pak vyřeš́ıme LPO a přes GPO
dokážeme, že jde o globálńı min/max. Bez dokázáńı implikaćı (LPO→ GPO) a (GPO→ glob. min/max)
nelze dělat o př́ıpadném kandidátovi žádné závěry.

Př́ıklad 10.10. Nalezněte bod z množiny

M =
{

(x1, x2)T ∈ R2 : x2 ≤ ex1 , x2 ≤ e−x1 x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
}
,

který je nejlbĺıže bodu [0, 3]

Řešeńı. Převedeme na úlohu SNLP.

min
{
x2

1 + (x2 − 3)2 : x2 ≤ ex1 , x2 ≤ e−x1 x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
}
.

a

L(x,y) = x2
1 + (x2 − 3)2 + y1(x2 − ex1) + y2(x2 − e−x1).

LPO maj́ı tvar

2x1 − y1e
x1 − y2e

−x1 ≥ 0,

2x2 + 6 + y1 + y2 ≥ 0,

x1(2x1 − y1e
x1 − y2e

−x1) = 0, (10.5)

x2(2x2 + 6 + y1 + y2) = 0, (10.6)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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x2 − ex1 ≤ 0,

x2 − e−x1 ≤ 0,

y1(x2 − ex1) = 0, (10.7)

y2(x2 − e−x1) = 0, (10.8)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Z obrázku hledejme řešeńı na pr̊uniku hranic množin, tj. x∗1 = 0, x∗2 = 1, ale omezeńı nejsou konvexńı!

Př́ıklad 10.11. Nalezněte bod z množiny

M =
{

(x1, x2)T ∈ R2 : x1 ≥ (x2 − 1)2, x1 + 2x2 ≥ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
}
,

který je nejbĺıže bodu [−1, 0]

Řešeńı.

L(x,y) = (x1 + 1)2 + x2
2 + y1((x2 − 1)2 − x1) + y2(2− x1 − 2x2).

LPO maj́ı tvar

2(x1 + 1)− y1 − y2 ≥ 0,

2x2 + 2y1(x2 − 1)− 2y2 ≥ 0,

x1(2(x1 + 1)− y1 − y2) = 0, (10.9)

x2(2x2 + 2y1(x2 − 1)− 2y2) = 0, (10.10)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

(x2 − 1)2 − x1 ≤ 0,

2− x1 − 2x2 ≤ 0,

y1((x2 − 1)2 − x1) = 0, (10.11)

y2(2− x1 − 2x2) = 0, (10.12)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Na základě obrázku hledejme řešeńı na pr̊uniku hranic obou množin, tj. y1 > 0, y2 > 0. Pak pr̊unikem
hranic omezeńı je bod [0, 1] a např. y∗1 = 1, y∗2 = 1. Účelová funkce je konvexńı, omezeńı také, proto bod
[0, 1] je optimálńım řešeńım.

Př́ıklad 10.12. Sestavte a vyřešte LPO pro úlohu

max
{
−x2

1 − x2
2 : x1 + x2 ≥ 4, 2x1 + x2 ≥ 5, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Je nalezený bod opravdu globálńım maximem?

Řešeńı. Převedeme na tvar úlohy SNLP.

L(x,y) = x2
1 + x2

2 + y1(4− x1 − x2) + y2(5− 2x1 − x2).

LPO maj́ı tvar

2x1 − y1 − 2y2 ≥ 0,

2x2 − y1 − y2 ≥ 0,

x1(2x1 − y1 − 2y2) = 0, (10.13)

x2(2x2 − y1 − y2) = 0, (10.14)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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4− x1 − x2 ≤ 0,

5− 2x1 − x2 ≤ 0,

y1(4− x1 − x2) = 0, (10.15)

y2(5− 2x1 − x2) = 0, (10.16)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Z obrázku je vidět, že aktivńı je omezeńı dané prvńı nerovnićı, proto poč́ıtejme s y1 > 0, y2 = 0. Pak
řeš́ıme soustavu

x1(2x1 − y1) = 0,

x2(2x2 − y1) = 0,

4− x1 − x2 = 0

upravme dále na

x1(2x1 − y1) = 0,

(4− x1)(8− 2x1 − y1) = 0.

Je-li x1 = 0, je y1 = 8 a neńı splněna prvńı nerovnost v LPO. Je-li x1 > 0, je řešeńım bod x∗1 = x∗2 =

2, y∗1 = 4, y∗2 = 0 a LPO jsou splněny. Účelová funkce je konvexńı a omezeńı také (dokonce lineárńı),
proto je bod [2, 2] globálńım maximem.

Př́ıklad 10.13. Sestavte a vyřešte LPO pro úlohu

max {log x1 + log x2 : ex1 + ex2 ≤ α, x1 ≥ 1, x2 ≥ 1} ,
kde α ≥ 2e. Je nalezený bod opravdu globálńım maximem?

Řešeńı. Posunut́ım souřadnic převedeme na úlohu SNLP.

min
{
− log(z1 + 1)− log(z2 + 1) : ez1+1 + ez2+1 ≤ α, z1 ≥ 0, z2 ≥ 0

}
,

zi = xi − 1, i = 1, 2.

L(z, y) = − log(z1 + 1)− log(z2 + 1) + y(ez1+1 + ez2+1 − α).

LPO maj́ı tvar

− 1

z1 + 1
+ yez1+1 ≥ 0,

− 1

z2 + 1
+ yez2+1 ≥ 0,

z1

(
− 1

z1 + 1
+ yez1+1

)
= 0, (10.17)

z2

(
− 1

z2 + 1
+ yez2+1

)
= 0, (10.18)

z1 ≥ 0, z2 ≥ 0.

ez1+1 + ez2+1 − α ≤ 0,

y(ez1+1 + ez2+1 − α) = 0, (10.19)

y ≥ 0.

Zvolme nejprve y = 0. Z rovnic (10.17) a (10.18) pak plyne z∗1 = z∗2 = 0, což je př́ıpustné pouze pro
α = 2e. Pro z∗1 = 0 dostáváme z podmı́nky optimality, že y ≥ 1/e a z (10.18) pak nutně z∗2 = 0 a jsme
viz předchoźı př́ıpad. Podobně když z∗2 = 0.
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Uvažme nyńı y, z1, z2 > 0 pak ze symetrie rovnic (10.17) a (10.18)a monotónnosti funkce

y = f(z) =
e−z−1

z + 1

plyne, že z∗1 = z∗2 . Dosazeńım do rovnice (10.19) źıskáme z∗1 = z∗2 = log α
2 − 1 a LPO jsou splněny. Tento

vzoreček pak zahrnuje i př́ıpad kdy z∗1 = z∗2 = 0.
Podmı́nka regularity: Pro α > 2e evidentně existuje vnitřńı bod z množiny př́ıpustných řešeńı ⇒

Slater. Účelová funkce i omezeńı jsou konvexńı a je splněna podmı́nka regularity. Každé globálńı optimum
je řešeńım LPO. Jediným řešeńım je bod [log α

2 , log α
2 ]. Z konvexity a diferencovatelnosti funkćı f a g pak

źıskáme, že tento bod jediným globálńım maximem. Pro α = 2e je řešeńı jediným př́ıpustným bodem
úlohy.


