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i Ve zpravé je zformulovdno slsbé FeSeni nelinedrnd
rovnice vedeni tepls popisujfel teplotni pole, kierd

L2

eimi vlasinosinml prostfedi. Je dokdzéna oxistence olo~
bého Pefeni e konvergence numerickfeh aproximecd _
 implementovatelnych na podftadi. Je uveden popls pro-
- gromové realizace o vysledky nmodelového piikladu.
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-?grmﬂlace ?G?Rlﬁ@ vedeni tepls pii Fézovien premenéah hE
skak&vé nehomogennich prostFed{ch

-ais zpréva &l klad® za Qil ferﬁulevat revnleg
yni:vysiedky EXlgﬁﬁnCQ gagzch Pefeni @ kmnv&rgegﬁ
fa'nak&nec popsat konkrédint p@éit&éa¥y ﬁigﬁr1%
iho pole vzniksjiciho pfi tubnuti odlitku,
‘znézorndna na obr,
;rnékterych oblastech mi¥e probihst féz
Ifevanin ¢i absorbei tepla (zde pt
 uve1ﬁage skupenské teplo téni),
idems gaha vlastncstl se méni nes
fermau kterd je ze slévdrenaského
$8tr@ﬁi m&ni skokem), Kombinece _obou tsehﬁa Jjevt gr;aéﬁi

pecifické t@zkastz. Zdtraznéme, %e bude zanﬁdbénﬁ z%gmén&
;_kapalné ?ézz oceli {tavenzﬁé)

pojitd (nap¥, na styku

'ﬁ_teﬁy bude zaaedbéﬁ viiv zmén
oToh 1 tubnuti, ns t@plﬁtﬁ tuhnuty)
udenou fézavsﬁ pfeménu popast Jako tzv, S%ef&nova ﬁzahﬁs'
rie Stefanovy ﬁl@hy samé do minulého
gprc vojenské UCely téan{ ledovesd.
ke desetiletfch bylas Btefancva dloha
Efch techﬁlﬁkyeh situacich a té3 p
ému studlu* viz seznam literatury,
nég?estc nent uplny.
& zkouméne v ted
ost%edi méni spegzté ta dokonce hladee).
sulujeme dlohu: Nechi se vy&etfovans oblast éiCZRK
abl&ati Jli
”kau hranici, @klédagic& se z (4sti ?‘ N kteram saué@d;
_t@tﬁiml oblastmi 3 {semozie jms, i*,
v Jednotlivyeh oblasteeh budeme predpaklé&
genni a izoiropni. Teplotu Jako funkei prostoru & éasu
0:=0(x,t) , xen t€(0,T), T>0 . Vkeide smamm

¥

Ze jméne v pﬁsleﬁnieh

odrobens - 1ntenzlvnima
kterj ovien g tohoto

dﬂkéz&t'k?aiim;  
& yrgﬁlﬁﬁnyﬁh :
mus pro pFiped| -
Situace Je Eghgufftf
1. Uloha je charakterlaﬁické dvéma je- 1

ovd premdna é&?ﬁgvgm;:L t
Jde o tuhnut{ oeeli, gyl;;fﬁ
ii) prostredi je n&hgm@m ¢jﬂ

pisku, se teg&lné vla%t»fiﬁfﬁ

s geametrzeké zmény vzn;kgm:£ f

slo¥eni oaelzy ke kie?ym  hf:7;
« Je potom yrzrcz@né tak%e:"f 

stoleti, kdy by15' r=””3'
mnehokrét aplikovéna v P

Stefanova dloha v nehemogenninm. ﬁr6~ ;jfff}
aviak pouze v situaci, kde se ?1a@tmgf' i

gy1g§§:° iff}
3 lxlgeoa; 0n . Ka%dé oﬂu r},@ﬁ}ﬁi E}Eé Llpw ’

miie byt i  "“”f:i ? 
at, %e yrastr@m_jV“i




ti nelinedrni rovnice veden{ tepla

V. ey(8) 26/ Bt = ik (8)Y8 ) na ¢ = o x (0,1),
ii@i@ni cy=ey {@ } Je soulin mdrné tepelné k&p&sliy B hustoty
}rzélu v Qbi&atz 51 (fyzikdlni rozmdr Jje J/m K} a k =k, {§§}
-eyelné vodivost ifyz;kélmi romér W/mK),
rmélné %ehdy, obsahuje~1i koecifient ¢,

Stefenove élah& ?ﬁlkﬁ@'

H

_ o
ei{@)ﬂciﬂ%Laé‘ {8"68)

HH{L' Je mérné latentni teplo (rozmdr J/m3) a ©
které dochdsi momuto pbPechodu,
égm?é Stefanava dlcha v oblasti £y {(pfi
bsahuge n-1 Diracovych distribuct},
:Prl fazovych premdndch je fyzik4lns pi
erléla nikoli pomoef teploty, eo? nent Jednoznaéﬁé gle pomoed
'hﬁststy vnitini energie {entalpie), ocznadme Ji ow=w(x,t). B
félni rozondr entalpie je I/, entalpické formulsei se §3¢1};fj .;

2} Pw/ Dt = A/ﬁiéw) ;9= & (w) na <
_r& funkce oy /Qi s R—e= B platf ndsledujiei vuztahy (ve smy$
1gtrzﬁuci) : '

s ae

- 2

:a{ai /38 = ci(B).,  alB; .« /a8 =k (8)

vztsﬁy se snadno dostanou dosazenim w= “1(@ )
éﬁﬁi% naznasdenych derivaci, & srovnaninm s {1 1.
e éagi pro zadané teplotni zévisloati
Fki seatrcgzt fuﬂkca ci B ;8 , €0% je obzvlAts gééaﬁdﬁehé

paéé Ee ¢; & k gsau Do Eésteeh ksnsiaﬁtﬁi nebot pak sjisou _
;ggi' po éésteeh lﬁn@%?ﬁi (terito pripad byl teké zmﬁlemﬁntcvén.j

it&é;}. Velifina %3 (w) se nazyvs teglcta ps Kl?%hhﬁff@?é

do (1,2),
Ze vztahd i
tepelnych parsmetrll

3 - Diracovu distribuei 4 ;1.

g Je teplata} }'lfff
Takto se formélné popide dvou- R
n-fézové dloze zPejms | -

irozensd j3i popsat 3@35___;__,




nfformaci {rozmdr J/ms), & nemd zPejmy fyzikdln{ smyal,

Zbyvé zndat poddtedni a okre jové podminky. Po¥édtedni yaéminky
fyzlkélné rozumné zadivat eniaipzﬁ nikoll teplotou:

wix,0) = wolx) , z&e&m

.néniai' f‘i budeme uvadovat nelinddnd{ Hewtonovy gkr&gﬁvé
gaﬁtalpiské forpulaci se tato podminke ovéem zapiBe takto:
gﬁi{W}/ag + gi(&,ﬁ, @Lii?f}} = @ ng ﬁi = ?i?’i{{};f},
aﬁiﬁi f‘ij Je pfirozené pofadovat rovnost tepelnyah tokd,

n@ tak "plrechodovd” podminka Neumsnnova typu:

'Q/gi{!ﬁ)./a'? = ;--a@w{’é?}fgﬁj na ‘213 = lPij" (Q§T}* -

J:;@ngaal nermély k §“ zde zde imé nezélefi. Druhou pﬁﬁmiﬁw_;-
g téte hranici bude rcvnest teplot, coZ vyjedfuje to, #e roge |
ekl&ée prichedu tepelndho toki Zédny eépars Dostévame tak
chﬁéavau podminku Dirichletova typus

dos(w) = dé_a?;) na Z ij e

:rs struénasz budeme ebvykly skaldrni 3oué1ﬁ resp. normu
asioru 12 {£) znaéit (;,,)X , resp. WU % Napf. (u, v} N
aélt j@ u.v dxdt. Odvodime slsbou fermu&asl dlohy él Eﬁwuﬂ-
(1.5)-(1.6)-(1.7). Pro kazdou funkei z&c®( T )N u (),
Spojitd diferencovetelnd v L= AL%Rs(0 )
:ng uzdvdr & , dostaneme z (1.2) identitu

tgaa

m . _ :
i=1 (dw/@t - &f3 {w%z}% =0

1ntagrace per part@@ v éaae, Jedncu Gr@enovy véty v pram_ﬂ"

§eh yedmin@k (1. 6) doﬁtanemﬁ identitu:

nky: k. (8}3@/9'\? g X, t, B) =0, kie ¥ je vnsjiz nwmé—»:__

aézuge skute&no@t 2e rozhreni mé nulovou tepelnou kagacltuﬁn.f

a speglté proélgugzu _. f“




8} -E?ml-{{w_,méz/“ai}gi - (9 By0wl, ¥ z}% - f’;gi{ %ié%ﬁ}gz)giﬁj

*wg,200,00) g = (W), 200,1)) ny) = 0 .

na El«- - Zavedeme konvenci: /3(w) bude funkce define~ |
8.¥. na & predpisem Alwdix,t)= A (wix,t)) jJe-1i Xé&ﬁi.
'ngeky definujeme oiw) s8.v. na & , glod{w)) 8.v. na SR
fk}$'1 EE » 8td. Integrdini identitu miZeme potom prepsat d@liff““*

&7

a-_iz/fawg - 20, (B, Ve, - (alk ()2 4

+ {WO,Z{m,e)}“‘I_ = §WQQ5T)3Z{95T)),§L s

nks (1.7) bude respekiovana explicitnd podminkou {1.9) mi&@@:
évéme se tak k definici slabého Feleni:

i1, Funkci wéeI?{Q) nezveme slabym Pedenim Stefenovy
;s ﬁeumannwﬁlrlahietevym; piechodovymi pcdminkamly ti. &1ahyaﬂ
7}(1 4)-(1.5)=(1. 6) (1.7), JjestliZe

«(w)e 12(0,T; H%;xx))

lleﬁagiai 1ntegré1ni 1d@nt1ta platdl pro vée&hn& z«aHlig}
:é' e z(,,?) 0 {(ve smyslu stop):

(v, 22/ = 2T (YA, va), - (glx(m),z) +

+lw,2l.,0)), =0,

ﬁkﬁe ne £ a (. jsou uvaiovény ve smyslu step? &paelélﬁg
edkn (1 9) Jje stopa o{w) na £ v- pfa@toru 12 (D,7T; Hlfz i’)}
3&) :




- g . Smasev

Zéﬁ&ﬁﬁi problém, na kzery narééi pouviiti- &tan&ardniﬁh t%chnz% i
_t@f&nﬁvg dlohy v hemﬁgenm@eﬁ prostfedich nae dlohy s ﬁ@umanﬁm-ﬂf
chlatsvym; pPechodeovymi podminkemi, je ten, Ze Kirbhhoffovs t@w;
[5{%;} mbZe mit skoky ne §ij s 8 tedy neméd stejnou kvaizm

aci funkei.

24 Qiskretizage

Ex&ﬁtenﬂe alabého Pedeni psdle Def, 1.1 bude dokézéna konas
e ;vnim zplisobem pomoc{ konvergence numerickyeh aproximaci,
rﬁjeﬂych metodou konednyeh elementd v prostoru (& linesrnim’

téedi (tj. m=1) bylo takové schems poufito v {31 (ve dvou = |
ich s Dirichletovymi okrajovymi podminkemi), T473 (g homogenni4
_Chletevymi pedminkami), a [153 (bez Stefanovy dlchy). ?éiﬁl“;.
;ygudzvagi schemats bez pfiblidného vyygéta integrald {naprﬁ;f
I&EE }, kterd prakticky nejsou 1mpleme&tavaielﬁé.

'?re geﬁnséucbogt budeme uva?ovét Ze vseéhny cblasti L2

@xy diametru mendiho neZ h takovou, Ze vé@ehny V ?13

ekryty (H-1)- dlmenz;sﬁélmi&l sténami mékterych &zmpl@xu z ?’
me oznafeni:

-: _' {v&LQ 1o ¥i. viﬂ 1ze spogmé prﬁéleu%’lt ﬁa
- i uzévér xx1§

aﬁf vnitiek elementu K . Eeflmuaeme 1nterpﬁlaéai og@rétsr:r“ﬁ
pf@“?ﬁ pPedpisenm

ieplata oh{w), 8 neni (nebo Jje]{ Zasovs. ﬁzfﬁrgnee} ﬁﬁﬁ?%& t%ﬂ'fﬁ .

_k@m3=a implicitni Eulerovou formull v Zase. Budeme pousivat 11&f-ff¥fl
nich interpolaci & pribliZnych fntegradnich formulf, takie vyw;gf:.ff
schema bude pPimo implementovatelné na podftadi. Pro hcmcgﬁﬁ«f ' f




Aim Xex, Xe& int K hv{x} = lim 5 X-ox, %6 int K v(x)?

je-1i % vrcholem K@Th
f‘égﬁm‘é %¢ funkce zeV, nemusi byt spojité na {‘ , 8 pro

telik hodnot, kolik oblastil £2; se v tomto bodd styka.

N+l
X 3 , Xxe&int K

% Jeou vreholy simplexu K |, int K Je vnitifek K , & 51313
rﬁé--ﬁﬁickjfzh dloh byvéd & = 20 r, g/ {H+1),  kde ry Je vzdélenest

é'skalérﬁi soudiny:

'Ziu,v}g‘; = ZKQ‘T}& , Kemn I{gimv) ,
‘ y

- i

-i_-@ﬁf)ﬁ;, = z?ml iu,‘if}h

{’z’zgﬁ% = Zi{&?‘- Ig’?l(mv) , &atd,

K:'-' Je (H-1)-dimensiondlni stdns ndkterého simplexu 2 T’

ﬁlem@nté Viimn¥me si déle, Ze vyraz z;’;l { ‘Wu,‘@v)ﬂi
mg'pm} u vé.vh zapsat zjednodudend jako ( vau, ’?v)g 0

niho hiediska, Jjinak by vy&isleni nap¥. vyrazl tvaru
”ﬁ}zz_:_}, Wﬁ(v))ﬁ_ bylo nednosng sloZité i pri velmi jednoduchy

ifnych integradnich formuli: napfu Jesou-11 [3? n@kl@gajmi
82 (rp 0B lwy)=Bwy)), wymwy)g h =( 3 (wy)- [5%,%‘ )iw “““’2>9~ J@
:1*?‘72&?}1 nezéporny, zatimco vyraz (ry (A (wy } /3(%: )} ss«:z %2

ii: cbecn coboji znaménko.

Navic budeme peouZivat piibliZn® integradéni formulce ivaru:

I (v) = m@asgjﬁ{ E‘l =3 8y e 1im ~ L vi’i'%'}“-; s

t& simplexu K od osy sym@tmm Formule (2.1) lnéﬁ%ﬁgt}i §5f°:1m.-.-_'

'_'uzzti interpolaéniho operdtoru Ty Je velmi vhodné z ‘é:yw ¢

ch uréen{ potfebujeme znit v ksZdém uzlovém bod# Mﬁzzim m'. o

ou né jaké kladné véhy. Typicky byvd a = l/{i‘%»ﬁ»}.}g u vstacz’zé

mném@ si, Ze tyto pribliZné soutiny jsou definovdny i v pripaw
¢ u.v mé skok mezi jednotlivymi elementy, protofe v (2.1} .:
p&ﬁéztc hodnot v bedech x , sle limit 2z vnit¥kd jednotli- _

funke! (3. . Pri pouZiti interpolace je oviem nutné pouit{

;3 .

)
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z.m mmgz’&ém. formule (2.1) mavie dmgenalmﬁge metici ﬁmatz’m&:
“matici koeficient® okrajovych pedminek, co¥ je vyhodné z vyw
_inihg hlediska, g ddle umoini standardni technikou égkémt i |
'_pm,ﬁrni odhady reseni (srov. dikaz Vi&ty 3.1 ¥ [10% ) .

.Pr*ﬁ jednoduchost budeme uiivat ekvidistantnf d&lent Eaﬁz}véi’m
"alu (0,T). lasovy krok budeme oznsfovat k0
! ﬁ&léﬁatg Ze T/k Je celé &islo,

; 2 budeme

;ce .l. Pro h,k>Q nazveme pribli’nym Fesendm Stﬁfﬁnﬁ?y
{1.2)=(1.4)=(1.5)-(1.6)~(1.7) funkei th&z;?w T5 V)

Qu Ze ry dgwhk)é inﬁ T V ), hgi’if} = %’hk pro. Vé%ﬁﬁﬂ% t.

'_s;tﬁnk sy n=l,..., T/k, a funkece

. ?@hkﬁ Y _vyhevugi _ﬁéglﬁﬁ"%ﬁ%
rekurzival formuli: R S I
kK . i?rhﬁiwik},Vsﬂg_% (wﬁ ,v}.&* k. {gé&i?«; Kl %?}i:z

m (_wggly ?}i’g}_ *‘é'vé‘:-vg ,
w® =
‘S’vgdem@ nékteré predpoklady ns dsta ﬁlghy

”4‘1&1,.. omi ook, /51 ! R=R  jscu absolutnd spojité,
neklessjict, ﬂi qa.:_z}“ Jje spojita, e exiS-m;ii kladné

konstanty {31982?63 takové, %e 4 wﬁ-gl / a8 = Cy

a C,zd 4,/3;.1 a&gl)z’d% & {:3 pleti pro s.v. ©er .
":_-_'..'3’#.5;#1,“@&1: Byt Ei » R-= R Je spojit® p?céie‘zzﬁéiﬁélné na
uzAvEr Zi»R, a¥(x,t)e Zi: gilx,t),.)iR~=R je

- neklesajiol,
W, e M.

ukag existence pfibliZného i‘aéem, bohuZel n@mﬂ%em@ p@nﬁit B
le w¥ivanou techniku (viz napr., T157 ) muxmalamee %:azwe;;h )
unmmném, kt@ry Jje funkci gwchhaffmy teploty %ﬁi%
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tofe tato se v nafenm pripadd pohybuje po néilnaérnl varietd ﬁaué
:inkaﬁ, rﬁ;&{%ﬁ }&.Vg a funkce ?@&1%3%31&3 minimum vyhovuje 3_
rovnici neZ (2.2) {testovact funkee, tj. tedné. mméry zminéné
‘aty, ﬁepatri checné do Vaiﬁ Cheeme~11i pouZit monctonie gri«_:
'néhg operdtoru vzhleden k teplotd " awiw i) Busime ge bghgw
'm@?zi na situaci: '

ﬁi(%}m ki P D{-‘-{W} ,'%i:lygsa§ ﬁéﬁ.s

é@ﬁnka.{zgs} znemend, Ze koeficienty teplotni vodivosti v géﬁ£§
.ygh'0b1asté0h . Jecu teplotnd nezsdvislé (a rowné prévé >~
velml omezuiic{ podminka se behufel bude. potfebovat v&lml -
Zﬁ:gkromé veét 2.2, 3.1 & 3.2). Pro homogenni proetiedd {mgljuf
.§ §310 podminke nepotfebovals, _ S St

Za pr@ﬁpokladh (2.3}, (2.4), £2 5) & (2, 5} pro vs@ehn&;.,
@f'gﬁistwgﬁ pravd Jedno pfiblzfné tedend LI Sief&ncvy A
\podl@ Def. 2.1.

- vzhledam k predpoklidand spojitoati dat % , fgl S i' gt Wg

‘echny interpola&n{ operdtory & pribliZné zntegraly vo{2e2)y
f%flncvémys Zbyvé dokézat, Ze pro viechna hk?ﬁé"vﬁ @X$%iaa§:ﬁ]?f
| , které vyhovuje identitd (2.2) o B

h . ﬂﬁflnujme mnohoznalné zobrazeni 4 ?gwqw £¥§31-

o (Fry o a@) )l 4 {&”‘1(@3 IR+ ke {gé@);ﬁ)h
o"1(8) znadf mno¥inu. {w; wiw) =0Y . Plat{: E
> - 48,000, -8,) = B
109 ). «- L ©,),8; -8,)) + 51, 2 (5(8,- 9,),90, - 9 })ﬁ SN

S)h?;(j{@l 92§%1~*% }'ﬂ_ a».
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:é};l jeme piitom stejnomdrné monctonie &C 8 %:émst&zzw%z ﬁl“

_2 3)), monotonie gix,t,.) a yreﬁpskl&ﬁm (2.6). Tedy opers or
g-tagnamérné menpotonni, Je ito tské maxilméling monotonni operd '

T k_serewm, wéy pro véeﬁhaa %?n }'é. V. éxmw;}e prévé 3eéﬁg§.=
hk h

esent rovadce A{ 9)(v) = i,%@ h fve "?‘ s Ozxzaéme wm m-é

5 I ﬂ
_;%ﬁgk . Zfrejmd existulje %k & %fh takové, Ze rhat- whk:} %g @

‘w : wﬁk Pedf (2.2). Zbyvs &s%;ézaﬁ, Ze toto Peleni je jeﬁzfzé#-
né. Neeht Wi,y € ¥, jeou dvE Pelent (2.2). ProtoZe @rmmﬁz

Q_Iéta @h%{ je Jjednoznadng, musi plstit r &(@gl} = yﬁ&ga@ }m

k? a tedy odeltenim (2.2) pro Wi a o, dostanene iﬁéntﬁ;tﬁ'*
'--?52;?)%% 0 opro viechns ve.vc « 2 toho ihned p}.yz},e} %e

':_":@2{}{} s Je-1i x wuzlovy bod zrlangulace T neiaéicx 8
. Vezm&me nyni wzlovy bod x lelfic{ ns r‘ié P?m Jﬁﬁnﬁﬁuw o
bﬁdemg pfedpoklddat, %e se v tomto bodd %yk&ji Jen ﬁvé e’,?}ii
ee;’i;y .Q- a .{‘13 J; zobecnéni na styk vice oblesti je 3nadnés_

me a&z} %:min{}tu funkece Wy ¥ beodé x vzhledem k ob’};asm ..El {‘ﬁgi;

&mtnich vzlovyeh bodech, éo@tanem& rovnieis
I | i } i
aglwy - w) + &iwf - wJ} =0,

'--,337(} Jsou prvky matmé hmotnosti v bodd x vzhledem

ati 2, s .i:'a.é (pfipomenme, %e matice hmotnosti Jde dmgenélz&i

edku uéxti przbinﬁné integradni formule {(2.1)). % poémiﬁek

1_},_ rhﬁaw }a_vh dostaneme pedm:{nky

' i . 3

A lwy) = ﬁéfiwl) s

i?"@g . ‘ZI monctonie funkel ”Li 2 ,ﬁé B oz (2.8)
Wf ‘:.>-W*‘23 s €0Z ovdem odporuje rovaiei .(2.7). Tedy

a wy = wz , & tudi¥ 1 Wy = W,, Jednoznadnost p%i_bli’.%;}é

Wﬁk vypeltené podle (2.2) je timto dmkézaﬁé@ ‘

o

"‘tu;_ stopy restrikce wy na 4- ), a analogicky ng , "“’2 'fa wg e
me-1i zs v&?h funkei z*ovnoa jedné v bodd x s aﬁulug-g_{:i-___-_:



o
o
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kaz exastence pPiblifného PFelenf bez omezugieiha g%aépskiaé&j;_
g'mﬁzne provést pouZitim v3iy o pevném bod®. Bohufsl Qt%zk@ “_
naéﬁﬁﬁiz pPibliZndho FeSeni{ v tomto piipseds zé@tévé ﬁt@vyﬁm  f[

. Nechf plati (2.3), 12.4), (2.5), (3.5), (3.6), Gy
_83 §viz déle). Pak pro vdechna h,k > O existuje slespon
dno ﬁ?ﬁf&‘i’bliﬁné regeni w,, podle Def. 2.1, ROt

z Vzhieﬁem k predpokledim (2.3)-(2.5) jsou viechny ?flhll%ﬁé  .a
sraly v (2.2) doble ﬁ&fznﬁvény, Stadi tedy dokézat, Je Pré. o

T wgk1 existuje whk &plnugiai (2.2) & takﬁ?é %@

“kéﬁeme nejprve, Ze pro vSechna £> 0 ex1atage W é:-Vh
fée ngsledujici identite pleti pro viechns vsﬁﬁ% :

RS SR 20 ) R O S T TCR O IR

AR B S | h n-1,h
vz i {ééngW£>§§}dV)gi3 w%g Y 3

znaéi skok pPfisludné funkce ns hranici Vi3§ tj. rozdil
P vzhledem k 11 e vzhledem k £1J . PouZijeme metodu gevnéhg

tim zptsobem, ze reztrhneme" Jedngtllvé shiastz 51 od aebea-
:: Vﬁaj prostor funkcil o el f‘ ), jei jsou po éésieﬁh 1iw
na sténdch simplext =z tr tvcyiciﬁh hranici ? f_ﬁéle

*1 V, 4 prostor funkel 2z zﬁéengch na Sl .
ve dokdZeme, Fe pro véachna 1mlgasa,m a pro vé%ahna @ é&?

: hl&’
_exzstugg fedeni wé a.v i . dlechy:

id

k(_vz‘hl%é‘ﬁé:)s? V?},?ii + (w} é‘f}g, * kigi%@"é}}??}%*

1 o i nrl ybo, 2
* Ezﬁ;#é i“‘i“*ﬂe)*ﬂ?gg = Oy ’v}’ﬂ* Y £ Zzﬁa}

Hva_‘ifhi ¥

;LJ.’__ ?13 S




L
it
o

- 14 =

_ﬁ?nim substituce yé m'rh;Q{%é} pirevedeme {(2,10) do tvgfﬁzl_n
-ki?ygs?ﬂg @.{ﬁ“lg‘yé‘*’g}g * kig{yé}@‘f}% *
: i ' i i

' 1 : | =31, i.. .h

e LN h 1 h -
3w *“&i‘*?’é“ziﬁgg@w‘”vié Nvev,,

g*a-gzuLa/%“l Je monotonni v dfsledku predpoklsdd (2, 33 a -
S yyufitinm toho, Z%e Hmotnostni mstice i matice hraniéaieﬁ
0 vznzkzé uZitim pribliZné 1ntegraéni formule (2.1) jsou =
&ai & e funkee g 1 ol aﬁéi Jeou neklesajie{ funkee
feff@vy ‘teploty, se standardnim zplisobem (pro dlfﬂ?&ﬁ&%?&t&l
%i@aﬁ viz napb. tiﬁl ), dokéZe, Ze Pedent inkluze (2, 11} Je
"ﬁ minimem stejnomdrng konvexniho (ne nutn# dlférenaavat%lné'
:&Sﬁdlm na V, .. Fr&teﬁe/@ g Je maximslint monetonni (mnahezﬁaﬁ

ugkca R-=R , existuje (dokonce prévé jedno) %@e& V%

:tegnsmérné konvexnost potencxélu 1nk1u2@ (2.11) prﬁtom,piyne
fegnemérné monotonie funked ﬁg

]ﬁp@gltggt (dokonce Llpsakztzﬁvaké} zobrazeni E} . ya

Z principu maxime,

B C2 Jsou konﬁtanty z {2,3). e steinomdrné kaﬁvexnﬁﬁtl ylgne% f,_$

_Jsou podle p¥redpokladu (2.3) igpschltzﬁvw?;yff'?

ktery je v diskrétinich revnmeiah zaruéen :Jf S




@ﬁéﬁié'abvyklg?m zplisober (viz nsp¥, dikaz ?’_éty 3.1 ddle) gﬁ-@ri_:
dhed pro teplotu: -

%il é&.{?gi} = B, .

%yn“f z}cmstmugerﬁe zobrazeni § Z Tfi?gu;(vh“ﬁé hgl} di} sabe

m&:Sm QSKJ, @51 i#; + Qi 8;; e Vhig » Vyredime rmmw%

pro leswm & polﬁéime Eé (18 3 = ry ok i*ﬁg' }{P
ig
ﬁai é Je spojité a zobrazuje konvexn{ mno¥inu M = {Eﬁ ‘f«@‘l
bé» Podle brouwerovy v&iy o pevném bodu (pfipomenme, ée
330%.2 konefn¥ dimensiondlni prostory) existuje @é?& takové
f{ @ ) . 2 @ zhonstruujeme w, & v, tak, ab;y wstmk@e
'a: o4 byla reéenlm (2,10) s Q-- = Eejm - Je ziejmé, %@

-‘-‘*E splﬁn;e rovnd? (2,9),

Hyni provedeme limitni pirechod € > 0 . Pro viechns E >0
eﬁhadz

%._

m

E{ilé}ﬁ- £w )<L u

dem k piﬁ‘*eépekladu (3.8) Jje také posloupnost fw Es‘;a o

_é & tedy lze z ni vybrat konvergentinf podposloupnost; aﬁai_.:..._:_.__
51122%&55;9 th & V, - Dosazeninm vavg do {2 9) se vyrusf "

__x:;i élen,y 3 T’- ; nebot pro vé.vh Je zre;}mé 5 ;¥ = © s

?t'eﬁy, e végehna wg_ splnugi {2.2), =& p:s*t}ts mké w;"k L

_-plﬂnvat {(2.2), Zbyvé dakézst ie th (%@; )@.ifﬁ

_n_im v = s (v, ) do (2. 9) dostaneme rovnist:

A lm ) o ho, 1 v ) N

= (wg , 4wy )8 KLl (vg ), &g Nk

'_-fien je v dltsledku predpakl%éu {3 5) kladny, ffleny na& pravé
'sz cmezené nezdvisle na 8> 0 v ﬁﬁsieﬁim apriornino
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o
o)
i

hadu(3.12) a p%eépakiaéu (3:.8). Tedy ! ié; joulg }ﬁ h m-f?{f“
o limitni funkei th tedy musi platit §~ ;Liw k} =z 0

'
tedy ry s&£ }4£ ?hk . Ex;aﬁ@ﬁce Felend Wy hk podle Def 2

timtﬁ ﬁakézén&g

?ﬁéﬁké.é 1. Perametr £ v dikazu v8ty 2.2 mg fyZlkalﬁi ?yzaﬁm
'fyzxkélni rozmér Je m KK% & plfedstavuje t&p&éﬁy eﬁp@r

“hrani ng » Dirichletovy prechodové pedminky (1,7) se. i@
iatﬁé agresimugi podminkami Newtonova typu:

Pooodsiw) - dslw) = 'a*jﬁﬁfgiiw}/av - z“

9.36 normédla k (V. i orientovand g oblasti mﬁg do ébiéét
zregmé stéle plati podminks (1, 6}, coZ stirs zdénlivou n%
etr;z v podmince (2,13}, Timtio zptisobem by byle vhméné zgéﬁﬁﬂd
_aél dlohu v piRipad®, %e izolaéni desks icblast 413 n& ﬁﬁ
byla velmi tenkdé. Zenedbdnim Jeji tloudtky by vznikla. éés%
1p » na které by se @%@depsaly pfechodové ﬁeéminky il'

133 {(koeficient £ by m&l potom v¥znanm tloudtky degky éé ené
& ﬂlentem Jejd tapelné vedivosti),

mka 2.2. Zesilenim podminky (2.4) poZadavkem, ﬁe méktgré 
£i.) Je ste jmom&rnd monotonni stejn3 pro vseehﬁa %é&{%f
+ ., kde P e néjeksd fdst {ﬂ

s pfitom meagﬁ l :T.».

aéavkem a@y&a»byla souvisls oblast, bychom mehll 3ﬁuéav&t
& parabolickou degeneraci, Totil Glohy, kde Cl v 12 3}’59
é. {ﬁyto Ulchy nejsou tzv, 8ilnd parabolickéd). staﬁﬁ& bysh@
vafovat funkee o . ajél Jjako mnohoznsaéné e pgaadov&t ps&
1y maximslns monetanni, a aby /3 aol s v byla {Qeﬁﬁsznacné3 L
tng spojitd funkce spliujici ;}odm:{ﬁku €y = d( ﬂ’: ° o] E)/{E@}
gra s.v. B&Rr , Pak bychom pPipustili éegen@racl parabglxcwfffi“ff
':1ce v.parabolicko-eliptickeou rovnici. Takové ﬁlahy se: mwahzf;fﬁ;f_
 v modelovéni n¥kterych elektrochemickjch pﬁgseaﬁ ﬁ@bﬁ e




su3531 v porcznich prostiredich pii éésteéné satursci, a ve
"sﬁni nerovaice byly studovény zejména v praceeh ga%aké mau

__tzéky Ireny Pawlow., .

 V dtkazech v&t 3.1 & 3.2 ddle se konstants Cy vibee naﬁa

_dy tyte vEtyplat! i v piipsdé degenerace y&rabai&ﬁkéﬁﬁ iypu
nice, Také vity 2,1 a

2.2 zlstancu v plainosti, pouge pid
ategnom@rné menotonie pfisludngch operdtort (viz dﬁkazy
se misto stejnom&rné meonctonie funked o -1 nebo /3

gnomérnd eliptifncat prgstﬂrsvé Easti prialuénéh@
tn& okrajovych forem).

l psﬁ%
Q?@?étﬁ?&

3 éprsx1maee teploty slab® v prostoruy L LO,T: H1{11}}ﬁ

'ﬁﬁﬁeme pouZivat nasleﬁugiazch odhadld (u, vev’
eﬁévlsi neg h):
iiu v, - (ﬁ;v) KﬁiC 1° full

Hli : “V“ 1

Hull = (C./n) Wall | |
layT 5 T

“u\l&ﬂuk\iﬁcs “u‘\l& , kde ﬁuﬂ_ﬁ‘ = g{u?g}fi};‘{{?'

Hu - 2, ull ' N uéﬁgilﬁiji":.'ﬁ.'
o h () S g7h Thall 42 o) ' i

'¥K&Th: { ?rh{%w{_”}“{u)., VH}K‘E CBX\vu“ e

3

tiangulace je "akutniho typu" {dhly stén Jedﬁatll
vych simplexd jsou menii ne¥ W/2

®

e&konatanta z (2, 3)¢ Odhad (3.1) byl doksazén v {3 L@mm&

{3 2) Jje tzv. inverzng nerovnost, zarudens 1nver2ni ped»
": diam Kzah pro néjské m>0 & viechna h>s’3 § %;&'3'
1. Ekvivalenci noerem (3.3) dokézal Raviart, viz {33__




0

haé chyby interpolszee (3.4) byl &akézén v [271 . gﬁgﬁlﬁxa;_f
e dveyu dimenzich 1mp11kavéﬁa podminkcu (3.6)3 vig f3
13, L
'ziﬁéla_huﬁem@ pouiivet dslsd piedpoklady na dats gi@hy,_t
33§%uji¢ﬁ- L -odhedy teploty i entalpie:

&%&@; HEudiv (L))€U, s.v. na.a,
gh,”%}ﬁﬁigﬁwvﬁgaﬂ Sw;na§ '

;fl{w) = 4o 1= 1,....m ,
ézeme negprve nekgizk apriornich odhad® pro pfzblz%né ra

Oznadne whkéiﬂ {0,T;Vy ) linedrni interpolsei th"nﬁ

dém éasovém intervalu Y{n-1)k,nk] , n»l,,.g,f/k tgt
drni na kaidém z t8chto intervald s whk{nk} = th @ra
.'s's T/g #
: ¥

hk

M Necht plati (2. 3) (7, g;) (7, 5) (3. 6} {3 ?) 8
W, PPibli#né Fedeni Stefanovy Ulchy podle Def. 2 ;

ﬁrh Lwhk)ﬁ

@

. = C
o] 1°(0,1;8 ()= 79
=1i'navic (3.1) o (3.2), pak

' ii?whk/atﬁ 5

(0,T; (HY (o) )

o '2 ”  ¥1

2

1} i‘@_'ﬁfhk/g t it .

(0,T; éHl }3%)*ﬁc +'slih2/k2

ly...,m; konstanty C nezdviai samoziejmd na h a k g:' jN;




- 1Y - o e

_%33,2 (3.6) plyne, %e matiece tuhosti je diagondins égﬁmn
Zépornfmi - nediagondlnimi prvky. Z monotonie funked ai,
:-ﬁbvyk},ym zpliscbem (vzhledem ke sk&t@énﬁﬁtl, e mﬁmw %m
-d-mg&né},ni) dokdZe, Ze teplots o {w(hk)) nemtfe nabyvm
p; minime ve vnitPnim uzlovém bods oblasti ¢; vig napl,.
3.7) se pak dokdZe, Ze maximum na S nenf vEti{ ne¥ Eﬁe
né t4% minimum nent mensi ne? f@il » Btejny odhad glmi
p¥imo z podminky (3.7). Odhad (3.9) pak plyne z (3, iﬁ}_g
Eymi dokdZfeme (3.10). Do (2.2) miZeme dosadit vmzﬂhu(.g
@'émt Pro n=1,...,1/k . Dostévime:

Zg;. BTry Blap ), Tr, o (wR, DB =

;_'-:_zi_wfgﬁ oy = whhs « GRIP + gt ), agwhk;;ﬁ

ﬁa-iav@hg/at 5 %{th )2 - {2 thfa“t 5 ok {w k} “&gyg
B

% (gl “w . )), iy, ) s

azl+3:2+:£3,

_.__,__s,}{; oznaduje jg‘ {@w)_&dt, a podobnd {a,.}ﬁ czn& uj

}h dt . Vzhledem k (2.3} & (3.5) mi%enme mvﬁu g'tz*
dnout zdola jako Q?r oh wzhk}il i . Oznadme A; @r‘lmz-
k i . Clen Il mfzéeme zapsat tekto:

§§$

:_-Iw - (9Alw, )/ tgl)%? = - (A&wgf } 12;;, + ié‘%i%ﬁ*

e -_epgniit pdhad (3, ?3* Pomcei (3. 9} muéem@ 163 gaéﬁsﬁaé
nca.;i &len II3 » UvEdomime-1i sei, %e &len 1‘2 Je- zépﬁmzy_
“toho, Ze ai. Jsou neklesajici, dostévape jiz pzfima eﬁ:____
; neboi amezenest rhci{w k) byla jiz dekézénmﬂ--*-" :
Nyni budeme dokazovat (3.11), Z (2.2) vidime, Ze pre VBechn
sﬁ:.;n c®(n) plate: L

((g% - wirh/k,ol .

2 - /Vz*h@iwg%); v}g;,m {g{gz.w )}gvf?h“’”'_,__:_




o 20 -

”zzm“tigz {(3.1) & (3.2) {se zémenau fine 0
{3 i= },s“., n) dosteneme ecﬁfzaé“

Huyvdg - {u-,v)iiﬁcé%h ﬁzﬂlﬁ . vl

g potom 3@'&&_1@’{-’

Elg_n.}

2 2 2 '
£ C,C.{n” Wull £ + Hvll i
T4 = B (2 )

';Gbné zémdnou . za 1 a pouZitdim (3.2} ge&té Jednou dsét@nm_

Hu,v)y - (q, v}hs 0{35 {\E‘a‘ + Xvﬁ ).
vdeehna 4+ & (C,T) takto ﬁwtﬁneme odhed:

Ah;:/ z}t,v) = i:lg{h i\awhk/a S 24 )2 1;51% ‘5@ wtwshk

+ “?Xﬂj Hglet w kit)))“ + “Vﬂ ) .

smt&ntcu CB (viz {2 3Y). I}éle pou%mgeme odhad

Wo¥,/2t\,  (measyn)1/2c, sk

3

plyne z (3.9) & z definice funkese ghk . ?cu%tiﬁz zzﬁr_

1 \Shvll, apriorntho odhedu stopy “{w., ) na n pam&c
& nerovnosti Nvl gco.. W\ ol - \ écatanemﬁ aéi’;&d"

12§, /2t,m)l<c,, + ¢, .0e/42 + ¢ X\v%\g
nk €0y * Oy 16 ngﬁ}

o¥e vnotent gt ms)n Coiﬁ}fi mt o Jje husté, pl&ﬁi pa&
dokonce pro viechna veHY (). Integraci pres (’Eagw_
;T) dostaneme odhad:

..’

whkf'at,s;)gm.mcm + T, {Ewh 2/x% 4 TaCyp vl ,ins;f_;g;g_g [

ﬁsfmme dudlni normy plati:

atil |

TR0, ke )Ry o 3

= sup {12%,. /2t v). 0 5 Ul : R
Wofu/ 2w 5 tAio,maN Ay L

£ 1(0y,% Cpp) + TugynP/eP

b4




&haé éegtévémﬁ {3.11) s ﬁ_{g}"” T, {{33@ c 5} & {211% T

: Qﬁhaé (3.11 i) se dokass enalogicky Jjako (3. 11}
%dil@m; %e misto {3.12) pouii jeme identitu:

15 . 7

(e v }/k*‘f}ai LYy, !@i“’m}ﬁ"%ﬁni ‘*gi‘*"‘&%

- El#g (2 wh(sliwhk))@? . ?h?}?‘

eV gﬁ rorméla orientovans vﬁéy ven z o, Cleny & T‘ f5
vuji integral ze sou®inu tepelndho %egu pf*% T s ﬁ 8to
icv&sﬁ funkee, 7 t3chto Elent pfibudou na?ie &Ehaéy

__ .“(I’h@’i(W ) )/ev rhv)plgm

= C13. i&'é‘}irh ﬁﬂ%ﬁﬁfa?ﬂ

HH20R 0 i U

..AQ‘ (W r gw }ll‘? + iyl 2
= 718t N T Ay ) el

%iﬁ@gi odhadu (3.11 i) je pak ji% stejné jako pre} _

Nyni pouZijeme ziskané apriorni odhady k dﬁ%{azu kaﬁv
llﬁnych Feldenl k Pedent spojité dlohy podle. Def‘, 110
1%_J§£ efekt” takto dastanema existénei tohoto- r%&en

éeme ‘muset uéxnzz pondkud omezujicl predpekla@ ﬁ
'nky, totiZ:




z‘*hacmhk}s—w o [w) 8labd v indﬁ‘;fil{&}} &
@’hk — Y . s8iln& vy Zzic;’f;éiﬁli&}_}'ﬁ;}'_"
de w Jje slabé resSent Stefanovy dlohy podle Def, 1.,:

};az UvaZujme pevnou testovaei funkei 7 prﬁ.{z%&
eR (n) a 2 «;T)=0 . Vzhledem k hustotd miZene n :
napf. zeCo(G). Polo¥me v {(2.2) wv= ?hzéwii‘z#i}j'
teme (2.2) pro n=1,...,T/k = poufijeme diskré%i*ﬁéﬁg“

egrace per partes: . RS

3;:% (W . Wﬁml}znwl - WT/EzT/Tex _

iﬁf%iaﬁ_em_g tak:
E (k{(¥Vr, Bl ), vroz(.,(n-1)x) )f&
(500 ,nk)-3( L, (n-1)k) )L + (gleL bwfy 20, (n-1)k

::5§@§,3{@§Q})§% 0 .
L f "'g definovanou vztshem Ekixgt}%z(xﬁ
Jk=t <nk. Ddle z, bude znadit line&rni_iﬁtéifg_
jé@?zéagli?;?eh Gasovych intervelech, Predglou u%@n
sat do tvaru: ' S
P05 T IREG - (g 22/ (ala b
| | - i’r?o, z{ # ;ﬁ))}iﬁ

eﬁ{e#};i ¥ pﬁ.vsdzéi testovaci funkei 2z & @fﬁijés:zi:;?ﬁ;’

¢ = v, z/3 t}(;

- {w,,zi, ,i}_}"' 2:}..




oo {éw}“kg‘gzkz’%%}% (> D7/DL) )

s 'i&éé&ﬁ%ihk)) z )§ - ig£r (w k))ﬁz e )

o e {(?Jagv{a§{}}}£‘” {’?? gZ(a;{})} ) =
23 Ry -

@n Ri:&; konvergu je ig nule p‘re h==0 é k=0, protod é?a
xﬁﬁ,gwhk}} je omezens v I° (G;) v disledku (3, lﬁ) a
zzfsm funke! (3, oo il , & pr@tc%s fo(z- thkm G ,_wﬁ‘
usledku (3 4) a @Peépsklééu ze C7( T ). 5
Clen E? i konverguje k nule pro k-0 s nebot psslsu

:hkg g@ omezend v L'?i%) a Ezk/’at — Dzl 3t v L {c%}
'ﬁkﬁ pPedpoklédenéd hlasdkosti z

UZitim (3.1) 8 (3.2) 1lze &len ng ﬁdh&dnout_ﬁé%ﬁ"

il hec e, I Woz /o 120,70k a))

#

%éﬁ?cklééaﬁé hzadkeﬁti 2z dostaneme R3 ﬁ'Efiﬁi_
!Peﬁabﬁé Rik kenvergug& k nule pro kﬁ»@ v'dééﬁéﬁk"
th&éu glry s {w, )) v 12(2) (dokonce v L {El}"
(3.9)), a v disledku hlsdkosti gz .

-&1921 ng je T(n) s nebol uZitim (3.1) @ {3 ;2} 3@ zan
U dosteneme odhad: :

.gﬁ Is n.coql g{r}}giwh;k}}“

Wz z;.zm 7 H%.(}"ﬂ_)_.

éﬁém z;a z& C° {Q) Jje zFejm& stopa ’Ek ; nez.
(Q, T C iP )}¥ kde f‘ Jje hladks komponenm f“{p.-
;3_@, p@lyg{mélﬁl 0%}1&;31) Zfe ims ’t@ﬁy Zk ;}e gmezané V
'7;}?;%%21 (Y)Y, & tim spife 1 v 1° (0,18 it‘ }}




o ﬁnﬁl§gicky Eﬁk JeT(n), nebol:

1B
zﬂhkfﬁ h.C,Cs 1iwe%£2£e,®}ﬂ il ay -
...ﬁﬁkézall Jeme tedy, Ze
’1§} . ‘Ehkmw O Pro h== ( , Y g Q

: Vzhl@d@m k eptiornim odhedfm (3.9), (3.10),(3. 11}
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