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1, Numerickd realizace dlohy optimdlniho ndvrhu

Budeme se zabyvat optimaliza&ni Ulohou ve tvaru:

minimalizovat k(ﬂ) 3 1)
za podminek Agu\ w e U
gge_E?- bude vektor ndvrhovych prom&nnych, ktery bude mit

(pFfi vyuZit{ symetrie dlohy) 7 sloZek: soutadnice a poloméry
' dvou chladicfch otvord a teplotu chladfei kapalinyj \Ach{?
bude mnoZina pripustnych ndvrhovych prom&nnych; xa R™ bude
stav Ulohy, za ktery budeme povaZovat rozloZeni teploty a re-
dukovaného termoelastického nap&t{ (podle Hencki - Miezes -
Huber) v té&lese; /\:“i+-ﬂ- WC“ bude operdtor prifazujici
™
ndvrhovym prom&nnym piislulny stav; a nakonec S R ek
bude cenovy funkciondl. Uloha (1.1) bude FeSena optimalizadnim
algoritmem. Pro jednoduchost bude mnoZina WA po&&éna pouze
tzv. trividlnimi omezenimi, tj. L% = i“&R “‘ ' ‘:“‘T‘Q:'VL"{.?]
JejichZ zadlendn{ do optimalizadniho algoritmu Jje naprosto bez

pProblémi. Hodnoty a™" jsou urdeny bud konstruk&nimi

\
omezenimi, nebo poZadavkem, aby nedodlo k degeneraci triangulace
sestavené podle vektoru we W . V ndsledujicim popfdeme pod-
robndji realizaci operdtoru A (tj. sestaveni triangulace
a redeni termoelastickych rovnic metodou koneénych elementd
8 linedrnim trojuhelnikovym prvkem), volbu cenového funkciondlu

a optimalizadni{ algoritmus. Zdroven budou uvedeny vysledky

modelového piikladu.
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1.1 Operdtor A - sestaveni triangulace

Tato 4st vypo&tu je realizovéna podprogramem TRIANG: .
P¥i jeho prvnim vyvoldni se brovedou ndsledujici &innosti:
1. Pomoci podprogramu GRID (viz predesld zprdva) se sestavy
triangulace referendn{ oblasti .fi.\ zndzornéné na obr . A, A,
 Jednotlivé podoblasti (¥{slovand podtriend) se triangulujf
rovnom&rné, tj. rozdé&lenim stran na polet stejnfch dilkd

(polet je zaddn v datech;obr.A.3 [ odstavec 5), a vazniklé &t Tihel-

g |
niky se rozd¥l{ vidy na dva trojihelniky kratsf dhlop#i¥kou.
e
2. Sestavi se seznamy hranidnich uzld pro viechny okraJové
podminky.

3. Predtou se souradnice hrani&nich zadavacfech bodt 1 ai’é\
oblasti L., (viz data, obr. 4.3 odstavec 6, a obr. A.2).
4. Oblast .a S¢ transformuje do oblasti N, miané sou-
Padnicemi osmi hrani&nich bodd, soufadnicemi stiedd a pqioméry
otvord takto: §

a) Podoblasti 1 a% 8 , které maji v referensni oblésti j}_
tvar lichob&Znika, p¥ejdou na podoblasti oblasti ., podle
obr. A4,

b) Podoblast 9 ge transformuje bilinedrns.

Pri této transformaci prejdou uzly referendni triangulace
na uzly v oblasti Q. Na t&chto uzlech se definuje trlangm~

s f ‘.

lace podle incidence v triangulaci oblasti a i tJj. pole \_%Q\

které obsahuje seznam &isel trojic uzlj tvoricich trojdhelniky; {\

. nem&ni, ;1‘-\¥
2. Triangulace oblasti -, 38e reorganizuje tak, aby védy ; 3
§ dva sousedni trojdhelniky vzniklé rozdélenim étyruhelniké 1
| (pred transformact) byly oddéleny jeho kratd{ ﬁhloprickou i

(po transformaci). ‘1-,
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6. Uzly se pre&islujf tak, aby 3{fka polopdsu matice tuhosti byla
co nejmendi. Nejdrive se uzly prefislujl lexikografickym uspo-

' ¥4ddénim podle souradnic (podprogram SEZNAZ) a pak se volj
(NOPTIM-1) -~ krit podprogram SEZNAl (viz prede3ld zprdva).
Prelfazent lexikografického uspordddni bylo vynuceno tim, ¥e na
pouZité triangulaci se sloZitou incidendni strukturou neni
SEZNALl prilis efektivni bez tohoto p¥edb&Zného pPedislovini.
Experimentdlné bylo zjiSté&no, %e NOPTINM:2, tj. opakovani vyvo-

ldnf{ SEZNAl, jiZ 3irku polopdsu ddle nezmenluje.

NOPTIM sezaddvéa v odstavei 7 dat.

PPi kazdém daldim vyvoldni podprogramu LRIANG se provede

~
pouze bod 4, tj. transformace soufadnic uzld z - do L

~
Vhodnou volbou nelinedrni transformace - pna Q. bylo

P

dosaZeno toho, Ze triangulace se v okoli otvord zjemnuje, a
vnit¥ni dhly trojdhelni{kd nedegeneruji k nule.

P¥i koncepci tohoto programu jsme po&itali s tim, %e by
mohlo byt vhodné piidat daldi uzly a trojdhelniky k lepdimu
vystiZeni tvaru odlitku. [oto lze provést snadnou Upravou
programu; podrobny nédvod k této udpravé je vloZen na pr{3ludném

mist®& programu jako komentér,
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1.2 Operdtor A _termoelastické rovnice

Na triangulaci sestavené podle predchoziho odstavce se
red3i metodou konednych elementd s linedrnim prvkem rovnice
termoelasticity. V3echny koeficienty budou uvaZoviny konstantni.
Uvedeme zde rovnice ve slabé formulaci.

Rovnice vedeni tepla:

hleds se P e Wi . -T e N,

/o\vﬂ‘vwéu« fu\.'b"wés. -'—/-?'Wc\s’rjok MY w ds

i T T
= N Yw eV, |

4
= W v -
V- {we Wy w| | -0
Iy
Vidime tedy, Ze na &4sti hranice T: (viz obr 1.2 ) jsou
predep384ny okrajové podminky i-tého druhu‘ ;==4\z‘3 .
Na ééstech.rh \PS Jsou z divodd symetrie predepsdny homogenni
Neumannovy podminky.

Rovnice elasticity:

I 2
hled4 se posunutf W e (¥ (a)) - U G-\JQ

{

/ZL tu’U‘&}E_ V)Axﬁo 'H'VQ_\JL
By

Va. - {-“amnu*je‘(H (Y \ V‘\P“O l vl\r‘-—O‘j
b 5

E
C. (u—\'}gy —“——“(& ()*4- (E- (u§+ 3_

R
SAOECRRNE ) oL‘__J*SLi),

e
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Vyznam koeficientd je uveden nie.

Vidime tedy, ¥e na &dstech hranice TL T; jsou predepisny
]

homogenni{ Dirichletovy podminky pro posunuti v normdlovych

;
smérech. Tyto podminky vznikaji ze symetrie a zabezpeduj{ {

koercivitu udlohy. Na zbylé &4sti hranice Jjsou predep3édny homo-
genni Neumannovy podminky (tj. tlak taveniny, chladicj kapaliﬁy,
a atmosfericky tlak se zanedbdvd). Uvaiuje se, ¥e forma je |
nekoneénd ve sméru kolmému k uvabovanému rezu, &€, oznaduje
deformaci v tomto sméru ( Ei- Je konstantni). Tenzor defor-

mace mé tedy tvar

e“\{ E\‘L 0
£ = 611 Ez.‘l. 0 \ E.Li = EL\' (V) i
O O £ b

a tenzor napiti mg tvar 4. \
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Tepelné namdhdni se posuzuje podle redukovaného napéti (Hencki -

- Huber - Miezes):

i A ( = o 2 (,-.._ ..Z_ 2 — e )va‘ll
Crad "(‘Ef L A-L1\ +\C - ‘4\-V(LL3"LQ {

kde PEL Jsou vlastni &isla .tzv. hlavni napéti) tenzoru'ta
jeZ lze vzhledem ke specidlnimu tvaru tohoto tenzoru snadno
spotitat, Zbyv4 uréit &5 . Mohli bychom zvolit E = OI coZ
by odpovidalo situaci, Ze forma je v nekoneZnu upnutd. Daleko
realistiCt& j3{ se v8ak zd4 situace, %e forma je v nekonednu

volnd, Tomu odpovidd takové €, . pro které je vyslednd sfla

pisobfc{ ve sm&ru kolmém na uvaZovany Pez rovna nule, tj.
~~
Fee) —/La(.,.,éiﬁ = 0.
o

Protore F (.) je linedrni funkci, m3Zeme rovnici F(éiﬁ =0
vyFe3it numericky tak, Ze Pesime vide uvedené rovnice pro

) _ ) (2)
E:\’ a Ein‘ a potom vypolteme &, -~ (F Ce.’). £y

) ) [€)) D
—-F(Ee__ )E'a /(F(aa ) "F(&e_ N . Stadi tedy Pedit rovnice

elasticity pro tPi pravé strany. ProtoZe se ale v nasem pfipadé
miZe forma voln& roztahovat (nejen ve smdru kolmém na FeZ, ale
1 ve viech ostatnich sm&rech), miZeme v elastickych rovnieiah

uvaZovat "posunutou" teplotu W= {T‘FiTLaF aniZ se

pfitom zmén{ tenzor nap&t{ ({X‘r Je konstantni), Numerické

experimenty ukazuji, %e zvolfme-1li E;==0 a korekei UL g
or ¥
v
tak, aby A -
—_ _ {
VA Jx = O ( tedy kar-— maas L o A?‘.) i £
L oW
dostaneme F(E‘_\ =0 (8 presnosti stroje!). Pak oviem stadi

Fe3it rovnice elasticity jen pro jednu pravou stranu.

(Rlzné¢ alternativy vy¥podtu F{d{i proménnsd isa viz podprogram

\
TE).
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Diskretizované rovnice dostaneme taek, Ze misto prostora
Vh a Va. vezme jejich podprostory tvorené po ¢dstech linedrnimi
funkcemi na zvolené triangulaci. Nebudeme zde uvadét vzniklé
rovnice, nebot se Jednd o standardni postup. Bylo pritom
pouZito algoritmd z jiZ dPive uZitého programu KACMET a z knihy
J. Valenta et al.: Novodobé metody vypodtd tuhosti a pevnosti
ve strojirenstvi (SNTL, Praha, 1975).
Pr{sludné vypodty (tj. sestaveni matice vodivosti a tuhosti,
sestaveni pravé strany rovnice pro teplotu, vyjpodet teploty
a tepelného zatiZeni, relen{ rovnice pro elastickd posunuti,
vypolet deformace, napdti a redukovaného napéti) spolu s
Jjednoduchymi vypo&ty plynoucimi z odstavce 4.3 Jsou realizo-
vény podprogramem [k, kde jsou té% dostatedns komentovény.
Podprogram TE vold pouze knihovni podprogram MCHB (knihovna
3SP implementovand na poditadich IBM a EC), ktery re3d sousfavy
linedrnich algebraickych rovnic se symetrickou pdsovou matict
metodou Choléskiho dekompozice. Podprogram MCHB se pouzivd pro
rovnice vedeni tepla i elasticity. Sprdvnost podprogramu TE byla
testovdna na &tverci. Okrajové podminky pro rovnici vedent tepla
byly vedeny tak, aby redeni vychdzelo linedrni na celé oblasti.
Potom pro konstatni (nulovou nebo nenulovou) teplotu byly
testovdny rovnice elasticity pro takové okrajové podminky,
aby posundti vychdzelo linesdrni na celé oblasti. Fak je tenzor
deformace i nap&t{ konstantni (celkem bylo otestovdno 6 takovych

eventualit).

$
i
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Vyznam oznaleni a hodnoty pouZité v modelovém prikladuy

jsou ndsledujici: _ A
a — tepelnd vodivost |, & = “’O\‘\ms \4
% = soudinitel prestupu teplota konvekci (mezn ﬁor—-
mou a okolfm), ® = 30 Wm ‘n ‘
~ teplota chladic{ kapaliny (sedmd sloZka .ve}éf.gru

9,

o

ndvrhovych proménnych v dloze {(4.4) ; A

Jk-\('teplota okolf formy , '0;‘_-““. = 20 C

(-]

Y - vysledky identifikace tok& pies hranici T‘a. '\\

5 ‘

‘ }

(viz predchozi vyzk. zprévy)‘r“kQ“S'\' \3 lO \:1
44 ~4 -2
E -~ Younziv modul pruznosti, E=2.40 kz‘“ s
G - Poissonova konstenta, G = 0,3 .

¢ -~ koeficient teplotni roztainosti o, = WO K,
%

Zminme se jedtd o jednom zjednoduseni, totiz Dirichletovy
podminky jsou v podprogramu V| E uvaZovény pouze homogenni.
To u elastickych rovnic neprind31 24dné omezeni, a u rovnice
vedeni tepla uZijeme toho, Ze pravéd strana v Dirichletovych
podminkdch je konstantni (=U,) a *posunutf{m” teploty o
konstantu se nezméni tenzor napdti. Pak zfe jm& "posunutim”
teploty -V, ziskdme homogenni Dirichletovy podminky. To
Jje realizovdno pred vyvoldnim podprogramu TE v programu "F"

posunutim '0;\.0\\. a U) (viz nisledujici odst.).




1.3 Cenovy funkcionéli

Na volb® cenového funkcionilu podstatné zdvisi Usp&snost

tlohy optimélniho ndvrhu. Bylo uvaZovano

»\'Cﬂ‘ C g ) /(_ adx=+\k ) [\ - '17’\&5

Zku3enosti s podobnyml Ulchani UKaqui Ze minimalizacf i ve
vyS8e uvedeném tvaru dochdzf{ike zmenSeni TZnul a l{r—”QL\\tq
g 3

- . )
v L norméch. Snizent “(ﬁtA‘]Cp{.nh mé vyznam pro zv&tseni

Zivotnosti formy. Vyznam.'03 miZe byt dvojf: bud Je 'Q}

poZadovand teplota na ‘1 , kterd je dileZits z hlediska tuhnutf

taveniny ve form¥, nebo je %T teplota na Y: pri vychozim 2‘

ndvrhu. Pri této druhé moZnosti se da predpoklddat, Ze {T\TL
bude blizké teplotd, pri které se identifikovaly toky ir

: pfes hranici Y‘ , 2 tedy skutelné toky pri optimalizovaném
4 ndvrhu se nebudou prilid 1isit od tokd }F‘ coZ ddvd celéd

identifikadnf dloze smysl. Bylo by samoziejm¥ velmi vhodné,

aby teplota na T;. pri vichozim ndvrhu byla zdroven poZadovahou
teplotou.

Koeficient kK Je nutno volit "rozumn&"., Pyi prilis
malém %k by se pravd&podobns vysledné hodnoty {?\Yl znaéné
liéily od {ni\ coZ by cely ndévrh patrné dosti znehodnocovalo.
Na drvhé strand, pri pfilis velkém k by mohlo p#i optimdlnim
navrhu dochdzet k velkému teplotnimu namahéni, protoZe &len

r
k/'C rad &% by byl zenedbatelny ve srovnini se Elenem

v

8
\4//117 Uil ds (obeend lze toti? t&%ko ofekdvat alespon
pflbllzné splnéni rovnosti vV = =0Ty pPTi optimdlnim ndvrhu v pri-

| | padé, Ze polet uzld le¥fdfch Pri koneénd-elementové aproximaci

na (°

r bude v&t31 nes podet nidvrhovych proménnych, tj.7).

e

e T
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i Tak¢ exponenty r, s Je nutno volit "rozumn&". Velké hog-
| noty lépe koresponduji s normami v Lf'l které jsou vhodné g
E praktického hlediska. Na druhé strans ov3em velké hodnoty rs
maji nepfiznivé numerické vlastnosti (dostdvdme optimaliza¥n{
dlohy s "rychle se ménicim " gradientem, tj. numericky
nehladké). Z numerického hlediska nemd smysl brét S vet3g
neZ cca 10 aZ 20, i
Vidime tedy, Z%e pPfi zvoleném tvaru cenového funkciondlu . |
je volba fﬁ \k~\r\s zdleZitost{ jistého um&ni. Vhodns volba L
patrné dosti zdvisi na konkrétni situaci, kters v3ak nebyla

k dispozici. Proto byly zvoleny (dosti ndhodn&) nédsle dujici

hodnoty pro modelovy priklad: T, = wonst = 380°¢ |
% A
k = SO (MPQ} rnK l‘ =8 =2.

R
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1.4 Optimalizadni algoritmus

Optimaliza&ni tlocha (1.1) se Fes{ jednoduchym optimaliza&nim

algoritmem gradientniho typu. Jeden krok tohotoc algoritmu m4

tvar

{ N
uk‘b = P._ (w 4+ CK-M-C&"‘“A J(U«k3) P
U
kde J(u) = &(A( w) ™ Je matice uréujici metriku v prostoru

ndvrhovych parametrd ( ™M  symetrickd, pozitivn& definitn{),

<O je délka kroku, Py-u :R*--.-\ﬁf je projekce na mnoZinu
pfipustnfch ndvrhovych parametrd U .

Matice ™M byla volena diagonédlni: M Cm, 35, )L N
- 10 PP S (MBRY 2 oot

AT R ™
Zddrazn&me, Ze by nebylo vhodné volit ™M Jednotkovou matiei,
nebot je ji prvky,'maj{ rlzny fyzikd4lni rozmér. Jako délka kroku ck
se vzal argument infima paraboly'

r ~A W ~
| Gy =q0) * RO PR L=y cb(o) ).y ¢/ e
| na intervalu L 3dec e O—.\ kde% =R je definovéno

2

vztahem:

ck(c.§ = 3 (?ru (qk-i-c . Mc\rod 3 Cu*y)

a ckl_ (0) je derivace funkce C\GQ-\) v nule zleva. Ziejmé&

lKOU =Z A =T Sa ¢ ))

kde —_[ je mnoilna téch indexi AL | V1S » < I pro které

plat{:

de<=0 takové, Ze - e

J : "
D — L (A

== A » C W™, .

%3 5 Fw, >

e

N pf'lpadé Ye nedo3lo k poklesu J L. %CC- b -—%(0) uvaZoval
se polov1éni krok, tj. misto c_k 3e zvolilo ¢ /Z..I atd. Tim se |

po konelném poctu rozplleni délky kroku dosshne poklesu mini-

K
malizované funkce J (za predpokladu, Ze < je hladk4,

§
nerealizuje minimum 3 na U 4 gradient 3 Jje spodten dostatednd
(... ;

A

pFaani), \
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Pro odstartovéni opitimalizadniho algoritmu je nutné Zvolit

~A
wel a & . V modelovém piikladu bylo zmvoleno:
(=] o °
u:’:O‘KSm I uL-_—O\k‘Sm\ ul=0‘03m‘u‘_=0\1\-m
] -l
Uu; ’OlZM \ uZ:-O‘Oam i U\: = 20C " €. =20 .

Na modelovém prikladu tento Jednoduchy optimalizadni algoritmus
velri dobfe minimalizoval cenovy funkciondl v poddtedni fdzi
optimalizace. D4 se oviem oCekdvat, Ze v okol{ optimdlniho
ndvrhu by tento Jednoduchy algoritmus nebyl p#{l1is dspésdny.
Av3ak 8 ohledem na to, e neng Uplnd jasné, jak zvolit cenovy
funkciondl, neni také nutné resit optimalizani Wlohu p¥{lia
presns,

Vysledky prvnich 7 iteract optimalizaé¢niho algoritmu Jjsou
uvedeny v tabulece 1.1, Kromd névrhovych proménnych w a ce-
nového funkciondlu J(uw) jsou uvddény: maximélni odenylky
\fT-c&l na VL (oznadené 31 ) a maximdlni redukované napsdii

'trid(oznaéené JL ). Dodejme, ¥e maximum redukovaného nap&ti{

Se realizovalo na elementu &. 262, tj. u hranice Tl v blizkosti
i druhéhc chladficihc otvoru. Sif pro pidvedn{ a pro optimalizovany

4 . 13 : . e s
ndvrh (tj. pro W \\;-0 a 1 ) Je v grafickém zpracovini

‘ na tiskdr n& uvedena v piiloze. V siti Jsou vyznadena &i{sla

uzld, a v prvnim pripadé té% &{sla elementdy, Cislovdni uzls je v
obou sitfeh rdzné, protoe sif{ byla ﬁfed kreslenim znovu genero-
vina. BohuZel, pro dlouhodobou poruchu na kreslicim zait{zeni

fy. Hewlett-Packard instalovaném v SV© C3AV nebylo moZné priloZit
kvalitn&ji zpracovanou triangulaci, i kdy% kreslen{ triangulaci
na tomto zarizeni bylo jiZ odzkoudeno (v&etnd odlad&ni jednodu-
chych kreslicieh a &teecfch programi na kalkulitoru Hewlett-
Packard).

%
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Zminme se je3t¥ o problému vypodtu gradientu minimalizované

funkce J. PPresny (p#i zanedbdni zaokrouhlovacich chyb) vipodet

znamou metodou sdruZenych rovnic je sice rsychly, av8ak algorit-
micky a programové velice ndroény (zejména proto, Ze matice

vodivosti a tuhosti sloZitym zplsobem zAvis{ na ndvrhovych pro-

nénnych). Byla proto zvolena moZnost numerického vypodtu gradien-
tu, ktery je ve srovndni s pPedchozi moZnosti trividlni co se
tyfe algoritmu a pri sedmi ndvrhovych proménnjycn se d4 odekdvat,
%e neni pomalej3i vice neZ 4krdt. Vzhledem k tomu, Ze vypodet J
je zatiZ?en pouze zaokrouhlovacimi chybami (nap®. soustavy
algebrackyeh rovnic jsou Peleny finitnimi & nikeoli iteradnimi
metodami), bylo moZno v modelovém pPikladu spoditat gradient
touto metodou na dvé aZ tPi platnd mista, coZ postadovalo pro
optimalizaéni algoritmus (slepon v poddtedni fdzi optimalizace
- viz tab. 1.1).
Pro vipolet: 1\"4& 3(u"’) bylo pouZito pFibliZného vzorce:
(qrad 3 (WD) = (I + ) -3 /s, k=4 . F {
kde veigtor &-_ &w méd sloZk, (Sﬂi=3-.‘§::i ‘S;.i je Kroneckerv

symbol. Po vyzkou3eni n¥kolika hodnot s; bylc v modelovém
pfikladu zvoleno:

_ -5 .
g‘ ’3;234=ss=5"0 ™ S3=&Q=:.Z,‘Qm

‘s;zko | 4

Na té&chto hodnotdch ovdem pfilis nezdleZi., V pripadd potleby
by bylo moZno zpresnit numericky vypolet gradientu zmendenim J;

a2 provedenim vypoltu 3 ve dvojndsobné presnosti (misto

podrrogramu MCHB by pak bylo nutno pouZit podprogram OMCHB).

T T T e 0t S A 8 A SRR S ..« oot Mot ok SRS ETESE
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Gradient stavu = podle ndvrhovyjch prom&nnych w 1lgze
vypolitat vfhodn& ndsledujicim uspornym zpfisobem (v této fgzi

prdce nebylo implementovdno):

Operdtor x = A(u\ je zaddn Pelenim soustavy

linedrnich rovnic
B, w
kde B-‘:Etu\"‘ “&Lu\ . Chceme vyroitat
R = X () ‘xi_:x[uﬁ-g‘,_\ : L=k\,..‘:\- .
Ba = B W) =--L=-€ (VY
-1
xe =3]' 2,

Ne jd¥ive spoditdme

a uloZime dekompozici Bg.Pro ka%dé i =4,... e

[
spolitdme B;. =Bu + S;.) \ -Q-;_ =fCuw + Si.\ .
Stav % vyhovuje soustavé
EL&; 2-2"’ _RLKQ 1
kde
. E,L = KL e T
Nyni lze €& ; aproximovat virazem
~ A
Tento vypolet lze chédpat jako prvni krok iteradni metody
el Ek E_l [ 1% (_? R —.\
I | € =& =B L -0 ~Bya)

" 3 poddtednim pribliZenim & =0,

e
Pro takto definované €: plat{ odhad chy by

~
ey —e = CUB W UB_-B W)  ye, 1 . |
A | Protoie D 2dvisi na w spojitd, bude pri malém kroku S, i '
rozdfl EQ—E; maly. Poznamenejme, Ze pro j = X (variace
teploLy Uq. ) je dokonce 54’-‘5_3 tedy

-4
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T-nto zpisob vypodtu md tu vyhodu, Ze pro numericky vyipodet
gradientu v jednom bod& stadi spoéitat pouze jednu dekompozici
matice i&,| kterd je znadné d&asovd ndroénd zejména pro vat3{
dkoly. Wypodetni 3loZitost ostatnich sloZek vypodtu -
transformovdni triangulace, vypofet matic a tuhosti, atd. =
roste pouze linedrn& s rozmérem ulohy. Matice B 3e blokovd
trojihelnikovd se symetrickymi diagondlnimi bloky (= matice

tuhosti pro teplotu a elasticitu) a pro jeji dekompozieci je

tedy nutno veolat 2x podprogram MNCHB.
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1.5 Implementadni pozndmky
Program byl odladén na poditadich EC 1040 (VC UK) =a

EC 1045 (SVT C3AV). Program pot¥ebuje 398 Kbyte (preloZeno

pfekladadem Fortran - B), ale pro nasd modelovy rriklad by bylo
moZno zmen3it prostor pro matice vodivosti a tuhosti (cely
program by pak nevyZadoval vice ne% 300 Kbyte). V3echny datové
struktury Jjsou zobrazeny v operaéni pamdti a nebyla pouZita
technika prekryvédni pro program. SpotPeba &asu zdklaun{ Jjednotky
EC 1045 pro modelovy piiklad : podprogram IRIANG (=sestavent
triangulace) potreboval pfi prvnim vyvdénf 43 s, p#i daldfch
0,1 8. Vipofet jedné funk&ni hodnoty cenového funkciondlu trval
12 - 13 s, tedy vypolet gradientu cenového Ffunkciondlu {numericky
trval fédovéllﬂo s. Na vypodet podle tabulky 1 bylo potreba
pribliZné 15 mwin. (pfitom v optimalizaénim algeritmu nebylo
nikdy potfeba rdzpdlit délku kroku). Omezeni programu a kde je
nutno udélat udpravy p¥i jejich prekriodent:

a) polet uzld = 300, polet elementd = 500 (COMMON "OPT" v hl.
programu & v podprogramu F}a proménnd MELEM v hl. programu a
pole FE,FT,BE v podprogramu TE). TRIANG, GRID a 3EZNAl maji
omezeni polet uzld = 400, podet elementd =< 600

(pole XR, YR, W v TRIANG, pole Xk, YEE v GRID, pole IA, IP,

IPL v SEZNAl a2 pole v jeho podfizenych podprogramech).

b) pofet uzld nebo hran v okrajovjch podminkdch = 50 \podpro-
gram F), pofet hran na \,= 10 (COMMON "OPT")

¢) matice vodivosti = 10% g tuhosti = 4,10% (podprogram TL),
uklad4d se v3ak jen polovina matice a nenulové diagondly, tedy

pot¥ebny prostor zavisi na 3ifce pdsu téehto matic,

d) r4dkovA tiskdrna s alespon 128 znaky/isdek (podprogram L31G)
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Strudny popis nejdileZitsjiich &dati program

Hlavn! program: Optimalizadni algoritmus, kresleni sit& na

1 tiskdrn& nebo vystup dat pro kreslenf na kreslicim zarizeni
fy. Hewlett-Packard,
Vold: F, LSIG

F: Podprogram (funkce) pro vypolet hodnoty cenovéhe funkciondlu,
Vold: TRIANG, Tk

IE: Podprogram realizujic{ vypodty z odst. 1.2 s Le3
?olé: MCHB (podprogram knihovny SSP pro redeni scustav
linedrnich algebraickych rovnic).

IRIANG: Generovdni pohyblivé triangulace

—

Vold: GRID - triangulace referendni oblasti

SLZNA® - lexikografické odislovéni uzls

SEZNAl - optimalizace od{3lovéni uzlsd

B)

- tisk uzld s okrajovymi podminkami
LISTUJ

=
=
o}
!

' L3TG

L3TG: kreslenf s8{t& na tiskdrnd.

Srovndni oznaleni v této zprivd® 3 oznadenim uZitym v

progranmu (hl. program + podprogramy F, IL):

WL (vektor ndvrhovych promé&nnych) . . . . U
1| o, R 11 2
o ’ : . FT §
a L. . : : : . . HC
? “ . ¢+« « .« . . . . ALPHA
YV o . . : g ; i .. : . . FLUX
L‘\’:\'-Q\: . T i

{
= U\:(“\\“L\ (posunuti) . ; . . . A




oL+_ s ; g . . . + « « ALPHAT
Jdy . . . . . . . . . . IPEN
\((iconstanta v cenovém funkciondlu)..PEN

e . . . . . . . . . STEP
™ 5 @ W g B oo . 8{1)
8, « « . R PRS-,
., e e s+ s . UMAX(I)
W, C e ... .. UMIN(I)
€ap -« - “ s a5 s . B2

s v om o v ow . . 57
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1.6 Popia vstupnich dat

Data na obr. 1.3 byla pro pfehlednost rozdé&lena do 7

e r—

odstaved.

1. Zaddni koeficientd ulohy NAMELIST bD. {te se v MAIN.

2 = 5 : data pro GRID
2. 9=polet podoblasti, 42=podet dé€licich bodl. Formdt 2I3.
3. Soutadnice d&licich bodd, nejdiive x  pak % .

Srov. obr, 1l.l.Formédt 8F1g.5.
4, Tzv. connectivity data. Pro kaZdou podoblast jeden Stitek,
ktery uddvé s kterymi podoblastmi sousedf. Npf. 2 soused{
hranou 1 s podoblasti 3 , hranou 2 s 3 a hranou 3 s 1. Hrany

se 8isluji od spodni proti smé&ru hodinovych rufifek. Formét 413,

5. Data podoblasti. Radek obsahuje:

¢islo podoblasti, pofet Iddkd (=déleni), pocet sloupeci, &isla

8 .
9 d4&licich bodd, které podoblast definuji, od hrany 1 proti !

sméru hodinovych rudifek. Podoblast musi byt &tyfihelnik, d&lici
body uvnit?¥ stran zaddvaji jen pPipadné nerovnomdrné ddleni.
6. Okrajové body oblasti .fL“ , Srov. obr. 1.2. Formét

19X,2F18.5. Cte se v TRIANG.

7. NOPTIM - polct krok3d optimalizace olislovéani uzll. Formst

I2, &te se v TRIANG,

o g

TG
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.
: £DD MODE=2,U=.15,.15,.03,.40,.20,.03,20.,

§=6%1.E~10,1.E-3,50=2%5.E-5,%5.E =5,2 £ ~5,10.E~2, SIE=-20, ,

2

| FLUX=10%1.38+5, IWRD=1,9=20. ,TPLN=380. , I0=1,FEN=50. , & END
| 942 21

| : :
& ..-1’ 2F4®/J’
s 1. -.5 Ga -.125 -.25 - -.75 -. 875
' _.1 - _=25 5
' A g75 O. ‘l. e 875 --75 e
[ —.25 -a125 o. “95 a5 lo 0125 025
: .5 515 875 .25 .75 ds .125 ¢25
| .5 .75 .875 1. .5 -1, ' ¥ -.5
0. 0.
¥, 1. 1. .875 7% .75 .75 .875
.5 9 .5 .5 O .125 .25 .25
.25 .125 0 0 | 1. 1. .875 .75
: .75 .75 .875 .5 .5 .5 .125 2%
.25 .25 .125 0. B -5 = -1
'1' s
4, | yI?
O (2000 OLan 4 1
3 s |1 jo %
9 Je e 4 < B
B 0 |1 o M
pl 8 !:;O : 6 |2 t €
0 /7 ' 0 5 4 j
3 l o |6 |o v ® |
o l7 |o |5 3
D o 3 (o © 9

2 .
i 5 4 7 6 5 4 3 2 1 8
; .

i
{
1
| B 5 13 20 19 18 17 1@ 15 14 |
| 4 5 5 13 14 15 10 7 B 1 9 E
. e et o b e LT b e L e s e i i T
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5 5 5 19 31 32 20 24 23 3 12
6 5 5 24 25 26 27 22 21 3 23
i 5 9 34 35 36 30 22 27 26 29
8 2 1 19 37 36 35 34 33 32 31
9 3 5 39 40 41 42 19 20 13 38
5. oX | 2 F1é-J
1L 0. 3

2 25 .3

5] e D a3

4 . +J5

5 .3 .05

6 .0 s

7 s 29 +0

8 .0 .0

i

02 Polet optimalizadnich krokid L

/¥ Vstupni data

Podtriend ¢isla jsou ¢isla odstaved, prisludné fddky nejsou
v datech obsaZeny.

.
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Obr, le4. Transformace podcblagt:{ 1la? g 5
referenini oblasti () ma po&oblz‘afti oblasti (2 u- |
|'C
. A
e,/ —
n, s(AC)T \$(B L)
ol w 4 I !
o U . \
QO S
j_; .
| S
| AB —= FG linadrnd Q=1 U-—=V
oA F
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V=a+d (Z-w) d, (Z_H)
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Cilem této kapitoly je vyZetfit, zda-1i resen{ pPribliZné

tlohy konverguji k feéepi pivodniho optimalizadniho problému,

jestliZe se zjemﬁuje.parametr triangulace kX nule, UvaZuji se
zde pouze "primé" trojihelnikové prvky a linedrni polynomy.

DokdZeme, Ze z kaZdé posloupnosti Pedent pPibliZné dlohy
(se zjemnujfci se triangulaci) lze vybrat podposloupnost kon-
vergujici k reden{ pdvodniho problému optimalizace. Rovn&%
ukd%eme, Ze i pfibliZni Pedent stavovich problémd pfi tom
konverguj{ k fedeni stavové ‘lohy na "liritni" oblasti.

Zopakujeme ﬂfjprve zadanou optimalizadni dlohu (srov.
¥1/).

Stavovy problém:

1. &4st: najit funkei Te VQ-“-‘) |
Vea =fv=H'ay v=0 na T3

takovou, Ze

V-7, « Ve Y,

(‘2-1) /QV&.WW&A'# -Lfﬂ'wdsz/awds 'V'w& V(nq-)
Zie a = koned >-0\u.=\can1.'\-i_‘. O\'O‘°=\‘ahx'\'.‘c&e\~2(9n°3
J3ou dané funkce, oblast £, nd hranici

Dﬂq- -'-'-Dn-.a O -a-n-‘ J -Vq_ I

kde T\a— tvori krufnice s polomdry gk a stredy S&. f

k=t .. Ny (viz obr. 2.1), 90,  je "vn8jS{" obdélnik

& da._ Jje vnit¥ni hranice, DL anl ‘@ £, na ndvrhovyjch

Ny
Parametrech @ E{_Jk &\A \ nezdvisy{, O Lr, Jje polygondlni.
% =

A

o
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2. C4st stavové dlohy:

VP(.CL‘__)= i“GEH*(—Q—‘J]l'—{uds =.Ql

A
/(xqul_— 2u4)a\s. =Ol !
™

kde r: - En‘ Jje pevnd uselka, nezdvisls na « .

Hleddme funkci ue V? (.n.,_) takovou, Ze

(2-2)/( Addvy w dvy *Za.g E.,._‘.Qu) L;i(v)ﬁckx &

g

= [ % T Ly Ax ¥ va N (a).

Ay

A
Zde )s:—-:O‘e.L:-O /\f\°>0' Jsou dané konstanty, séitéme
pfes opakované indexy v rozmezi 1, 2a D je Pedeni

rovnice 2,1)

Ugelovy funkciondl:

{(a;‘ wla)) = (meas .()_4_3_1{ Iz('t') dx (T ="T(uca)
kde TXT) je &tverec inten;ity samykovych napéti, tj.
homogenni kvadratickd forma ve slo¥ksch tenzoru deformace (viz

/1/ - Cést 1., vzorec (14) ).

. 3N,
MnoZina pr{pustnych ndvrhovjch parametrd ua‘,\ <R

R

Je definovdna nap¥. v /1/ S&st 1. - (19), (20). |

_lﬂglg_a optimalizace:

najit e e U g takové, e

(2.3) j (e wlan = v u) Ve Uy,
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pridemz u () \ resp. lAQ?;) znati redenfi ulohy (2.2) na

oblastil quq‘ resp. 11_q—.

Dale pripomeneme definici pibliZné Ulohy optimalizace

(viz /1/ 843t 2., (45), (46) ).

Budeme uvaZovat pouze triangulace sloZené z "primgfch"
trojuihelnikd. Zavedeme pohyblivé sit& uzld jako v /1/ ~ Z4st 1,
kapitole 2.2, zdvislé jen na parametrech Q-@=qua
Prisluiné triangulace budeme znaéit.ffhtxs a sjednoceni vdech
trojuhelnikl 2z jrhcd) bude

ﬁ-% = -f""h("") ) d"“uaﬂ 1
pPicemZ
W= max (ddam T .

Te (:\"h( ad)
D4ale budeme znalit prostor konedéngch prvkd

H (n =iv e C(n 3:\/“\_‘_(—.?‘(1‘) ¥ Ve Th(.a.dkf

Vlan= H (o y n Vin)

VP"‘(D'FD = {u&T_Hh(ILh\)]:l:/u As = OI
1

1
/(x‘ul—-‘r-lu‘l\ ds = O}
"

A A R e L S Y S TR I N R B R
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PPibliZnd stavov4d dloha:

I 1. ¢4st: najit -Ehe.. Vh('n‘ﬂ takovou, Ze

(2.4) /a v E VYA re thwhds =

Ah [SEp W
=‘/C§,Wc‘3-/&.1§;wds %Whe\}h'
‘E-)n.o a-n_‘
2. ¢4st: najit mhe VF“(“LH\ takovou, Ze

(2.5) /(%Aiu wg Ava e Zpn i Cu e G dr =
AL

h

':/\Q,:l ('ﬁl ‘*"\th diy S A x A i & VP\-, L‘”‘ﬂ

L

kdeﬁge fedeni (2.4).

BB ib1isng Gloha optimalizace:

najit & e (AOA pro které je
\

(2.6) S‘ﬂ (e 4. (a)) = 3\n(1\“h(1ﬂ "d‘ze Mod |

kde

. -4 2
t“ (a \uhCQ)) =Cmeas o) x(h_\_: (’C(uh(c.')))ckx

& podobn& je definovén ih (‘Z . uh(rtj) .
Ve zpravé /1/ &4st II. jsme dokdzali existenci PeXent
Ulohy optimalizace {2.3) i pribliZné ulohy optimalizace (2.6)

Pri pouZiti &tyfikdnikovych kFivotarych isoparametrickych

Prvkd s "témé¥" bikvadmtickymi polynomy na referendnim &tverci.

- 32 = Sz 4482 ¥

B T




=33 - Sz 4482 V

vV piipadd, ktery uvaZujeme 2de, lze existenci Pedeni pribliZné
dlohy dokdzat stejnym zplsobem, pridem? se dvahy je3té technic-
ky velmi zjednodu3i,

Abychom vySetiili konvergenci reSenf pfibliZné Wlohy,
budeme potfebovat ndkolik pomocnych lemat o konvergenci Pedent
pribliZné stavové ulchy za predpokladu; Ze budeme zjemnovat
triangulace'?rh~

Lemma 2.1. Existuje konstanta C >0O nez4visld na @

a h takovd, e pro viechna e G.\kqd platf:
Hu = C lu} ¥ue Via, ),

|\c;h(q3 l.Ilh(q5
Ddksaz, Rozdélme Q. ¢e) na N, disjunktnich podoblast{

O om :l'.nlNo : z nichZ kaZdi obsahuje pr4vé jeden otvor.
UvaZujme libovolnou z oblasti o, a umistime poldrni
souradnice poldtkem do stiedu B aproximovanédho kruhu

Khm-Pak miZeme psit

oy - Ungy s 054227 (g, @ =r =2

i R
f | oultdx = 41/( u"r-\- Pl ) rdr [
~ | f
hm
=] ghm

kde indexy Y]“f znai parcidlni derivace.

Necht we C°° (ﬁh(a_\) vV (_O.hé_q)) .
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i e Te——

Pak méme T
u(v-\-.{ ) / u. (rk‘.h) drl
SHMQ£1)
L Q‘m("?.\\
u&(r, \Lg‘) = vy -Shm(tgﬂ))/ utdrs_‘—qu ui(r\\gn ar i
ghmﬁ‘i,\")

NLEICIR

kde
Rb:: wax (max R (\‘))"' m\fl (&-ﬂ&“\ -0- (13)‘" =
& PRV
Integraci dostaneme
2T Ry, (4)
¥2.7) l\u\\ // u(r ) dr, c\sh
hm(t) hd St\m(TB

41/%/ :('(/Wibc.-ﬂa..)ar <

Shmipd  Sam(%)

ad p 2 Q“"EWJ _
= R°]A‘?i' -Z—(—v\o #Shm(?‘\\)/ “\-(r \ﬁd) A“ -

S‘\h (‘ﬂ()

o A A - ¥
ot 44 8;:_ §
R e e TP U ——— S— Sk
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nebof pro viechna \ns\.,o‘c_ e Qad je moZno odhadnout

: i
' g"'\m(‘?‘ = ? gmin i

tedy
Zv/gm;“ = 1,

Priéteme-1i na obou strandch (2.7) &tverec seminormy,

odvod{ime
2 y 4 2
Wu W = U+R_Q i) V)
Loy n@ MWy mCe)
Sedteme tyto nerovnosti pro wm= Atz\ U Z hustoty

mnofiny hladkyeh funkei v prostoru V(r].h(q)) plyne tvrzeni

lemmatu, pridemZ ‘Il
C = ( 4 4+ ‘Rs a0 . \ c"B-D .
a thu\
Lemma 2,2. Nechf je déna posloupnost {_‘1(\‘\1 \\‘ - Dl
a(h) e U_4 takovd, Ze
(2.8) - LUm e (W) =<
== O
AN, _
(tj. konverguje v R ). Uvazujme reguldrni( Regulérni

Systém triangulaci{ je takovy, pro ktery existuje konstanta
'3:, > QO takovd, Ze Z4dny z vnitPnich udhld ze systému neni ;

nen3i nez? {To - Regulérni sysiém dostaneme nap?. "pﬁlenim;“,

-
tzn. pro posloupnost \n“=\-\°~2 i n-O\th... i

tim, Ze "nové" uzly v triangulaci ?;h odpovidaygl

il

O
8treddin stran triangulace Jy.,h) posloupnost triangulaci

{Jk(n_k‘)k ‘ kde £, = 0, @™ 3 privlizngen resent &
|
rovnice (2.4) na | .ﬂ..h, :
Pak plati

(2.9) 'L‘“-—& "»‘.(Qj (slabd) v H‘('U) \
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kde O = o, - a ’Lh resp. R:_QQ_) je prodlouZeni
funkce "‘—h resp. ‘\'.Ca,) nulou na K-nhr‘espg 6’—_0_2

Dikaz. Nejprve» ukdZeme, Ze existuje konstanta C-]
nezévislg na h a takovd, Ze
(2.10) Wty _=C o= w_ -
D
Vskutku, podle definice £h plati (2.4). Dosadime-1i
za W, funkei '\:\h , uZijeme Lemmatu 2.1 a nerovnosti & =10

fna ’g‘;;;;__ﬂq lq;}@ : miZeme psAat

AR _ 2 i 2 -4 3 &
R A ¢ ot /a1 vt 1M =
AL

h

an,

-4 o
= Ca'( g “c,an,“ AL LR ) =

- Q't- “J"—'H“KU

- Qa \\-hk“b‘a'b' Y

Odtud plyne nerovnost (2.10)

Existuje tedy podposloupnost {kterou budeme znadit

stejnym symbolem) a funkce t e H‘ (U) takové, Ze
— L ) 4
(2,11) L=+ (slabd) v H (T)
Ukaz ne, Le pluaty
(2.12) £=0 v U-n_

4

DL e L0t o st o 4 e, S P o 1 e T4 e e e e A NG CHCIESL AT L DY TR D Lo AL T S R ST T S TR A R RSt R R
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— o v A = I
_3 7 oZ 4482 %
e e e e e e et 3 e . A A e S Rt 8 2504 PR B e T

- L
Dikaz provedem sporem. Nechi tedy 4 #+ 0 na cno’ing B< U-.n.q_'

SQQ
priter? mes E >0, Oznaéme ch kruh ¢ stfedu
8 bolﬂmérem 3 - & vefinujeme oblast
|8 Ny —
a =9 - U LS
& k“ e
Ztejm? existuje W _(e&)  takové, e pro h<h o) je
{2.13) n c Q
128 €

fedy uvnit? kruht Kks:, k=1 . ‘No 5 plati

\ \
(2.14) Y =
| t, =0
Existuje dostatednd palé & > Q takové, ze

"as Y_(U—-.ﬂ.i\ NnEDJN >0

Pak miZeme v disledku (2.14) psiat pro h < ‘ng(f-;’)

(2. 15)/(\: %-_')ZAxE:/ (£ \:.)Ax-: ({;3 dx > 0O ,
‘ Ea(T- n.\ EN(T-n_y

Na druhé strand v3ak z konvergence (2.11) a z Rellichovy

vity (o totdlni spojitosti waorent H‘(U)C;. LZ(U) Ve
ad Eh -—:-r'E vy L QD) : ‘7
» cof je spor s .2.15)., Tedy plati (2.12). | |
Definujeme~-1i nyni funkei ® Jako reatrici "\ : ! |
| AP RN
pak je nutnz £ & V (-Q ) T
UkdZeme ddle, Ze 'ﬂ;-q- + splnuje stavovou rovrlx_;ici  .“(2,1)‘,
£ 3. t‘-'-'L(e;) Necht wWe V(a,) je libovolns téstovacil

funkce. Existuje posloupnost { w i =0 w e_C(n_\n\l (_n_q) 1
| . ;\

| takovd, Ze wee Wo N DK\*--.@ ( W= "'li‘-NO 'j
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(kde Kk jsou vnit?ni kruhy v oblasti 0, ), a

(2.15") W —= W v Hq(n.d_) pro s —=1

UvaZujme pevné W prodluzme je nulou je nulou na 3’-—ﬁq_ .

- S

takZe vznikne funkce \;uva_ . Jeliko2

pro dostateln& mald \\I méme V’:l’a._&\kﬂh\ proh<h_ .
Nechf ﬁ\ﬁx\nc_ Hh( ﬂ-h\ Je interpolace funkce GGH_
. (g
na triangulaci 5\,,(‘7-(\’\“ 4 Je zndmo, Ze plati

(2.16) W& ~w, M, = ChuW I,  =Ch W, N,

h o w2, 1N \
protoZe systém triangulaci {_Th(a_t\\\ﬁ  h—=0 I je
reguldrni. Zrejmé je i ?‘na\n& \Jh i tedy mdZeme dosadit

,do rovnice (2.4) a dostaneme

2.17) /o. vth- v, dx v [ & ih'fﬁ&kéts. =
-Qh 'Bn.q
_f 4 Sads - fam T, s :.
-ana ’B-Q..‘ .\‘I.
PPi limitnim prechodu W —=0Q vyuZijeme (2.11) a (2.16),

tak¥e vychdz{

| /o. vth-vﬁ\i&ha\x =/a v*’—h-v;}'u\‘dx —-%vi-v:ﬁ&dx:

o

L, (on a 5 !

' ‘ f
I

=/a <t . T, A= l ; h

a2, | “\

! /OL-Lh \ua\\As —"'/-L.‘{'_Wa_cis. ==/-Lt wa&c\& . E ﬁl
| 20 - anq anl i

e T T A N A A T a0 AT L B PP AT 8 T4 0.
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(Zde miZfeme vyuZit nap?. toho, Z*e zobrazeni "stop"
4 2
v H(0) — L (an) je totéln& spojité).

Limita pravé strany (2.17) je zfe jmd

/%W¢A5 "/‘&'D:,W*JS.
20, D0,
Méme tedy v 11m1t§ rovnici

/a <t vwﬂ&*-s-/g.'}_wa_és -"/}W&c}.& —_/a.'\‘)”;w“_&s_
20,

A N, 3o,

Konelnd& prejdeme k limit% s a0 - O a uZijeme (2.157).

Dostaneme v limité

/ <t . vwc\x"-/&iwéﬂ& /C%Wd& ﬁﬂ‘wds

An,
’l‘edy funkce + 3p1nuJe stavcvou rovnicl a mdZeme ps4t
= ) . ProtoZ%e tato rovnice md jediné fedeni, plyne

odtud, Ze cela posloupnost i-\-_k.& konverguje slagb& v H“(U\
|k funkei t(a\

Lemma 2,3. Nechf je déna posloupﬁost {cr_(\ﬂ} \\'\ -= QO
stejnd jako v predpokladech lemmatu 2. UvaZujme opdt reguldrni
posloupnost triangulacit {I(ﬂh\], kde £\ = ﬂ\_‘(a—(‘“\\
8 pribliZnych relen{ u, druhé stavové rovnice (2.5), '
pPridemZ na pravé strand dosazujeme pribli¥né pelent ‘\:.hrovniﬁée (2l

Definujme oblasti

By A -
Cam={xeﬂ¢:\&-g(\\>gk+;-‘ k—k\...!No‘k[h-»:k\?_\...
Potom existuje funkce ue Ve () takovd, Ze S

— e, 1"
h\G u\G (slabd) v 1 W e Vel

Pro vsechna aostateéne v&a m a h=0, Tato funkce je Fe-

Senim druhé stavové rovnice (2.2) na De 1+ tj. v =ula).

. i e s N L I T T AT RTS8 404 147G A B 12 e DA - T
e T ey
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Dikaz. Dosadime-1i do (2.5) za testovaci funkei v
v =

i
dostaneme B
w400
h
=/ku('D;+-Lh) div uhc;nc =
NeN
h
= CUTH__+ WEN ) \e
= C £
oy h o @rle ) r u(“h\\\o P
.
kde jsme pouZili oznadeni
.
i 2
lu, | = Lﬁi_-(l&\é\x_
\\E\n.h A=A ‘ h
o M
)
Na zdklad# odhadu (2.10) odvodime odtud, Ze plati
2
Zona u, VY a, = Cilugden
[y ] 1 n
tedy
(2.18 =C -z
) \u\\\étn.h 3 Sl \'\‘ i
Pro dostateénd malé h
otm) e b= hotm)
zTe jm& platd 'D"\\D C?m
FPotom
(2.19)  \u = | = ¥ h <=
h‘a\em U‘hla‘nh—“ Cz h \“1("‘3 :

- 40 - Se 4483
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Existuje konstanta C‘(mj takovd, Ze plati nerovnost

Kornova typu (viz napi. /2/)

bu v, -

\

(2.20) = Q.\(mj “u‘n“ﬂ\("

Yy

Vakutku, protoZe uhe \[? (nh\ \ také restrikce

W
\.\Gme \’P(@rm\ ;
Z (2.19), (2.20) vyplyva, ze

C,

——

¥ h=h (m) .
C\(nﬂ ! 'm}

(229 ““h“\ o

(Tl 2]

ProtoZe V‘.( G

Je reflex{fvni Banachiv prostor,

§ Z
existuje prvek u(m‘:& K_H ((‘7“‘3]

8 podposloupnost

{_U\\.‘A takovd, e pro “‘ v ) plati

(m)

— A

G m

Gs1ave) v LW ()1

(2.22) u\\‘l

Pro oblast G dostaneme analogzickéd tvrzeni
(&) ?

™ 44

jestliZe vybereme vhodnou podposloupnost {U‘h } z posloup-
L

nosti {“\\1 atd. UvaZujme nyni diagondlni podposloupnost {u\‘b‘g
4
v3ech posloupnost{ {U«\n‘} . {uh} g 9%

bxistuje funkce we \J\._, Car, ™y takovs, Ze

(s1ab®) v TH'(GL Y12 N wm

(2.23) .
- |

u“‘b —_— u\

Vskutku, abychom toto tvrzeni{ dokdzali, uvédomime si nej=- |

prve, Ze existence zobecninych derivaci Ddw,; [Ox; plyne z 5

i
definice; ddle je 1

(o) _
(2.24) |y \83 =

L7 2

o A g S I ST T T R Y 3 AN ST T

AN TV A P
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e e e
,

» 4 &
nebot mnoiina M __ = iHF_ W CG.O] vie o = C’z}
12,1

\
Jje slab& uzavrens s plati (2.13), (2.22).
Koneén& miZeme dokézat, Ze pro viechna PTirozend &isla

™ \\t. plati na Gm skorc viude

(o) u(m-\-\u.) \

(2, 29) w = Gn—.
Vskutku, nechf pro dvojici {n\‘kfi neplati (2,25)
pravé na mno?ind E C.Gm , ™es E>0. UvaZujme dvi

pcsloupnosti hodnot funkeiondld
LY} = . [ 3
<“Q\ k°>,. /“Y uhb \
G

r=m r:m-i-\g \ \'\D--D,
Qe T anT | wpeqc €

Zfejmé je

kde

_E‘:GmC-Gm+k

tedy

<? ey Ze = <% Y n ek —:j"g Ty

Prejdeme-1i k limit \‘b = Q  dostaneme
<L.€\u >\'h = <"? ‘U. >‘“*k {

neboli
/t{ Latm _(me Ry g g
() (m+ &) _
Zvolime=1i =" -u (prodlouZené nulou na N,-G_ %

resp. .o .“G%“ N ), dojdeme ke Sporu s predpokladem. Plat{ E

tedy (2.25) a mi%eme definovat
(2.26) o =ut™ |

Z nerovnosti (2.24) nyng plyne, Ze

TN TR BN i o ST RN £ S e

SR S AR S 3 Pt R oSN O PRI Y £ 6 Y
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lu\? S F A =

e\nt ™ - o= E‘GM

dokéZere, “e ua.\/,P(-t’LG) - K tomu stad{ ov&rit pod-

minky na l"* ¥ V disledku 2.26) pro 3topy na F* plat{

(2.27) “\p = ""(ﬂ\\- )
‘ 1 1
kde ™ Je libovolné a podprostor V‘. (G'nD Je
slabé uzavreny v Y.H‘("mﬂz- ProtoZe
Nl e Ve (& ¥,
slabd limita w¢™) le2! také ve V‘.LC’MB ‘ V ddsledku
(2.27) je tedy ua\l‘_ (-n-a) . Plati tedy i Kornova

nerovinost a

2

\\u\\i = Clul

= (l CI < o=
\'0"- e\n'ﬂ. Z

D4le ukdZeme, %e funkce W splnuje druhou stavovou rovnici

(8,2 ),

9« miZeme psdt W = w(a) .

Zvolme testovaci funkeci v e-\’?(“‘-a.\ libovolné&.

Prodluime v {(nap¥. podle Babide-Nikolského) na oblast U‘t

takZe v

(2.28)

4 2
znikne funkce Ve LH (8Y1] a platt

Vi e Np Cay b

L ”

- ra
Existuje posloupnost funke{ \Iae_ [('_oaﬂb_)l takovd, Ze

(2.29)

M

Wy, == v ‘:\{‘(G)]z pro 2 -= Q

. 2
Interpolaci funkce Vo v prostoru Y_\'\.ﬂ(.ﬂ_hﬁl cznadéme

 Vay, -

(2.30)

Mame pak

“Va\n"\'&“hn.;, = Q\ LL

\
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ProtoZe v3ak W 2 nesplnuJe podminky na T‘ priddme

"opravy" - P, (n.“\"_\ ve tvaru

3:.0&_\\ =) Q“*B(?‘L—-ch'\

A4

Zph, = a,* \a(x(-—xwﬁ

\
kide %;. Jsou soufadnice t&%i3ts Usedky ru - Konstanty
SN e vypolteme tak, aby soulet Vol + 201,
splhoval podminky na ru \ tedy klademre ‘

|
L n,
/(.Q +L(K )dg-ﬁ-/ah ds_-_- I
r| 1

/[_x (C-\ -\-\n(x ~x, ))-x (q —\o(x = ¥, 3)145 4

+/ (X‘ Va\‘z.-—xz Vu\_“.) As --"O,
0y

APSE—

Pr{mym vypodtem a na z4dklads konvergence (2.29) a L2 5.30)

cdvodime
-4
.
o.'-_ = ag P,l) V&\‘\i_ A& —I O
3 T \
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e L S S

pro k*O‘ 8L —==0, 'S =h(wy . Vskutku, pro

h=<W%w, Jje _n.hD G’m . @ tedy podle (2.30)

“Vadl\ —Va_“o“.“ = C. “ V“\\ - Va “t\Gmg‘E

25

i

= C W =v o = Ch v

r‘/v“\\i&;-ﬁr‘/\lﬂiés pro \'\*O‘Ln\‘Z.

1

Na 2z4klad& (2.29) viak minme

/vuiés -*/v,;c\s. =/v§_ds. = 0.
i o T
Podobtn# pro W dostaneme rovnici

,:/ (x, Vath, ~ %2 Vah,) ds
,
a dokdZeme, Ze

b= 0O pro hs=hy=0, an-=o,.
Celkem tedy pro W = Y (o) =0 =0 plat{

(231 W=, A, o, = bz, U, =O

t Oznadime-1i

-]

Vo= N + E,, € \)Ph(.n.h\ ‘

: potom plat{

(2.32) W\ -V “*.M = O pro % —= O

Vskutku, miZeme psdt - pro normy \\.
R

W =T =\ Vap ~V r 25 = “Vi\,_\l;l.“ X“Yﬁ AR

e

Tl S TS T NGRS o N WL B i I a0 i

B ] T BT

-

2
\5! [.(“1"‘1:3 +(x, ”xco)‘jds T AYFpo ™MeS “\ TRy g mes r‘\
-

TR & 4 T TR AL S SN N

Fu

e L
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a2 pro vhodné vybrané X a h ¢=\\L®C) bude kaZdy ze tp{
¢lend pravé strany men3{ neZ Efs VyuZi jeme-1i
(2.3(}), (2029) a \,;.)o.jl}c
Pi3me nadile p#ibliZnou Stavovou rovnici {2.5) po dosazeni
= A" ve tvaru
\J\_‘ = \!h L
20 33 5 - A °
(2.33) (¢ Y e Vg, = \aa(ﬁ‘o-r\:_h\ div v\\\c,‘_n_h .
| UvaZujme posloupnost ik } 1hn = O ( ale pro jednodu-
chost vynechme v dalsim index “D“ Ma%eme psast
b -
(2234} \(.(uh‘v‘n\\)_nh -~ Cu v G, | =
- - + 2 °
= \((uh W \v\\c,ml \C(uh‘vh ﬂ)Gm \ + \((uhlvh‘ﬁ_n-h -Gml .

= h + \L 4 \5

Vzhledem ke konvergenci (2.23) je

(2-35) \4": E’/G PTro h‘\'\‘(gh"\) '

Na zdklad® (2.34) a (2.18) lze odhadnout

(2.36) P A R

ey
h‘\\z.
Odhad élenu \b

C\ uk\a‘c

™

pro

Jje slo%it&js{i. Pro interpolaci v

na trojihelniku Tc".rx'h(nh\ plat{

(2.37) \\v *T = C-\\v ; ¥V T WOy
Nechg G‘: c .ﬂ.h je nejmen3{ sjednocent U

trojihelntki T e '3 Ca W) takové, ze

| G“ =U>a, -G, :

T M U A A A, AR 000 Sl A e A TS T TSP 5 50880, N T T e i e

P v st

M v"h—v\\,h(.’m-: £

anly




e e e e A 3 - S 5 0P 5, o 10 S T A i e i S

ZPe jmé platf
No

(2.38) mas C;h = ma.s(-ﬂ. .-.C:m) +Z \\E(&kﬁ.%‘_-‘.kszﬁ
Ry * =) ]+ mes (. :1.1\ :

Ddle méme

T AL L T TR LE S P

= v Wy oh + Wmpy Wy gh
a vzhledem k (2.37) a (2.33)

rA
(2.40) \quku{ h = ZG u V,.s,,“ C“V&“z eh
Laal & o LI

MiZeme tedy psdt vzhledem k \2.18), (2.39), (2.40)

(2.41) |, :K(uh‘u’:\) 6, 1= Qg Wil

£ o ﬂ:Lh_ G

R Cliv,, “zlG: + |l iu\sui.n\,\} _

Shrneme-1i odhady (2.34), (2.35), (2.36) a (2.41), odvodime,

" l(Cuh‘v;)D_h ~((u\\f\3_u_‘_\_<..
= Wy, vy, SN Ny o, _o | =
| = —i—+ C (\\vaul\c’: i “;“\““"‘tﬂ-li-c“u“‘\,ﬂ-q_“v“‘\‘ -G
|
fpm h -*\-\Lcm\ + UZijeme-1i je3t# odhadsi (2.38) a (2.31),

usoudime, Ze

| (2.42) L(uh‘v;\\nhﬁ-«u\mn pro h=0q ,
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4 5z 4482 v
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'l

VySetfme ddle limity &lend na pravé strand rovnice (2.33).

Pidme

\('L-h l&iv V:‘)Q\n‘h “"(”i"—\ Al v) o, k£

<o

:\(Lh\c};u v“\OU -(‘Ltd.iv vwo\u.\’f

' i

= {(& | & (v‘\—?\\o‘w R R R N AP

Z odhadu (2.10) a z (2.32) plyne, Ze
N o~ i ._-,\_' f__ o _‘r-.,_, “
l‘t = \(‘l'-h L‘L"(”\\ \Jﬂq\n | =C “.Vh Vi a ~= Q

h LY
pro h = O
Clen \5- konverguje k nule s h = o diky (2.7) z Lemmatu 2.24
Odtud odvodime, %e pro h —==0 plati

(2.43) ('*'—h‘d.'w v;\o\nh ~—=-(~\—_\ Ay V)

S

Ddle je
\("D—; I ;Liv Vhwo\nh—(o‘l\‘“" “'Bo\n_q'1

=

Lo

= \'ﬁl\{/&iv(v;—wjaﬁ\*\f&ﬂ Vadx - [ &y v I \} L
a, £,

A

Vzhledem k (2.32) je |, =0 pro h =0 .  konesns je také

\;zl/&v?ax\‘#o
\
-ﬂ.h_.ﬂ..

L o T e 0 1 Mt P B . e S DA 0 e T i A e P2 T v 5 s < e TR ey A



' - A8 - e
+7 D2 4482 §

A e T T T N S T3 o s . s
y = ~ e

pro h = O ' nebot

mes (‘1¥;~11¢3 —= O
0dtud plyne, Ze
(29 4) i o d
4 ('U\o | Qv V\\}o‘nh —= (U . \no\ﬂ.q_

Na zdklad® vztahd (2.42), (2.43) a (2.44) vychdzi tedy z
rovnice (2.33) limitnim prechodem W == O rovnice .

o v =kb(ﬁ;+£\&ivv>°‘ﬁq_. |
To znamena, Ze W splnuje druhou stavovou rovnici (2.2)}
pPri libovolném ve.\l‘_(n.a_\ i miZeme tedy psit w = a(a)

ProtoZe feseni rovnice (2.2) je jediné, plati tvrzeni

X

Lemmatu 3 o glabé konvergenci v I}ﬁi(cﬂ;ﬁl nejen pro diago=-
ndln{ podposloupnost {HD] \ nybrZ pro celou pivodni posloupnostiﬁ}

Tdm je Lemma 2, 3 dokdzdno .

Lemma 2.4. Necht Jsou splnény predpoklady Lemmatu 2.3.

Pak plat{

(2.45) Q.m \n% th(a:(‘h\ Wy = &(Q ula)) .

Dikaz. Pidme nejprve (srov. /1/ - &ist I, vzorce (13),(14))
T ) = § W) |

takZe {
%h(a(\\\‘uhj = Umes .G.h\ /Q(uh\ Ax

o 4]

Forma @&  je kvadratickd ve sloZkdch deformace a plati o

|
@49 Qlu)zon T Eitay 20 B
|

le

MiliZeme psét
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ol
i ( '
e J == P A AID r
2 oL 44352 N
- - e Rt e 3 s o o B AL 9.0 s sl 6. A TR e e S

e T

~4
(2.47) (mas "Lh\-‘IQC“\Q dx =(mes n.q_\fQ Cu )y dx +
Ay, Ay,

+Umas .n.hf‘—('mds .Q.GD"{) /Q (u“\ Ax
N
1)

Vzhledem k (2.46) mdme pro libovolné wn nerovnosti

(2.48)  ¥wm wd Cmes -tl‘:)hl] Q (u“‘\ Ax =

h=0o
ol ¥

i ‘
> Yim {,&_ ( mes _Q.‘,_\—‘j Q(\Ah\ Ax =(mes Q) /Q Cw) A= |
=0 G G

nebotl zkoumany integril je slabé zdolsa spojitym funkciondlem
a posloupnost iuhk slab® konverguje v T_H“(Gm\]z
na zékladé Lemmatu 2.3.
D4le pro viechna hﬁ'\\, vzhledem k (2.18) plati
O=< fQQuh')Ax = C \“hll‘n.hs Q!‘
Pak snadnél‘advodime, Ze

(2.49) (mag o.h\dn(mc.s n‘_f‘)/q (w Y dx \< (‘_\ma.s.(n.@ ~mes N, | -»
a
—= ) h

pro h-=0Q,

Kombinaci (2.48) a (2.49) odvodime podle (2.47)

~{
o Wl {, (2000, 2 mesCay) chu\ An A
h-=0 ™

Pf‘ejdeme—li jeétr‘? k limitd wn —== b“OdVOGiﬁle tvrzend (2‘45)°

Lemma 2.5. UvaZujme pevnou oblast N, eae uad

o] -n-h::-ﬂ.hC‘L\

a reguldrni posloupnost triangulact Th (.n_h\ .

Jsou polygondlni aproximace oblasti a, =0

W

B o T ——




F
- =51 - 52 4482 v
e B o

Necht Te D_ﬁ Q(jj]z Jje libovolné rozg{dent funkce
o E\ALQS na oblast § 4 uh Jsou priblizng reSent rov-
nice (2.5), pridem? na pravé strans dosazujeme pribliZng
redeni fw‘ rovnice .2.4).

Fak platd

(2,50] Yol =i —=0Q pro W =0,

\«\&‘a.h

Ldkaz. Zavedeme oznatend

{2.51) ;
’ ‘th(“"\,\ =\=n('°;*’£h (v w‘h\o‘.ﬂ.\“
-Q (wh\ = \¢° ("D'o +L | v W\\\ o, g
Na zdklad& rovnice(15) midZeme pro libovolné \ﬂ‘é_vpk (Ilh\)
psat

x =5
Zﬁu\“h‘“h\elahs Covn v, V‘*\“h

:(U:"Vh % -V\“—&\,\*‘{-‘;h(“hnv\‘n —((ﬁd'\ W "thﬁ\,"g =

h h_vh\a‘n\:x(c::‘uh_vhwwnh_ff\\(uh_vh\\_ |

Po zkrdeenf dostaneme ‘4 o
5C‘(lu—vh{£n+ S )
IR W eV, \wh\&‘n_

‘“‘n-uhla‘n_h

h
& odtud plyne

A 7 2 & ] e Cpep———.
BB i e s e v e e RO R RS O SR R e |

|
|
: f
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(2+52) luﬂu\h\e i

Wl
e (b

Plat{ d4le
~ = (
((u\wh\) (

[

LR

\' & —vh\ |

W wh\\-n. +

i T

= \Q ““h\e o F \vh—\&h\&

B9 o . 2 b
S & Sz 4482 ¥

e e e B KT TN A7 g ey LR A e

I

| Ratad U8 \“'h

VG - €& % Va |

£a T e )

W W V
b 1wh\£_‘.n.“

((“\\‘"»,“n

WAk

a protoze V\1(11 3 8 W je Pes3eni rovnice (2n2)
mame
« oW WNo =4 Cw
Plat{ tedy
l((ulwh\\ﬂh—-?h(whj\‘:\—r W, - Pt Cw )+ w WD _.n.{\ .
Kéme viak také
[(:E\\ \ch‘v Wh\oi_n_\‘ - & \cuv WH}D‘QL\ g
= --ﬁ- N = T ""N
(e -t di ‘”n\o\n.h\“ Cuk, *‘“olnh\wh \E\Jth ,
V(D v w,) \ h~(’3"oc“" ‘”Qo\na\ =1 a W W ey il =
-z c ’D\Ouok-‘lh-ﬂq_ (w‘nlé‘-ﬂ.h (
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tedy
Wy -dayi=ce Tovy, o
ProtoZe je také

\((T‘.\“wh\)n n‘_\f CA “{‘n.h-.n,_ Wh\a‘nh >

M

.ILL+ “-hk—\-— “01113 1\”‘\ \El ‘O-h

e
mame celkem

U, Cw ) - w |

a Rellichovy vity, usoudime,

\-\—--O.

Ze pravd strana konverguje k nule

pro

(2.53) — =IOy RN SUTN
"alea, %o, Mo oe,
PouZijeme-1i jest® Lemma 2.2 (ve specidlnin pr{pads e(Waa H#h)

Abychom

sestrojime k

odhadli &len s infimem na pravé strané (2¢52] 5

funkci w

stejné jako

. .
Jsme sestrojili Uh

k danému vy

prvek u‘he-_ Vow ()
(Srovne,j \2;28) - (2&32J),

takZe plati (viz (2.32))

Pak je zPejm& také
~ L] :
V&= E‘flh\—4=-C3

a dosadime-li toto spolu s (2.53)do (2.52),

konvergence v seminorm& (2.50).

(2.58) I(L&\Wh\\nh“ 'g'\‘c‘wh')\

\\--0

Dale je

oy = ¢ | é‘
K(u‘wh“-ﬂ-h-.n.,_\ C U “u"‘-h“-“m “W\‘\“‘.“-\, &
takie celkové dostdvéme pro h =0

plyne odtud

\i whu‘\_“_

!

Bt sty A

ke T TR

h
+\\O‘°\\°‘Qv&‘_+ “““1‘41,\-%} —= Q

s O B A W T b

\

[ R

R W B T AT Dl e LR AN S TR EMERITE
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JestliZe pouZijeme také Lemma 2.2 (ve gpecidlnim prfpads’
aM) =2 W) a Rellichovy v&ty.

Abychom odhadli ¢len s infimem na pravé strang (2.53),
k funkei o, gestrojime uohe_ V‘,\, (..Q.h\ ate jné jako jsme
sestrojili vy k danému v (viz (2.28) - (2.32)), takZe

plati (viz (2.32)).

(2:58) ““oh“&“ - Q pro h = Q |

"\n'h

Dosadime-1i (2.58) do pravé strany (2.53) a uzijeme (2.5)),
plyne odtud konvergence (2.50).
Lemma 2,6. Necht Jsou splnény predpoklady Lemmatu 2.5

Pak plat{

sh(q \u“\ -—-"i-\ (e \\A(Q_\ﬂ pro W = o

Dikaz. MdZeme psit
\i‘,(a.\uh\ -{(a‘“(d-\)\.f(vm.sntfl \/Q (W ydx -
"
._/Q (W= | + [ (( gmesg nh\'{ ~(wmas .Q_J" )/q udx =
Q.

...ﬂ.h

= L X -Il : |
Zrejmé plati — |
T mes 0y S /G0 ans fa@ el /qe@dan =T T, |
£ L, R o 8 — |

[-4

.

i MAme v3ak %
1] L ~ " é

Qlupy -Q ) = o-‘._i\d I:e,k.\. (u.h] ekl(“h\ ..a‘.“-(u.ﬁ Eklﬁml = IE
EQ.‘.‘,\‘L E—L“ (\-&.h-f\:\) E‘l_"( u.h\ +¢A\'\gl £4:l' @ &HCuh_T&‘\ = ;

= (u Y u\ 4 (LL (4 _.\.g)
o h ) o
3_\ \ iL Vo \

e L e SRR NN P ST WA B0, LTI B0 B . a2 e 70 e W L 8 SR

A e L e 4 M 6 R A 5 P8 SO o P R G B s i
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+
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I

kde koeficienty oLL‘L&_ jsou konstanty. MiZeme proto

odhadnout na zdxladé (2,18)

L

tr& ﬁ'J/-\G%(AL‘j-Cq‘taf)\cin :i//jli(kxh*qr Qih\ dx +
= .
" h

-\./11('&'\\;“-'&') dx = C \uh-t \etn‘h(\“\\\é‘n-h#
a
h

\21\5‘5:)55 (1‘\‘*h._TI\

€

Nyni jsme ji3 schopnl pristoupit k &ikazu hlavni vty

VP
Z Lemmatu 2.5 nyni plyne, Ze =
|
i[s-ﬂh-C) pro —= Q.
- Konvergance
I'-r — 0 pro h —a= )
Je zFejmd. Celkem tedy mdme
'I‘ — Q pro h —=Q |
Clen Iz. odhadneme stejnd jako v (2.49). Cdtud plyne tvrzen{ il
;
Lemmatu. F
|
!

celé kapitoly o konvergeci pribliznyeh reseni,

!
Vdta 2.1. Necht {Q(K)}\ h =0 ; Je posloupnost redeni

pribliZnych ¢loh optimalizace .2.6) pPri reguldrnim zjemnovini

RENTREY ST

triangulact.

~ ~
Pak existuje podposloupnost {_Q (\'13} \\\ -=Q takova, Ze

>




L e ISR

~ =~
L (2.60) e (h) =< pro 'h--c:'

kde <« & U\qd je PeSenf udlohy optimalizace (2.3).
Pro pfisludnd redeni ‘h:a u.‘;: pfibliZnych stavovych tloh

(2.4) a (2.5) platt

: o o 4
P (2.61) +_h — % Ca) (slabd) v proatoru H CQ ) )
(2.62) u’g — wla) (slab®&) v proatoru LH‘(G“‘\_\:‘

'\"m.?z- ™o oy

— Touar e
xkde O = ., -0, ‘Lh\ resp. tla) jsou funkce

resp. '\'.Lg.) prodlou~ené nulou na oblast G’—-.ﬂ-h , Tesp. F -

a Grm Jsou oblasti definované v Lemmatu 2.3.

D3kaz. ProtoZe mnoZina uo.c\ Je kompaktni, existuje

| podposloupnost {Q(‘n)_} takovd, Ze plati (2.60).

Fodle definice pFibliZné udlohy optimalizace (2.6) plat{

: (2.63) i"\:(q(t\ u;—)f A';- (7_‘u?‘.) "J-nze-, UQA \'\i-m\r; ;

Podle Lemmatu 2.4 plati -
(2 ule)) SKL:S"% 3% (e O us)

| 7 Lemmatu 2.6 plyne ddle, Ze

SO S TR IR AL RIS bh

| PTe jdeme-1i tedy na obou stransdch nerovnosti (2.63) k dolnt

! 1linit&, dostaneme

| Jeliko? n bylo libovolné, @ je redenim pdvodni optimalizad-

"(a‘u(a.)j f"ﬁ"\h—:‘g% \'-: ("z_\w:\ = 4 (n  wC UD) :

ni dlohy (2.3).
Konvergence (2.61), resp. (2.62) Je bezprostfednim

disledker Lemmatu 2.2 resp. Lemmatu 2.3,

T e T T S A M A T S N s N A A SRR R e B

f

hi




Pozndmka. Zkombinujeme-1i existenci FeSen{ priblizné

optimalizadn{ dlohy (2.6) pro kafdy parametr A
(viz /1/ 8&st II) s V&tou 2.1, dostdvime novy dikaz

| existence Feleni pivodni optimalizadn{ dlohy (2.3).

&

T R AT it i
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- 3cAbstrakini teorie Fedeni dloh optimdlniho ndvrhu oblasti
a _jejich aproximace

Cilem této kapitoly je jednak zformulovat obecnd tlohu

optimdlniho nédvrhu oblasti jako specielni dlohu optimdlniho Pi-
zenl a ;ostulgyat postadujici podminky, je3 zarud{ existenci Pe-
deni, jednak se zabyvat problematikou numerického Te3eni téchto

dloh.

™
Bud & mnoZina "pripustnych variaci” oblasti ILCL?{,

na nlchﬁ budeme TeSit stavové ulohy (viz dale), GrcE}

kde G“ bude eventueln& o néco 3ir3{ t¥ida t3chto oblast{ (zavedent
systému G? bude hrdt svoji dlohu aZ v &4sti, pojedrndvajicf ©
‘aproximaci). V systému (S zavedeme konvergenci JE:- mnoZin.

lzn. musime umét *{ci co znamend, e posloupnost mnoiin ..ant%:'

konverguje k oblasti -n-eG .

Nyni kaidé . @ G p¥ifadime Hilbertdv prostor V C.0)

f'unkci, JjeZ jsou definovédny na O . Jsou-li }n& NVen ) "&e\l(-ﬂ)

l zadefinujeme ddle, co znamensg ?v{*-‘k (poznamene jme, Ze %“,\t

imajl rizné definidni obory),

Stavovou relaci budeme rozumdt zobrazent

$: 0eG —= uln)e V).

i Tato relace je ddna napi. redenim parciilni dif'erencidln{
rovnice, &i nerovnice na oblasti !1-.Grafemcf budeme nazyvat

' uspofddanou dvojici

‘ G = Lo wtany

'kde 0. €6 a u(n) je Fedeni stavové relace na ..
| Koneln& definujme ud¥elovy funkcionsdl J(J‘\%) pro
' ye Vi) el
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Abstraktni ¥lohou optimdlniho navrhu oblasti rozumime Problém

(.“)) nalézt oo e & takovy, Ze
J(Iﬂ‘,u(n“)yf__ g(n-,u(-_n_\) ¥ nec,

Jednd se tedy o ulohu spadajfci do oblasti varia&nihe podtuy,
K tomu, abychum ukdzali, Ze (W) ms reSeni, zformulujeme ndsledu-
jic{ poradavky:
4 G-
(1) G Je Xompaktni vzhledem k zavedene konvergenci —e
G~
(1) jestlize n  neG D0 ) w(n) jsou

Fe3eni stavovych relac{ na n.“ L pak existuje posloup=
L

nost &“(““D}C{“(ans takovs, Ze
w(a ) —= uln) .

Riii) } Je zdola polospojity v ndsledujfcim smyslu:

a2 Qe

‘én& VQ-FL“\‘ \-k&\l(nw \\Xnmg&

Weta X.4 Nechf plat{ (1), (ii), (iii). Pax existuje alespon
Jedno FeSent .o ulohy (P .

Dikaz, Bud

it:'\n% (o, uln)y) = Lim } (o w (ﬂ“\§i

e & N oo
'j.nrf:G'je minimizujfcs posloupnost pfbblému (\?3

2 (i) plyne, %e existuje vybrand posloupnost z {_Qh‘k E

{budeme Ji v dal3dim znaédit 8tejn&) a oblast OO e & takov4, Ze !

O e <. 4)
,fl..“—-w'-'h--f)._ )

fecht u\(fL“\ wla®)  jsou resent stavovych dloh na . \_(1* :

o

Vlastnosti (ii) plyne existence vybrané posloupnosti
"*“(Qh\‘)}c‘ {“(QQE takové, ze

u\(n_“k\ —= u(n™) (R.2)

R e
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Kone&né z (iii) dost4dvdme:

- M (a, wla, W= [  a®™)
i K=o I "y 1
Na druhé strand (ﬂ*\u(ﬂ*)) = ‘l a tedy
} (e u(a™)) = wb (o wln)) .
| ane

Pozndmka X.{ . 7 (i), (ii), (iii) plyne existence redeni, neboli

v3ak jeho jednoznadénost.

UkaZme si konkrétni aplikaci v/sledkd pPedchozi dd4sti:
| Priklad X.A

- Nechf C D jsou omezené oblasti v P\“\DCQ -

J'Oznaéme

G = {nc,’R“ IDencQ ae Ny .

AR
my zna¢i mnoZinu v3ech nblast{ s lipschlifzovskou hranief

~—

o N a konstantou lipschilzovskosti rovaou R G = G,

V systénu o definujeme konvergenci mnoZin ndsledovné;

Ii:'

i

= P

Tekneme, Ze O & —= O D Des [h,
: g a P
JestliZe Wﬂﬂ —— ﬁK W (Cf) \ i {4
: ' H]

kde s\h resp. @\ Je charakteristickd funkce oblasti ., g%
i

resp, Q. . ﬁ
i

A § 1

Nechf NCo)=H () M N es if

|

- fa oud ‘&he\l(nh\\xe V() . Rekneme, Z%e }h _a..} ; L
jestlize &
, ]
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- AR I
i S S o | Z‘ -~ 41‘1:653 —

A A . s § AT . RS AT

. Nt o A
. 2} —_ } v ¥ (Qﬁ) slabg,
L2
kde g“ resp. g Je Calderonovo rozdffeni &n resp. 3
a & resp,.aoa na C .

: Na ka%dé O eG uvaZujeme stavovy problém

—aAaual(0) « u(.rl_ﬁ-——-'?' JL
?Du(fi)_: 9] @
S

Stavov4 relace % PO —= u ()

Neumannovy dlohy na -0n (£ e ()Y .

Konedn® ulelovy funkcionil (o

Je ddna tedy redenim

| ‘&\ je dén vztahen
IJ /}(n\x\ =D_/lvxk~£d\zc&x ,

. ’EA&-L?‘(QB \ -.k&’r'\{(—tl) )

* Ulohou optimélniho ndvrhu oblasti pro tento konkrétni pii-

i klad rozumime dlohu:

) nalézt -fi*e;ET' takovou, Ze
A ; }(n:x\ L&(IL")BS-/}CIL\“(@) N -Q.QG_"

| kae u(a) e W' (a) je fedenim ulohy (X.3) .

V dal3im dkdZeme, Ze (G%h mé alespon jedno Pedenf. K tomu

stali ovéFit platnost (i) - (iii).

AR

Podminka (1) je netrividlni. D& se vsak dokdzat, Ze ;

1 3ystém @ je kompaktni vzhledem k zavedené topologii.
| Ovérme (ii). Varia&ni formulace (%.3)

Jje:




| G
| Budte 0.\ O.e& takové, fe O =0 a u( ) W () po

B T s, P A A . b A 3R S bt Rt P eE [ - - e ST —
P T e R R —— ;
- T

| Zvolime-1i za testovac{ funkeci v spe<31elne reSeni w(-N )

| zjistfme, Ze pesloupnost {u(n.“}}:n

i
smyslu
aoL =\£m\s'\' >0 nezdvisld nawn a takovd, e (X.S}
Tu (oo Ny = o
(o o
| Necht W (O N Je Calderonovo roz3freni w e W z

 Existuje tedy vybransg posloupnost {u(_n. \73 c. i'&" Cn \-k
™
' a prvek w e_H» (Q} takovy, e

| ¢
(slab&) H(D
Ukaéme, Ze w‘a":‘ u(n_\ i E3 e \D\n_ Je Pelenim (-7(.’-&) na
{
7

limitni oblasti .. . ikvivalentnim vyjddrentm k&) je

- 62 - Sz 4482.v

nalézt u(_cl) e H () takovou, Ze

(X.&) _f(vu(nh IV ~u(a) v )c\x/-%vém _V'VQ-_\‘\QQ

fadd fejeni (X.4) na & WP

Specielns
![(Vu(n\ v + . Jv)dx _,ﬁl A "QL\:QHAQ.Q_}

Je omezena v tomto

oblasti Q. na C . D& se ukdzat, %e normu operdtoru rozdifent

lze odhadnout shora nezdvisle na ,t').cs-_E:Tl ti.

& Ca alaall, = Y

\.\(_(lhg———‘-h- )

O, @) weX @ (@) )/ X Fude 4 ve)
C K
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v

|
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vnit¥ni aproximaci B 3 V opalném pripadd Jej nazveme aproxi-

B! o2 4482

A T Ml o sl e B i 3 e .18 e e 15300t 3% 5 L e T T g b st b e e O

(slabs) v H‘(C-b ‘

dostaneme odtud a limitnim Prechodem v (X .6 ), e

C/LXVLQ.Q\, +Xw\,)&xzfx-¢v&x 'H‘V&H‘(Q3 f

neboli .
_/(vw,‘?v +wWv)dx = {-’v&x ¥ va W (113 :
0. -

% w\& Je skute&n® PeSenim (X. 4§ ) na £ .

Vlastnost (iii) plyne ze slabé polospojitosti zdols normy,

V dals{ &8sti této kapitoly se budenme zabyvat aproximacy
problému (@>

Bud "> Q diskretizadny parametr, n = O, . Kazdém h>0
priradime systém G;\.Q & ’ Obecné 6\\ nemusi byt ¢dsti G
V pfipad¥, %e G;CG_'V\‘\G_(O\Q rekneme, e ©y (vor{

maci vndj3i. Ka*dé oblasti -ﬂ-\ne@h priradime konednd -
dimensiondlnf prostor Vh (-O-Q funkei, definovangch na -ﬂ—h ‘
Ddle definujeme diskrétnt stavovou relaci Leh . ﬂh& G\{,.\ —
—— qh( .O_h\ < \}h Q.O.‘“\ . Koneéné zavedeme
diskrétni U¢elovy funkciongl

}h(“m‘@- Q,eq, Ine N, G )

Aproximaci udlohy nalezeni optimélniho tvaru oblasti nazveme

problém

@)h naééz: _Q__*hf')c.)——h takovy, Ze
2(\“ @ a (af )E}h(nh\uh(ﬂh\j "&‘n.h&q:.

e e L TS e A5 055 . 900 TS 59T 5 e ey o i e A LA 3 £ A AT RS T b




B e s P——,

PFitom uh(-ﬂ-h\ Jje reSenim stavové relace \fln .
B V dalsim nés bude zajimat vztah mezi Peden{mi uloh C\F}
i a CW \'n . Kromé predpokladd (i), (ii), (iii) zavedeme Jjestsd

pfedpoklady nové a sice:

G~

(k) © je kompaktni vzhledem k zavedeni konvergenci —= ,
i

{ (kk) ¥tnes existuji nh&G—h takové, Ze nhs-;.n_.
I
(kkk) Ze vztahu nhe._c?h\nh_i Tl plyne, Ze Nl <o G,
]
G . .
- - - i G’— -
| (ik) jestliZe _n.h—q-n. t.ﬁ.he_s'h\ne-_ a jsou-li u.h(_n..h\

redeni stavovych relacit "?H  pak existuje vybrand posloup-
nost [UhénhD}C.{u‘\(nh\K takova, Ze

Uiy Q.Q.\.\Q —= u ()  CR———
A uL.O..\ re3i stavovou relaci l.t na £ !

o™
| (vk) ze vztahu -O-\v\":‘-Gh . Ilh—q-nluh(ﬂh\) —%u(.n.)

plyne \-\&t‘:o* }h(nh\uh(nh\) = 'J(n\ ) .

iPlati:

3Véta)(.q Necht krom& (i) - (iii) plati (k) - (vk).
.Pak pro ¥ h =0 I resent {ﬂ:‘uh(.(fh\3 dlohy CP)\ .

_ Navie existuje vybrané posloupnost {_(f:k' tuh (n‘ﬁh -)1 c
"
C{nk\uh(ﬂh\} takovd, Ze .
' ~ S #

oF = o

e \ "

U\k\‘ (-—ﬂ.h\D — (__(')_"*) I

kde O%a & rest C@)a L\(_n_"’) & V(.Df) je Pesenim

8tavové relace \.Q na .Q:ﬁ .
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e o 8 TSR 3 A it . i o2 o St

IDﬁkazn Existence Fedenit f.n:'; \uh(ﬂt33 Ulohy GPB\,\

iplyne z (i) - (iii). 2 podminky (k) plyne existence vybrané

posloupnostl z {-O- 1 (v daldim ji oznadime stejn&) a oblasti
| o e & takové, Ze

o S 0o~ (%.GY
.Z (kkk) ihned plyne e G, Z vlastnosti (ik) okamZits

4 A
Plyne existence podposloupnosti 'L“hkc th3 < {U‘h(ﬂh‘)}
takové, Ze
U, (al ) —= «w(a™. (.3
k &
Zbyvéd dkdzat, Ze {:‘17 u (= jk fed3i dlohu C\?) Z (vk),
(X.¢),(X.3) okamzit® dostavéme:

B }hk (n“\. t“hg(ﬁah\‘\) - J (Qﬁt w (o) *. &

N e G libovolnd, pevn& zvolend. Z (kk) plyne existence
posloupnosti b, e S takové, Ze ;
a, = o '

l z definice C“)\h dostdvdme;
2( (.n. L (n \B-c’}h(n_mu (n\) 0 W& B
turd, Z X .

%) a vlastnostl (vk) dostdvéme limitnim prechodem
(afuwia*y=1(a W) M aew
. (07 W()) je resentm TP .

fklad X.2 Necht

={0LG.C°‘4(<O"{>) l O«’.&r; = cL?-C‘_.Y_

{

e

i

Sz 4482 ¥

| \i.'(x?)\ =Y. v v(OA) maas Q(*)"XEB | ;
2 Y—“ ‘Y_ -g-& ‘Y3 Jsou kladré konstanty vybrané tak, e u ?[0

-(.L) znadi mnoZinu omezenou pevnou ¢43ti hranice P a pohyb-

ivou 34at1 p(.l..\ JjeZ je grafem funkceel @
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B

| DeflnuJeme G = {,n.(u—\ G uqcl :S

1 G
| Nech{ . Gt ) ‘ [eN TR Rekneme, ze _CLCoL n) — -ﬂ-@%
prévé tehdy, kdy:z

oL == o

(stejnomérng) v < O‘A >

Na kazdé .Q_(-L) -LQU*QA uviau j
I v p¥{kladu X A s 2

I
!
|
g
!
)
i
z

Jeme stavovy problém stejny jako

- nu(&)-&-\k(ﬂ.) o "Q‘ -D.Q-L)
a“‘(”q = 0 na Dn(ﬂ)
-

|{onvergence funkei 'chr.\l(_n.(u_n\)

'se definuje stejnd jako u pfikladu X .4

fnnél.

k funkci &e N Ca Q)Y

( rovnéi tak d¢elovy funkei-

Necht OZa,<a,<..<q =1
<O\k> \ \Gg ‘Q;L..‘\f\\ ‘ L=l\...|n

‘vz tahem:;

Je déléni intervalu

g . wh
+ Definujme mnoZinu ad

N ° R
‘ U\qd = {o’-h&c(<0\‘l>)l “-h)mie.ﬁ (G'j--l o..x)‘
D= Y—nfih(x,)f‘m  ° Pew—" _.5\;;_\ wmeas (e ) = R} f

e '-Pq(

- ‘ a (L \ Je mnoZina omezend pevnou ddst{ hr‘anlce T1
. POhythOu 84st{ T (L

s 4 ;) 2nat¢i{ mnoZinu linedrnich funke{ nad intersalu

Q JeZ je grafem funkce '-Lhé- UQC\ .

e

A o A P . 2 Y
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- PoloZme nyn{ Gh‘-"i.ﬂ.(d.h\ oLy & UQ_AI

okamZité vidst, e G;.‘ <& 4hea(D ‘{)
ProtoZe £.(eol

Z konstrukce Je

Q\Je polygondlni oblaat,
Jeji triangulaci napr. tak,

Oblast dy (o)

miZeme provést

Jak je haznaceno na obrdzku,

S provedenou triangulact C\T(\'\‘\Lh\
oznadme J'l-h(oth\._KaEdé n‘n(eL
prostor

\lh(nh(th\= vhc.C_(n. CTRN YR Ll" e;—P T
T e TN e Hilae )

1skréini stavovs relace je definovd4na Fomoci Ritz
aproximace:

;) Priradime konedns - dimensiondlng

-Galerkinovy

nalézt WU (*h)evh(n- ('Lh\) takovy, ze

/(VL& (\Lh\ AT RN (uLQv \o\x/‘Fv dx Ny e\l(n.h"-,“l7
L. (u_h)

S

Ilh o )
Koneé&ns déelovy funkeciongl Je dan vztahen
Q)

2
(n. (L)) = EL‘/\Vuh(-Lh\-EA\ Ax
kde D

W
De 2 G as “ < \AM

e B T Rl L

e T PPy
i L S S L e S P e (/A R PO -

|
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; Aproximaci této konkrétni ulohy optimdlniho ndvrhu
V oblasti rozumime problém:

h
| *a K
; CEP)“ iW\ ad

'&(‘Lh("‘b (Al D) = Gl (ot D)

L
Za jistych predpokladi, jeZ se tykajl systénu déleni
h
'[TG\ ‘J-D‘k \ h—=0«+ VS U\M je moino ukdzat, Ze

(k) - (vk) je splnéno a tedy je mo¥no aplikovat v&dtu X.2 .

e e —

1
\ |

]
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V této kapitole stanovime diferenddl ddelového funkciondlu
[(a\u(c)) definovaného ve zprévé /4 /, /5 / (dlohu zde
pripomeneme) ve spojité formd a nechame jiZ na uZivateli kon-
krétn{ implementaci metody kone&nych prvkd k opravé polohy
i primé&ru chladiefch otvord.

Na oblasti -, (viz obr. 1 zprdvy / 5 /) Pedime rovnici

pro vedeni tepla

R B
‘ i
[l .
B
Ny |
B |
y
B |

(4.1) - &V =0 v o

Ty

8 okrajovymi podminkami

(4’02) '\7‘ "=‘6‘° TG P

-2

(sjednoceni hranic chladicich kandlyl, o nezavisi

na poloze a priméru kandld),

(4.3 2-% +duy = O na \_'1 (& j31{ hranice),
D\ n . i
(4.4) = C} na & (hranice odlitku)

Je-1li o koeficient tepelné vodivosti a o koeficient
l vndj3{ tepelné vodivosti, potom slabd formulace dlohy je
. jako obvykle (viz / 5 /)

Bud Via,y={veH () Hhaal na Vq_}_
| Hleddme T e H'(a) tak, Ze

L (4.5) T -P, e Vingy

(4.6) /avﬂ* vwdx+ /A Owdsg =/?;\,wds
g n, n b

o
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Névrhové parametry, viz /4 /, jsou soufadnice stiedd kruhovych

b}
otvord (Q’Uﬂl S‘(m ) ™ =‘|2- |"No a jejich polom&-

rd gm . Budeme predpoklddat g.\.i &min =Q .
(4.7) Z = c’o]'ﬁ‘ {
rn:l

jm (m) [ :
(4.8) ngm?d‘*.smt_:g ! 11:-{‘7.,‘

o

(soustava {,, polorovin pro kady otvor).

Budte ddny déle Lamého koeficienty X, - a koeficient
h.b (v dal3fm budeme oznaiovat X téz A ),

Hleddme vektor posunuti W 2(\4“\4._\

vyhovujici
Laméhc rovnieim
(4.9) (7\+r.q—-—-+e.kmu -k-——x':r‘ v o,
ou, EDu;
qg:’:ax‘ ?Dx& J
I & okrajovym podminkdm na
'.,‘ (4.10) 'C;_f Yy =0 na dan,
it kde
EVe slabé formulaci to znamend, %e hleddme
' bo 7 .

| vet'Ca, /) tak, ze ¥v e Wi . R®D e
|

it (4.12) /A&vud&vv‘bz(h.q- (u\)‘L~V)C*'3"='
n. i

e 05 N I T T Mt 7 L o 1 T DA M A SR £ T -0 AT o

- 70 - Sg 4318;




a
kde TC(CT) ‘Je néjeky invariant tenzoru napéti, nap#.
('m =Ty T . Bud nynt £ = (6888, 8%, AR e
. w + =
a ’U‘?\ . u.}‘ TeSeni nad{ dlohy pro £ =€ 4+NE l
kterou za predpokladd (4.7) - (4.8) predpokldddme Fe3itelnnu
pro J DEA= 5— >0 ' Na3im cilem bude stanovit
A€
N a (g, + ) /Az
Je=11i aM o
< yee )| =2 R
da A=0 K=

T ——

§ Je to zrejm& konvexni mnoZina

TN i T B s o e T

Za \c¢elovy funkcionsl budeme brat

4 2
. = — (TYA
(4.13) \(e. oL /I ®

potom zfejmé nejvdt8i klesan{ funkciondlu {(C.\
[
od bodu €, je ve smdru - + \

& dal3{ iterace, zlep3ujici polohu a polom&r otvorad, je pro A >0Q:

(4.14) | Ceg~nX) & (e -2 \EV?

L ¥
zde volime A "vhodné"; predpokldddme, #e vektor E.- 2t
vyhovuje (4.7) - (4.8). Ozna&me mnoZinu t&ch g€ vyhovuji-
cfch (4.7), (4.8) a LQm = {min" um& '

e e S T A S kP T S T oy A oo T

T R A TR S Pl s STERRCRYE (TSR LT USR
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b T e, 30 n

3 Obecn® vektor &, —'7\1: promitneme na uqd :
bud 'P=?(£.° -2 tento pram#t. Poton bude
{(Pleg~aTyy = ey + 7 4, (P, ~ %),
Volime pochopiteln& N te_ﬂ:, aby

(4.15)  {Cg) > {(P(e ~2N,

Je-1i splnéno (4.15), md%eme krok prodlouZit (nap?r., 2x),
Nenf{-1i splné&no \4.5), potom krok zkritime (t¥eba na polovinu).

Prejdéme k urdeni diferencislu { . Budeme pouZivat

- »:

metodu zobrazeni, viz nap¥. Q. Pironneau /¢ /.

e
Budte tedy & = E+AL | a oznalme na
hY 4 d A ’ ] e '
03 = 0, Fedeni '0",\ WU a cenovy funkcionsl ‘7\ .
Bud % & \&L?Q diffeomorfizmus Rg na AL,

L dostatedn® hladky na L .
' 1
Uvaime m-‘\'.\ kruhovy otvor. Budeme nejdfive uvazovat €
nenulové pouze pro tento otvor; pro jednoduchost nebudeme psat
. . . |
index w , Necht se stred S posune na £ a polomér se
- zm&ni ra gt.
UviZme ne jd¥ive linedrni zobrazeni vné jiku £ (soufadnicex)
[
na vnéj3ek & (souPadnice t{ ). Lostanenme, Je-1i &"—2&47\&-&‘
Q'= grAag: |
| A%
(4.16) }:x*)\hs +~(==-%) % % .

V dal3{im budeme uvaZovat N mald a funkci \f& Cw(&“§ :
) " ™y ]
§ S nosicem v malém okoll hranice r“_ m-"fﬂ-\'\ﬂ otvoru a
| s ‘T(k): 4 na r;_m tak, aby pro pevné ‘\P a A desta-

te¢n& malé, zobrazeni '

| .(4.17) w:‘&"‘[?\ASﬂ-(x-—S}P\ -zg"l"f’("‘) i
| \

T T S0 i P NS SN P SR T
B A R A A LT 3 PR N s ot T o PR A L T s ST M TN ¥ Mo AT K A T R N = N et TS e e
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e T T IS Ll -8 LA B TR Sy S R A g T S e 2 v o

oo -
bylo C diffeomorfizmem _r'i'_a na 41, | ktery formulf (4.17)

rozdi*ime na diffeomorfizmus V> na 'mf‘. Je
. b P
(4.18) %:hk(x\?ﬁ‘tk&c G&n(-—g‘a§ pro 5‘

dosti malé a je viddt, 3Ze
hois aok v-Q)‘

(4.19) ;_= xb&‘m X ngC“Q'\D}x (—5\5‘33.
Mame

(4. 20),5—3I ais (l+>~—3—’§~1:)+[>\a.3 +(x; &Qx-——&}%{.

Oznat{me-1i tefkou derivovdni podle A Je

Dy & ! & ﬁi—
(4.21) 53‘- = {a.—g—g-y* [.bg.;*(& U Eg‘l ax{

ProtoZe t&( =‘ti(k(\{(7\\ A) je

Dy . o
(4.22) 3_.. = _‘%"" " §"§L
O 1

PiSeme-1i (4.22) ve formg, 31‘ = 5a

potom dostaneme pro % =0Q :

l ’D‘,; c'l ’DK.E.
8.23) Q :0%‘( + ax Y_ 5*{:1

¥ tEdy

d T i =-SL‘§%«|:-[AS,;+(K ss’i&f—t

(4.24) ax -a‘t‘ 5

st ST T HL 4 TR AT N 13 S, e P

B S
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UvaZme jeidtéd he C (-n-) a necht nosié funkce Nr’

: r1“‘
konverguje k o -+ UDostaneme

L-m/ NS g——}:d\x =a/\nvi ds .
L.

Zrejm& je3t® dostaneme

(4.25) ‘__d.-:\- 1 rg‘&‘—[ =2-§—§—y4

A=o  Ox; A=0
D
+[ag, +(xg =D %&—1 a’—}:
Bud nyni

0, (4) = 05 (el = By 00,
e Vin ok o W k) = w Q\&<:X ).

f Mame

PV, dw
(4.26) [ & 372 5 dx** V) wds = 1 wds . |
dc T n
JLA F} o
Po substitucé = (X'k) dostaneme 2z (4.26)

aﬂ“ D | oy ‘Qu
\427)/0‘ S 2 -i—emhl‘ ﬁwas’:

Lx (a% ED:L
_ *——-———-J I",,
v . ‘ |
o |
i Predpokldde jwe nyni, Ze existuje tai ve W ‘%“Jy) i

| _ o 2.2
a %e -‘j‘?ﬂ J20u Spojité v A V prostoru \Nh;(—n-ou-‘-‘q')(

coZ lze snadno dok&zat. Dostdvdme tak

R

1(4.28) Vita, Pro ZE-Q eV(a ) je % W e V(n j:/:‘
| w)

|
i
i
|
f
§
i




| ~ - S
T e s ot et et o et
Lo ) ~ L]
)
Dx,: Dxr; S
.IL° 'V
N A DV
ey f +(,‘ _gm)_&] de <
m:l, ™ D x
7, 23, pu [ ag (xi-s,i"“v =T s -
+ / Sa x"- [ gﬂ'!
={ln™
11a] ‘1‘
No o~ DV () Com) Al m
_ 20 [Ag_ w2 )_&__1\9% ds
m =4 o u|
a
Pristupme nyni k variaci vektoru posunuti . Vzhledem k
tomu, e U Je uréeno a% na posunuti a otoleni, tj. a%
na polynom (kb +5x2_ \ Bg -\57‘4\ | miZeme poZadovat
podminku
(4.29) /u ds =0 /(K{u,_-xz_ugck& =
A Y -
nebo pro né&jakou 'ﬁ C-.P“ {1 >0 | a totéZ pro
srovnavaci funlcce-‘ozna?.‘ime 31 podobn jako vy3e:
f— {2 2
“"‘1” =T %) V) = VO Ve W n Ry,
: Dostivdme tak na e
X P
. A
(4. 30)/[1\9_}_&. %—4—(&& a& -5.——\:‘-)?—_\"_.‘ __\< N SIvi
Y SRS TR ST
b TR TR

O

= 1

o

10

AA D 17
G0l Y

~
-

oy

e

T TR




Ly Wen
- [0 =
E»-n--m_‘_, e ., A e e e 3 A A 5 S =B e e Lo T —

e s L [ \f
B i S — e e et . =

Po transformaci na Lo plyne

’a\; 'a 1 DU._‘. ’axh
(4, 31)/[: "_J"' _T&fg:rg‘a "'C“L(“c)xk a'a\ N

a:rg 7 axh‘ 'S"éz‘_.gx. 4 dx =0
+a>‘~la~l >a‘&ta’&\ k" 2%, D lﬁ

e~ 2
Pi’“edpoklédejme cpét, Ze existuje WM ve W (..(1. Fu)
a fe W Jsou 8pojité v prostoru W)bo (-O. v W I’RL)(

coZ lze snadno dokdzat,

.ﬁi Dostdvdme tak ( _A Je Lamého koeficient A )

1 (4.32) v&ta.

l; 'a\&..: Dvﬁ 2 Q\.L) Q.. QV) é\x -
| SIS "

<.7 Cre) |

S T e - /{A Lag Vit -8 % 8] ,»f
§ a_";_ 3 SRl E S, +(x&—~ (“‘))4—10 ~ '
! "9
! (), AP wm H
Filn ( _S )—%—1'\) ds + {

- % ‘37,:&: [A k 1- “k R m k}'\' Fg;

"‘"‘“ o m £ I'

I +Z_f £(""au "‘S‘s Luk—gi \)%15{%‘* I
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e e e e S, B e 1 TR 1 e X St T i T ————

. (w (m) o BOm YA
(;Lg_x‘té [ Agg_ }*(7‘5.“&9. ) ;&‘ 1 O’L'axé

-<'::>‘°’" Lot e~ Aty v,
~ : ) ™
“Zc‘“ q_;_&(@)@—\'-;. [AS‘; **b\."gx )_38119*}3 ds
N° DV, LSAN .) X '(“'i) BYm .
~ko /. /{0" "é [AS (}"Q ~&§ )é_lﬁ'“
= /., ,
r‘d'.

DV Cem) , )y A%m T .  ds
O 55 Lagle o= 22 Iy

jul

Oznadme nyni

4 R
[ ; ' = (t"(t'| d 3
¢4.33) &h [ILA\ / n." Lé & ( kde
-5
. hs
(4.34) "t,f:.[\gi-a‘g&k'*- 1—-—“'-}—)—-\«\‘3“ 5{
) {'a\kk at xh

Viimn&me si, Ze pPi soulasném pohybu v3ech otvord a zmén

Jejich polomérd dostaneme transformaci . na -Q-A ve tvaru

N
’ Cm) (o)~ AR m -
(4.35) Lf =><+>~MZ” [AS +(xS ) —g-:[’trmt )

! oo 2

kde '\fmﬁc CW )( W majl noside v dostatednd
T ) =4 P
| malém okoly & a \ﬁ’m na @

! UvaZme z tohoto hlediska
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Ponechdme-~1i oznaleni{ funkeci 'B"‘)‘ \’:7‘ Jako vyse,
dostaneme
(4.36)
"
: ’ax B &D
| 2. =
~ S
+ 3O ~(en "I'I“(’-L\‘ ﬁ—au' | x"i’\‘}‘ +
o am Dy ’;3’3.}; Ding a?:z*;'ax_g_
* L’a D, Dy D, | w; ™
R R WG b
’au"l__ Sxa -"‘ d d =
+a x \ a‘&; >1<I§
Nyni
(4.37) = ~e
e { [.(G z fawi 'a\kf' 4
1 . A4 8w ) AN
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Oznalme
- (4.38) Ia:?qam“
f u. w
&fln.\/[GA*S‘MA) i 9wy
v cneitd g—"";' L f
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a budeme se zabyvat jeho vipodctem metodou sdruZenych rovnie.
o

o
Podotknéme oviem, Ze reSenim rovnic (4.2:) pro On° a (4:32)

pro u° ¢ nidm umoZnuje pPimy vypodet .4.38). Zkudenost uka-
zuje, Ye | metoda sdruZenychrovnic je algoritmicky vyhodn&.
Viz J.H. Bomserle, R. Glowinski /7 /.

K tomu ulelu, oznaéme k dvojici =( ﬁP tr )

tE‘BtOVaC.L dvojice ("O‘ W e V(.O-') \W (.ﬂ. (QL)

kde fsmlnuJL podminku (4.29). Bud k =0 vhodng kons;anta

ig(o Je,]i velikosti viz pozndmka ddle) a polofme © = ('ﬁ"\ u*)
PN
(4.39)
1 e % b ¥
J((U\?ﬂ =\c_/qv17‘ vl +\<fo<.”0\ﬁ\o\s. + -

..(-).0 r‘l‘ g
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Oznalme ddle

_ A DT, DY,
(4.40) &4(U3= \I'\/[(GN'*a(A—[\Q Dr; 'c‘D}_»;Q- *

—

+G\g;5%‘°~ (6 A\ao+lf'(J-L\n°3 Qa:: T A

x T g:i) N 8(‘“‘& R (%) Txy Ca) T dx

M v :
a hledejme Pa V(naj"‘\w ("n‘\ « podminka (4.24)}

tak , %e platf ¥ W z tohoto prostoru

(4.41) ((G\"P\\ =&4(_\1\-
Dostdvdme zie jmé

(4.42) Vsta. ‘ - .
(OB Ty 3 G 1
=\<.<F4 \'ﬁ‘“> ~ <:2 \“*>|

kde F} a FE_ Jsou funkciondly na pravych strandch rovnic

(4.28) resp. (4.32),

—_——— s S e

Pfi feSeni (4.41) je t¥eba splnéni V-elipticity:
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Ukdleme na jeden prosty odhad, ktery oviem miZe byt dosti i
hruby.
Zrejm& stall k platnosti (4.43), aby

(+.39) / L AT~k T diva 1 dx =

L

2
+ke [T ds =20 i
r}‘/
4 \e. . 2 \K: Tj'\l
2 4= ° S Ax 2
—aa
T
+u/o de = Q
n

Stat{i tedy, aby

le. -
(40) ~ -Z——/\?'O“\ZA##\(& 'O‘AS——-L'_A /'\7‘ c}\x

r"\
Vzhledem k tomu,%e funkce O = O g T;_ , miZeme ji

pfedpokléddat prodloufenou nulou dovnitp otvord, Ve (4.4Q)
miZeme tedy oblast._ch’ nahradit oblasti bez otvord. Pred-

pokldde jme, Ze -, 1lze rozd&lit "podél odlitku" na
o

(4.41) ﬁ::{(xﬂ\z_) 0<x <q & (r-§<x <h}

- - f '
{("q \"Dt0<"«<°“ © x_?.< %, (7‘03
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kde -€-+ \-Q_ Jsou spojité na EO\Q-I

' Stali tedy volit \ tak, aby

"0y _
(4.42) m/kvw\’*é.wr\m/v As_hg /xr‘dm |
Gk aF
oy

: “* . y .
kde '\-:‘—- Jsou vrchni, resp. spgodni strana

(4.43) VEta. (4.42) je splnino pokud
b ks b2 1 .
k. = wmoawr I~ \ Z_(\ok
Dikaz: (viz obr. 4.44):
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| £ (x)
(4.44) T (x, ¥, Y A, =2b (x“OW-s-
%c *) 5
+ 25/ K‘\‘EL)) CML
’a integ‘tf*ov:mimmﬂrf}) pres X\G.( 0‘0\3 dostaneme
(4,45}/0‘ Ax s?.h/'O‘ Cxy Q) dx, +?_\o/\v'0‘\ dx
) .ﬂ.; T‘q -Q'r.:
statl tedy, aby vzhledem k (4.42) a (4.45) bylo
2N k. 2 4 Ake o
| kL > 2\:, k'— >2% . pro .. _ . probihs
dikaz ste jné&.
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Prace na Iefeni optimalizcee termoelastickych
systémd pro konstrukini procoviitd kop. SKODA Plzesd
byla m otivovédne potiebou nelezeni optimslniho tepel=-
ného reZimu soustevy forme -~ kov pii lieim procesu,
Byly odvozeny a ve zprdvich popsany teeretické metody
IreSfici rovinny model této ulohy. Zéroven byl sestaven
algoritmus 2 odladény programy pro zkuSebni vypolet
konkrétniho rozloZeni teplot pii z~danyeh okrajovych
podminkdch. ObdrZené vysledk potvrdily vhodnost pou-

e
4

Ziti zvolend metody pii Pedeni zadaného problénu,
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