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Zprédve je vysledkem spoluprice UTIA CSAV s Gvz6 k.p. Skoda
Plzen na optimalizaci oh¥evu velkfch predliski. V jeji prvni &ds-
ti se analyzuje chovdni teploty a napdti v p%edlisku v pripadé sin-
gulérnich reZimi ohfevu a formuluji se postadujici podminky pro

omezenost & spojitost napd&ti pri téchto reZimech.

Ve druhé cdsti se navrhuje a za jistych pFedpokladd (zejména
uréité monotonie) analyzuje efektivni algoritmus ¥izeni na zdkla-
d& okamZitého sledovéni maximdlniho napdti & moZnosti pFedvidéni
budoucich situaci. Na jednorozm&rném linedrnim p¥ikladd se ukazuje
redlnost zmin&nych predpokladi. Jsou uvedeny graficky zpracované
vysledky testovdni algoritmu na dvourozmdrné nelinedrni dloze ohfe-
vu ocelového télesa ve vozové oh¥ivaci peci & uvaZovénim pFekrystali-

zace materidlu.

Zprédve navazuje na vysledky spoluprice UTIA CSAV a k.p.ﬁkoda
Plzen, UVzU, v minulé pétiletce. Kedi ndkteré vyznamné df18i problé-
my tématu spolupridce a podtrhuje jeho sloZitost a ndrodnost jak po

strénce teoretické tak i numerické. ReSeni daldich problémi se pFed-

pokléddd v ndsledujicich dilech.




I, KVALITATIVNS ODHADY CHOVANI TEPLOTY PREDLISKU A NAPETT V WM
PRI SINGULARNLCH REZIMECH OHREVU;

Vyzkumnd zpréve UTIA &. 1366 "Teoretické FeSeni CasovE opti-
mid1lniho oh¥evu velkych vykovki s ohledem na zachovéni jejich ce=-
1istvosti" [5] cherakterizovala mj. chovédni teploty a napéti v
predlisku za pF¥edpokladu regulerity reZimu oh¥evu - predpoklddalo
ge, e teplota v peci je konstantni v prostorovych prom&nnych &
lipschitzovekd v 8ase. ReZim s kvalitami horSimi je nutno povazo-
vat za singuldrni - pro takové reZimy nejsou splnény v literatufe
(viz nap¥. [7],[8], ¢e.) obvyklé pFedpoklady. Nap¥. je-li predlisek
vkl4ddn do pece o jiné teplot& neZ je sém (obvykle je pec teplej-
1), nejsou spln&ny podminky kompatibility - tj. poddte&ni podminka
rovnice vedeni tepla nespliuje podminku okrajovou. Takovy reZim je
t¥eba uvarovat jeko skokovy ~ t&leso se zpoldiku nachdzi v konstan®-
nim chlednu, kde podminky kompatibility splnény jsou, e pak Je
vloZeno do horké pece.

%elem této kapitoly je rozbor odezvy teploty a napéti v télese
na takové singulérni re¥imy, nebot v praxi nelze zarudit gplnéni
nap¥. podminek kompatibility..Vzhledem k potiZim dbkazové techni-
ky ne¥edi problematiku definitivné a dévd jen Céstedné odpovédi
- ve vyzkumu bude t¥eba pokralovat. Hlavnim cilem je pritom dokéd-
zat omezenost a spojitost napéti pri ginguldrnich reﬁimech, aby

stavové omezeni na napéti mélo vibec smysl.

Rovnici vedeni tepla budeme naddle uvaZovat ve tvaru

?
A 5r =AUt Q= (0,9)49

LS

(1) 4 2L - g - g (Al ma S=(0,9)x 2%,
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Q Jje oblast télesem zaujimand, md hladkou hranici 29 . Pi-
vodni tvar rovnice (Cg COY = divin ) grad u ), kde U je tep-

lote télesa, ¢ mérné teplo, g hustota a N koeficient tepelné
vodivosti (vBe zdvislé na teploté&) prevedeme do tvaru (1.1)
transformact u=A U , kde A7 je primitivni funkce (=neurdity
integrdl) k A splmujici podminku N1 (0Y=0, Proto¥e M je kladng
funkce, je A" rostouci a totés plat{ pro jeji inverzi A .

cp (A
Snadno se spodte ,A(u)= hf/\u\ o Funkel ¢ op&t uvaZujeme ve tvaru

g:yrroy+d y‘* , kde «, > 0 Je koeficient pFestupu tepla & 6’5 > 0
koeficient sdlavosti (oba se predpokléddaji na teplot& nezdvisié).
O funkci B predpoklddejme hladkost a existenci /,4,0>0, ze /5 > /5, Na T,
Pro jednoduchost predpoklddejme u = 0 ,

PoloZime-1i y=qeA, kde ¢ je primitivni funkce k (teplot-
né zdvislému) koeficientu tepelné roztaZnosti p¥edlisku a oznadi-
me~1i S Poissonovu konstantu (nezdvislou na teplot¥) v vektor
vnéjsi normdly na hranici t&lesa,ms Lamého systém pro posunuti

v tvar

(1-26) av + grad div v = (2+26) grad ¢u) na Q

(1.2) v
(4-28) (‘,R; + (qrad viv3i)+ 28V div v = (2+26)y (u)Y na S,

Z literatury ([7], [14], [6]¢es.) odvodime, Ze rovnice (1.,1)
je YeBitelnd i p¥i singuldrnich reZimech, pokud teplota pece je
v prostoru L., cof skokovy re%im splnuje. ReBeni existuje v

prostoru V s normou, jejiZ &tverec je

Cgrad N dx db + sup  J utdx .
(103) £ % X {E(O,T) L

Pritom plati véta o srovnéni Tminé u(x‘t) 4 qu* pro skoro vsech-
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na[tx] € Q (pro oh¥ev T, = T(0) , Tmax = T(INe Tyto vysledky
oviSem nejsou pro omezenost & spojitost nap&tdi postadujici a je
t¥eba dalSich informaci o chovéni teploty p¥edlisku.

V celé prédci se budeme drZet dmluvy, ¥e | - | znadf{ v R" eukleidov-

skou. normu a pro vektory a’b€¥$ je ab jejich skaldrni soudin.

1. ANIZOTROPNf SOBOLEVOVY PROSTORY HILBERTOVSKSHO TYPU
S "NECELOU DERIVACT".

K detailnimu studiu je moZno doporudit nap¥.[2] , co¥ je
ovSem kniha ¢tend¥sky nérodnd. Apardt zminime co nejstrudnéji,
podrobn&jsi vypodty jsou obsafeny nap¥. v [3] , [4]. @ budiz
oblast v R & dostatednd hladkou hranici.

Jek se zminuje nap¥. [8] plati v R nésledujici Planche-

relova rovnost norem

(1.4) [ = Jar
.Rﬂ

N

R

kde uje libovolnéd funkce z Llhf3 a U jeji Fourieriv obraz,tj.

leol

j ¢ Udxe. Pro derivace tedy J(—:L—i__zdx_f|¢“1 l%mAfd
U o i 3XT-“'3X:) o 1§, gl

0e) -
@Iy R
n
‘ﬂ- ] o Al ] L o, o
ot E%Oﬁ: oGeN, i=4,..n, kde mnoZinu prirozenych &isel N uvaZujeme
obsahujici 0. Pro nase pot¥eby zavedeme anizotropni Soboleviv pros-
tor Hilbertova typu - zatim s "celou derivaci". Nech¥ vektor & €
n o . .
€ N, pak H™(Q): = {ueLz(Q)illulLﬂuw}, kde normu [l o

definujeme vztahem

BUZ

(1.5) dull, o= Jiidx + L g{(“x:) Ml gy Z I 57T, s M icheon.

(1] i1 i=1]

Je-1i R =W , z¥ejm&
n 1w, o A
(1.6) Tull o = J, Cre 1617 a1 de

!
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V (1.5) & (1.6) budeme p¥itom predpoklédat, Ze v sumdch vyneché-
me ¢&leny, pro n&Z o« = 0 ,

v (8], [4] ... je zmin&na technika umozfujfci za podminek
hladkosti 2Q rozsi¥it funkce ze Sobolevovych prostori na Q
na funkce z tych¥ prostord na R" . Definujeme-11i pro u na
takové rozsifeni $(u), pak "roz&ifovaci operdtor" § : H () — HY(R")
mé vlestnost 1)l _n < k Iy le @ » kde konstanta z&visi na
R a o , nikoli na fizn.kci U ., Opa¥néd nerovnost | u“ocﬁ ¢ 1@l o
Je evidentni. Technike je dob¥e vyvinuta pro izotropni p¥ipad
( t3s o= o
b&zny s ndkterou z os, pro pripad funkci jeZ jsou nulové v okoli

pro kazdé i=1... n ), pro pF¥ipad @ je pés rovno-

2@  (srov. [1]) a pro vhodné kombinace t&chto p¥ipadi. Analog
rozéifovaci techniky & narovnivéni hranice uZijeme v zév&ru kapi-
toly.

Pro libovolnou funkei f'R"— T' zavedme nyni A £(x) = $(xh)- £(x)
F(x+h) = 4' (x)e Pro n=1,2 a &islo x € (0,1) odvodime

a1 thlf‘(z‘l dhdx = c, (] 1€]1F e,
] n-1
2-20 SH‘\ A 400
Cn'1(0<‘) = 2 _“[o s [1‘2«1 dA :fw ™ )b)“%)
Vypocet je nédsledujici:
1" 4 he l
~2
= J { 1 e dhdg = 0 1R mmm dh dt .

Pro n=/] substituujeme A-: —~ & dostaneme okem#it¥ vysledek.

q 12
Pro n= 2 substituujeme nejprve A - —}-‘-—(’;— (£3s Aq = -hTE’ s kde

» h4§4'hz§z
sou¢in je soucinem skaldrnim) a 4, = —— .1Po vhoc;inéi
P fézlg‘ % gl_' E'I

Upravé provedeme jeStd substituci 4 = 4
P P J 11 2E.E, 8, 28,8,

a dostaneme vysledek. Podrobnosti vypodtu viz [3], [4] , [10].
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(1.7) dévé moZnost rozsf{¥it definici Sobolevova prostoru na
p¥ipady, kdy slofky o nejsou celymi 8isly. OznaSime ¢; i-ty
bézovy vektor R (i-td sloZka ¢; rovna 1, ostetni nulové),

necht Lin ¢ 5 {ya[-,-yeR“}. Pro mno¥imu MCR oznadme )(M'- y ~ <40)Y(?:4
jedi charakteristickou funkei. Pak norma | o
1 g0 3 al i o 1Ly ()
"““m,ﬂ” “U'“Llcm+ ?:1[ f‘m\{o}u‘)“ 2% HL,_LSU ¥ Cq,1 (L)
ec})
3% oEulY 1 » K
(1.8)  ff (ER s 4 dx] LRI SRCAY =
L A L =1 L wgoy ! oxi" I (@)
a[n’,il fo<;] ,
1X,0) | (o ulx)- 22, uin))! o
PPNCE) i;%ﬁcnei lx_y[*lvz(o?-i} X Y}

je pro R =X rovna (1.6) a jeji posledni verze mé smysl pro kaZ-
dou oblastReR%[{] zde ovien zneci celou a {E} zlomkovou ¢édst
CeRy 230 [E1eNuN) , (e} e o) a E-1e)+ (&)

Nezvéme pédsem (pdsovou oblasti) v R', nefN\{O]oblast tvaru
R"x (ay b)y ~0<a, <b, ¢+ 0, Pouit{ rozdiFovaciho operdtoru, a vét
o vno¥eni v aplikacich omezime na pésy v R®> nebo v R*., Proto

se v dalsim prekticky lze omezit na oblasti tohoto typu.

V obvyklém zavedeni H” se oviem uvazuji vsechny L, normy de-
rivaci a% do ¥ddu [l & pro neceld x, jest& diferendni normy uve-
dené v (1.8), ovSem naSe norma je takto zavedené normd ekvivalentni,
coZ se pro @ =R dokdZe p¥imym uZitim Fourierovy transformace a Hi#l-
derovy nerovnosti, pro pds @ < R' g pomoci "rozSi¥ovaciho operdtoru”
? & vysledku pro® .,

Vzorce (1.7) 1lze zobecnit. Abychom nemuseli zavéd&t pilkroky
¢1 dvojnédsobné kroky a mohli zachovat symetrii v posunech argumentd

funkei, omezime se zde na k =Im, oviem pro lich4 k bychom obdrie-

1i obdobné vysledky.




Zavedeme

(1.9) A f(x) = Z( )( ﬂrv"<x+(—"g/)h) (%)(ﬂr (x+ (- JW)

Nyni pron=17 a « e(O\kW dostaneme
(Ahk £ GO A 2%
L= e dhdx -, ) LA 16 dE

TR !h[m-’loﬂ.
(1.10) 2k

2k 2%, sin & n-1
W= T ()

Odvozeni (1 ﬂ) Je stejné jako odvozeni (1.7) :

3 2k he 2k

- l 2 (2siny)

P IRP L By 22
I »\Qw |2 §- 1 w e 4N ds

a provedeme tytéZ tpravy a substituce jako p¥i (1.7).

Vyznam techniky prostorl s "necelymi derivacemi", posunt
v argumentech funkei a Fourierovy transformace spolivd v moZnosti
uziti v&t o vno¥eni. Pro Hilbertiv prostorfa oboé(ol’i) zavedeme

prostor He( o F»-'?f}) normou

i L IE@)- £
(1.11) 141 IIH(Q\\ d£+H RIS Gt ds -w<a<h oo,

r‘i“lc"ﬂ 4 ( "

£ Hq"’(a, 1/'9{’/)={¥= (a k)= ot 1 b 4+00} . Nechf

I t loc"v

o = H(Q) pro vhodny multiindex « . Pak plat{ v¥ta o vno¥eni [8]:

ol
Véte 1, Prostor H O(a,,?r;?e) je spojité& vmoien do Co(wrﬂf;%) ,
pokud o > = 7 e
Prostorem CG (a,r,ﬂai%) oviem chdpeme obvykly prostor spojitych
funkedi 26 Hdo . s EebySevovskou normou. Dikez lze pro pésové

oblasti opét opfit o Fourierovou transformaci a "rozdiYovaci

operdtor" - srove. [10], lemma 3.5. Pro anizotropni Sobolevovy
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prostory plati ndeledujici v&ta - viz [2], je3diz atkaz pro
Q = R 1ze té%Z provést matematickou indukei s pouZitim véty 1,
Fourierovy trensformace a H8lderovy nerovnosti, pro pésové

oblasti ze pomoci "roz¥i¥ovaciho operdtoru" §, kde Q je uzdvér®.

Véta 2 . M4-1li QU dostatecné hladkou hranici, HY(QL) 1ze spojité

~ e 4 n 4
vno¥it do C (), Je-1i T .Zq = & 4
1=

Nyni se v kontextu Sobolevovych prostorl s "necelou deri-
vaci" zminime o chovédni singuldrnich teplotnich rezimd ohFevu.
Snadno spodteme, ¥e je-1i+:<a #)> R definovéna pFedpisem

= 1 'R
k4 Feney? k, I“.M / y tj f mdvC skok velikosti Ik, l K. |kz€

pak pro seminormu |- |l plati p¥i libovolném ¢ € (0| —i)/a/beR{

BT ;(G‘H 5
EOpG-HGN fr o dxdy
anll_l_mm L e degy=2lek 1T < e
(1.12)
g(ﬁm { }CY& c-a \2€ }
’—“\ \-6('1—2)( (;,-a,> */lf

” _—— g -2
pridemZ vyraz v hranaté zdvorce lze odhadnout cislem 21 = 4,

Je tedy ,
1, €kl CChoo e
1 1 i

(1.13)
) V RECHY
Ch-0,e)= (k- TR

7 (1.13) dostaneme okemZit& pro + mneklesajici a po Eéstech

konstantni

CRT I I PR LA R [ CA N S ST
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Je-11 f 1ibovolné spojitd neklesejici funkce, pak existuje
posloupnost po &éstech konstatnich neklesajfcich funkei { ?n}

takové,ée'%—+ f v Co(a,ﬂ) Protoze dle (1 14) je {'f'} omezeni
posloupnost v Hilbertové prostoru H1 (agEJ, existuje pro vy~
brané podposloupnosti slabéd limita g ,ale ta musi byt podle vé-
ty 1 rovna f . Odsud $-*?\f¥“ %aﬁ) ¢ e&*’ (afb)a splnuje (1.14).
Vysledek lze roz#i¥it na libovolnou funkci + majfci na intervalu
{a,§) konednou variaci, jiZ oznalime var £. (1.14) bude zde

(o, )
mit podobu

(1.15) HH (a5 ¢ 2var £.e(h-a,e)
Specidln& (1.14) plati pro kaZdou mneklesajici nebo nerostouci
funkeci na {o,b).

Vysledkem t&chto fakid je, Ze ginguldrni reZimy, jeZ Jsou
k-hladké v prostorovych prom&nnych a maji v izolovanych bodech
skoky v Case a jinak jsou v dase "rozumné" lze uvaZovat jako
prvky prostoru H* «0 T)x 2Q) , kde index k oznadujé
exigstenci k-té zobecn&né (ve smyslu integrovatelnosti v kvadrdtu)
derivace v prostorovych prom&mmych 29 .

7 Plancherelovy rovnosti (1.4) se svadno odvodi

(1.16)7 f uv dx = Re f 05 dx, uv QLZQ'D\“)
-R\'\ -Rn !

kde pruh znadi komplexni sdrufeni. Z tohoto faktu a (1.6) pak
snadno odvodime nésledujici charakteristiku duélniho prostoru

k prostoru H*(R"), jen? budeme oznalovat

H™ @ - {ujllull_%w< +00 | - kde

'

(1.17)

o= L1a0 Uey Tel ™Y e
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2., PRIPAD Q@ JE PAS A ROVNICE JSOU LINEARNT

Zabyvat se pripadem jednoduché oblasti, jakou je (nekonedny)
pés v R?* (slovo "péds" budeme uvazovat nezdvislé na dimenzi, pro
n=3 by 2 technickych divodi bylo vhodn&jsi hovo¥it o (nekonedné)
desce ) - budeme jej uvaZovat jako¥to mnoZinu 'Rl‘(OJ) - neni samo-
icelné. Pro linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty lze ¥efeni
Ulohy na pésu explicitn& vyjédd¥it a pritom vysledky ohledn& kva-—
litativnich odhadl a regularity jsou optimélni ~ sloZit&jS8i oblas-
ti a rowvnice je mohou jen zhorsit. Navic vysledky obdrZené pro pés
podstatné vyuzijeme p¥i dokazovédni regularity reSeni obecn&jsich
uloh,

V této éésti budeme tedy pFredpoklddat pro rovmici vedeni
tepla a(u) = konst. - pro jednoduchost zvolime konstantu rovmu 1.
Nejprve se budeme vénovat pripadu, kdy pro x3=(3 méme okrajovou
podminku %%==O y Pro X,= T , pro jednoduchost volime r=1, podmin-
ku g% = T-U , co je linearizace okrajové podminky (1.1). Situa-
ce odpovidd symetrickému pdsu (desce) stejn& ohFivanému z obou
stran, Pritom nulovou poldteéni podminku presuneme do -°° a re-
¥im ohfevu bude definovén pro+t € R' - o rozdifovdni reZimu oh¥evu
viz pocdtek ndsledujici Zdsti. T budeme uveZovat jako obecny refim
ohfevu z prostoru HET ek (RY) k>0, EG:(Of%) » libovolné.
Techniku Fourierovy transformace si zde prizpisobime tak,Ze bu-

deme transformovat Jen v proménnych £,x1,x2 » nikoli v Xqe Pro
)
ue LZQQ),()= R x(01) definujeme

. A T,
(1.18)  Ulr, &, &, x,) = ok 1{5 uCe %, %, %) 2 dt dxdx, -



- 11 =

Rovnice vedeni tepla mé po provedeni této parcidlni Fourierovy

transformace tvar

ALY At

U . 1w au .
o Tr —(1rto+\§l )U na Q o (To,%%z,o) -0,
1418

2

™ (%€, 6,1 = Tl &, &, ) - U(te, 6,1 R
a jejim feSenim je z¥ejm& funkce

T ch Cx Vi« Tl )
Vi'to'f!&]z sh \/ift0+ |§|2+ chViv+ €]

| (1.20) ﬁ(%0'§,x3) -

Na8im cilem je pro toto U odhadnout seminormu
i i ! _ ol ik
Il = 1l 0y = Y150, o Dl
jez pge jevi jako nejp¥irozendisi pro charakterizaci FeSeni pa-

rabolickych rovnic 2, Pddu (srov. [7] ). Poznamenejme, Ze

diky Plancherelové rovnosti jsou zmin&né normy & seminormy rovny
odpovidajicim sobolevskym seminormém a normém funkce u , jejim3
je U obrazem , ¢imZ lze tyto seminormy (normy) navzdjem ztotoZno-

vat. Plati

LI 4 \T 2 . )
ey 0= L [ lenasg

o lal 1sh(dnPdx, dvde | @ Vo TgT
Nyni spolteme (Re d znedi redlnou a Imd imagindrni Sdst d )
(&) |4\ =ldl*= V’Cf+ lg\“’ d = f—% (\/\/fc}lﬁh\g‘\l +isignt, hté»«\{\”-l{lz)l
¥[v, €le® Indl ¢ Red;ldl< V2 Red

)

5 s




(b) lch(dﬁ(:ﬂ]: . %lgddxj (cos CTmdox)* i sin (Imdlx ) + & cos (Im dx )= isin(Im M31)|1=

2 Re dx ‘27.2&1 i
4™ 4 ¢ 3]“7_ cos (2 1m dix,) |

(e) lsthlez 3(cos( Imdx)+ i sin(Imdx,))- it " (cos(Im dx)- i 5inGim dyx )I2=

4
L
% [ 1Redx, 2’&«.&{, ]

- lcos(ZImd;xﬁ

(@) |dshdschdl= T[E 40l 2Red 1)+ 23 (14 2Ra do1)]

+ %[(1 “1dlDeos (2 Im d)2Imd, sin (21m d’ﬂ

4
(e) ‘g(\’t‘pl*\{\l leh (a2 + 1 dff \sh(dxs)ll dx, =
= rto+|%11+ l't\'l.,,[g'l‘f ( 2Red, -IT.LCL) 'Co+l€\zﬁ 'IT‘DlL*' lt;w
C. +

, > sin (2Im dv)
L}\/—Z‘— FVI 'Colla-lgi‘f +\§\1 ZWJV |T,o\1+|g\k— E‘\tsic&n‘t

O vyrazu (d) plati, Ze mé jakoZto funkce d, kladné infimum. Dosa-

ds
dime-1i vysledky (d), (e) do (1.21) & zkrdtime-1i e  “ ve vznik-

lém zlomku, vidime, Ze plati odhad s konstantami 0 <k, <k <+e0 nezdvis-

~

lymi na T

A9
[T 2
S : dftodg < Jul ¢
TR el 3 g ] 271
\{ k?_j ] d d§
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A o 12
nebot soudinitel I T1° ve vyjéd¥eni Null, . je omezeny
)
v okoli [ €1 = [0001] . Z (1.22) je pak JiZ evidentnf, Ze
$-€,kk (s 57 5 v B-g ked ka3
pro Te Hi =% (R®) p¥isludné YeSenf U € H' ()

4 du 7' u ;
Je-11 k3 7 , Je 7{‘611(?) v o €L, () pro =72 a

z rovnice vedeni tepls i 93 4 e L,(Q).
o
3

Vysledek v normdlovém sméru X, lze Je8t& zlepSit. Budeme
odhadovat

g1 ITE 7 |ch Cdy)- chdn)]’
(1:23) I = sf-r ZulB dy dz
MO g shdo+ chdol? ly-z1 roey

coZ je aZ na konstantu &tverec seminormy odpovidajici "Z-¢~té de-
rivaci"¥eSeni rovnice (1.19) v promdmné x, . Rozepi¥eme 4 = |d|e,

kde & je prislubBnd komplexni jednotka., Plati

Ic,h(ci;y)—ch(dn.)ll 2¢ Al |oh ( ) ez
2-2¢ dy dz = Id| i.[ g el e )
0

41 4
(1.24) [
00

l'y_ 'Z.l \Y"Z\Z_ZE d)’dz

Integrél pies &tverec < 0 ldl » x < O*ldJl > odhadneme 3 integrdly.
1, pYes mnoZinu M;(’]I[d,b x {0, y_*! >s 2. pres mnoZinu M, =< Oild;|—1> X
Ay 1 Adild 5 3e pfes mnozinmu M, =<0 |d]|>x <y—1,y+1> . Prvni dva




o Yy

integrdly lze odhadnout

21ch ()l 2]ch (p2)* gne | | ch (ol gy <
> - z
M,vH, ‘Y'I‘Z-la Pes MM, lY_ZIz e )
(1.25)
[ds]
4 8 1 2%eds  -2Reds\ 1
£ 2, _ 8 4,
¢ e £ h(zy)l d = % [Zk,w -e )‘fZImLsm(Imdﬂ]-
Zbyvajici odhadujeme takto
z
i 341 lch(;z,y)w;h(z,z)[2 Myt |y, )fsh ws dis |
j J 22e  dydz~= J J 93¢, del ¢
0 y-1 y~ =l 0o y1 ly-z)
(1.26)
W e |sh wsltd
<1 2 dyde.
0 Y1y ly-z(

V poslednim integrdlu zv&tiime obor pro s na{Y-'] y 43 4

zaménime poFadi integrace a ddle poditdme :

fdd y+1 ool 4l oyt
I T Tshwsld Py — < =
of 2, sh vs 3;-1 ly-z 72t < 2 BY 5_115\1%\ ds dy
(1.27)
2Reg -2Ret
_ 1 [ e ~e 2Re d/ -ZRedJ)J+
he (2ZRe £)?%
1 ( .
+ 21 \d - -
é’a(fmx/)z[ws mu (ld] +1)) Ol;SQZIm 2 (| 1))]




s 95

Z (1.25) & (1.27) pak tymiZ postupy jako p¥i ziskénf{ (1.22) odhad-

neme seminormu (1.23) pomoci normy T, , & tedy pro
5 _ k lk*-é- .§_- 1~Ef’l—£‘f1-£lp~3
W B R g E-(

k » 1-¢ 2ziskdme ue Q).

Dokézali jesme tedy, Ze FeSeni rowvnice (1.19) mé v Sase chovid-~
ni o™ % derivace" lepSi e v tednych prostorovych prom&mmych o
" %: derivace" lep&{ neZ pY¥edepsany vnéjéf teplotni reZim,
Pro ee(o,%;) jeme odhadli, Ze je-1i Te Hihi‘k'k@é)  ka1-e
je chovéni FeSeni (1.19) v normflovém sméru alespon 2krdt lepsd
nez v ¢ase, Poznamenejme ovSem, Ze ani libovoln& vysokd hladkost T
v tecnych proménnych ném neumoZni pouZit vEtu 2 a dokdzaet,Ze
5L COCQ) o Jeji zobecnéni pro derivece mé totiZ za pFedpo-

2 X4
kladu dostate&nych kvalit hranice oblasti @ < R tvar

lal
27

n a.,l,
T 9x,
1=1

e ( (@)

P x,
véta 273 Je-1i ue€H (51)[ pak

n
jestliZe z<i+a.)-—. £ 4,

3 Tekk,
Je-1i tedy i- 12 k>, TeM (R*)  p2k

2
Qu 24 . ( (Q) aviak pro #4dné k>0 a £>0 neni (?*‘63*‘
3)(1! 9"2_ ¢

+(%+ g) + Lk < 1 . Pokud se zabyvédme dvourozmdrnym pdsem

pak pro %- € C, (@) sta¥i, aby k > QT , aviak ani pro tento
1

1.
E&k

¥

('Rn) neni postadujici pro

p¥ipad podminka TGQO H
u
7x,

QCO(Q) pro Z4dné k > 0.
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Ke zkouméni regularity nap&ti (posunuti) je vzhledem
k tomu, fe &as vystupuje v (1.2) jen jako parametr, nutno
interpretovat vysledky regularity v prostoru CDQR13H&(SZ)).
ReZim oh¥evu 7 miZeme pFedpoklédat takovy,Ze 1=0 v (—“3,0),
resp. v p¥ipad¥ pot¥eby i na intervalu (-e &) , >0 , Pro
zajiBt&ni moZnosti provést Fourierovu transformaci i v prom&nné

X, &aplikujeme "rozdi¥ovaci operdtor" & . ®(u) budeme nadédle

Logkk
znadit jeko u . Vime, Ze pro Te QOHI Bk ('R?’), k24 je

5 3
-q--E k+i

l

ue Ny
£50

=423, 7, >0 normu

k+ 5. 2
‘ % 17 ‘-(Rq) . Prostor H%_ Q‘L(-R’IIH&(R'SH md pro ae?\(if 6-;>/Of

A 1+211/. 3 . |
(1.28) § Iu\l(muo ) 1+ 3 Ig.la‘)dgdfn :
rt izq ! °

ProtoZe plati H¥lderova nerovnost

1+ 2y, & 24; 141,
f—— =1 = el iy <
2 o o,
(1.29)
q+27‘/ 1°b0 a'i | 7.0(i .
¢ G, IC, | + o Q\ / = 413
5 3 341 a3
’ 2 [ v v .
& o, < 7 ,mfme pro a; < T ; ueh (RL H(R))) pro dostatetné malé g » 0.
To znamend, Ze 2, <'%‘k v 2 g b=, a3<.'%f . Pou¥itim inverze

rozsi¥ovaciho operdtoru a véty 1 dostaneme

Shkaz-g Bped ¢ 2.
(1.30) ue N C (R1IH5 AT R A
£20

‘(o))
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55 B
Tedy nap¥. pro k > —— Je uea@o C, (R, TRl a(m),

2+ m,(k), 1"”“['0! %_ -€

dokonce U € G, (D\A; H () » PTO
vhodné 7,(k)>0,

Nyni se budeme zabjvat regularitou (omezenosti) nap&ti.
Rovnici (1.2) zlinearizujeme : pFedpoklddejme, Ze y(u) - Etu 5
kde E Jje Youngliv model pruZnosti A vhodnéd konstanta - pro
jednoduchost necht nezdvisi na prostorovych prom&nnjych. Ve sloZ-

kdch tenzoru napéti md Lamého systém tvar

3 9%, (V) u
L Tex, T Ed 5% MR =123 VeeX
s ‘

(1.31)

3

‘l;(v) = ?Zq Ifiév(\f) vy

1

Efuv, ne 2@ =723 VteR

Pro testovaci funkci w oznaéme nyni e.l# (w) sloZky tenzoru

malé deformace. Bk

J o Ve dx = [T0) wdS- Edv] grod u wdx =

(1.32)

=E%£udew‘




- 1B

Oznafme A formu & representaci pomoci inverzni matice k matici

Hookova zékona. Pak plati pro libovolny vhodny testovaci tenzor
Ve L:L (@ ','Rg)

133 S{A('c V)dx = 0’05{ u('u11+q3n+vn)dx /kde

o= #(4-26)

a 6 je Poissonove konstanta,

deg 248 1
Nyni ukéZeme, %e pro ue C, (R'; H PR je’tl.ieCo(Q) )

Iy = 1, 2, 3, Seftenim bnésobku rovnice (1.33) s ~ 4ndsobkem jeji-
ho posumuti o h & -4ndsobkem posunuti o - h, s Indsobkem posunu-

ti 0o -2h a jednondsobkem posunuti o 2h (posuny v argumentu jsou ve

e b rd h
sméru tedném) pri dosazeni vy = Alt &) = Qh = Uh £ 1)_2h = vlh y pou-
zitim H8lderovy nerovnosti na pravou strenu rovanice & zndmé nerov-
nosti a b &

e & €y % platné pro kaZdou dvojici [w,f ] redlnych &i-
0
sel a kazdé € 0 dostaneme & vhodnym Ly 03

(1.38)  JA(L 2@, & 2 dx < = o
4 4 L

2
vE, & Aqu) +£°Sj;%—1 Altfli'r(v) dx .

2.-2
Pouzitim elipticity formy A , vyndsobenim nerovnosti |h| x

a integraci dostaneme

LIS (g fonen ¢ 1,2 g™ oV axn,

Iav'l

(1.35)
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kde k>0 nezdvisi na U ani na u . UZitim (1.10) p¥i volbd o = 2+¢
2+£,2+¢,0

dostaneme v8echny slozky « v prostoru H ' (2) .+ Z Kornovy

nerovnosti (odpovidajici posunuti v budeme uvaZovat v ortogondlnim

doplnku prostoru vSech posunuti a rotacd (srov. [4]) dostaneme, Fe ka¥-

2 £€0 g
dd derivace typu Im _ ¢y (Q) pro kn =123 aij=12.,

VX DN 0%,
2,
Tedy 1 el (Sﬂ pro i} =12 odsud a pouZitim (1.31) totéZ dokédZe-
2+£ 1 3+E,1
me pro ?” 1=’\23.Tedyfc€_ (Q) iy = 12,3 o Je-li
X

u e C Q) fJ“ p2te et (Q)) , MiZeme na pravou stranu (1,33)

dosadit namisto u(t) vyraz u({’f’to) -y a prechodem k (1.35) ukd-

2+€,2+€ 4
zeme, Ze vS8echny sloZky T Jsou v Co ( 'R1; (Sﬂ) a dle
vty 2 463 v ((R73 ((R)) = ((XxR)).
-£|k k 55 _
Dokédzall jsme tedy pro Té.&f\ H ' (Rs) ; ko> 30 ¢ Ze napéti
>0

odpovidajici ohfevu je spojitd funkce. Tento vysledek lze jesSt& zlep-
3 .,3¢ 3‘-43& A-e
Sit - lze ukdzat, Ze napP. stacéi U € Co (R 5 ur i ()

pro vhodné € 7 0, k SemuZ stadi k>1,

Na zévér této cdsti se budeme jedté& vénovat Dirichletové dloze
pro rovmici vedeni tepla, nebof jeji vysledky ddle vyu¥ijeme. @ bu-
7- 'd s 7
de i naddle pds R * (O,r), ré& (0,4+), misto (1.19) budeme mit d¥lohu

2~

2 u
2
(1036) 27(3

Cit, + g na @

l

ﬁ(‘tﬁmg,()):O, u (, £ P = T(, ) [’ﬁolg] R,

jeJjimZ YeSenim je funkce




T sh (xgVing,+lg 1)
sh(ryie +1¢12)

(1.37) By & x,) =

/ 2
Seminormu || noli definujeme jako “‘HD.",“;"S‘—‘ I l\ L,2)
Pak
,2 r \% \Z
1 - 1 Lsh o,
e R o Ih G| § ’
(1.38)

+

1l Loh dox, P |dxde,de | d = Ve TgF.

PouZitim (¢) pro r = Xq » Vypoctem vnit¥niho integrdlu pFes X,
TRe rds

e pokrdcenim € ve vysledku dostaneme
4R
o Ai UQ‘ *V‘t + \ﬂ(’h edr
it = f *

e dr
® V2 Wrr,{l»,lgll’“ e | By g Ned Zyme cos (Tm dr)

(1.39) ‘/W +l§ lg\ Sm(ﬂmdn)b gl%h([’,o

d¢ dv, -

-4 Redr -i1Redr

A4 ¥ =8 cos (1m dor)




-4 Red -red
Vyraz ve Jjmenovateli tj. (4+ v e ZLN rcos (lmd,rﬂ

nabjvé sice v [%, ,g] = [0,0,0] nuly, vn& ke¥dého okolf toho-
to bodu je vBek zdola omezeny kladnym &islem. Asymptotickymi
rozvoJi prisludnych funkei v bod& [0, O, 0] bychom ovSem
ovE¥ili, ¥e soudinitel |T(® + integrandu pravé strany (1.39)
je omezend funkce i na okolf [0, 0, 0] . Proto existuji konstan-~

ty 0 < k, < k, ¢ +0  nezdvislé na ) s Ze

%n 2 G
iy L1 ChetglolnP Y dg € LRI <

(1.40) < k, J AT (1 g )+ e 17 de de,
&

/

3.1

z (1.21)., Podrobnou analyzou obdobnou piededlému pFipadu - viz

Stejného vysledku bychom ovSem dosghli 1 se seminormou |||']’|[

1.
(1.23) & ndsledujici vypo¥ty - bychom dostali pro Te N H* e,k,k(ml
£30
k > 1

A A
(1.41) T n wvakTeTaTe (),
b

Tento vysledek by ndm neumoZnil dokdzat omezenost napdti ¢

pro Zddné ks(Q , nebot @, z (1.28) bude zde mens{i neZ % "
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AvSaek vzhledem k (1,40) je vysledek v &asové a tednych prosto-
rovych proménnych optimdlni. A bylo by p¥Fekvapivé, kdyby bylo
moZno dokdzat lepsSi regularitu v prom&nné normdlové.

Vysledky této kapitoly lze shrnout takto : ZlepSeni regulari-
ty FfeBeni ve srovndni s regularitou okrajové podminky je u Newtono-~
vy okrajové podminky znadn& vyd3{ ( :::' "derivace" v dase, % v ted~
nych prostorovych prom&nnych) neZ u podminky Dirichletovy ( %

"derivace" v Jase, iz v tednych prostorovych prom&nnfch).

3. OBECNWEJST PRfrADY,

V této &4stl rozebereme n¥které specidlni pripady nelinedr-
niho systému na obecné omezené oblasti @ v R &i v R* s hranics
t#idy alespon Cq 4 ¢ V takové oblasti existuje libovoln& husté d&-
leni jednotky - t‘;j. pro kaZdé d >0 existuje konedny systém Rd“ o
= {Qki 1¢ k < no*} y Ze kaZdd z funkcf 0 Je hladkéd TSil.ze pFfedpoklé-~
dat nap¥. i C_ ), funkdni hodnoty mé v <0, 1) , kﬂ: Qk(ﬂ = 1
pro keZdé x€% a diam (supp 9y ) < d, 14k« hy « Zde pro obec-
nou funkei f definujeme jej{ nosi& supp f:= {x; 4(x) + 0} a
pro obecnou mno¥imu McR' diam M- suplx-yl . Punkce A je predpoklé-

x,yeM

déna hledkd, totéf se piedpoklddd 0 3 5, na niZ budou déle kladeny
dalsi poZadavky.

Dikaz regularity omezime na okol{ hranice, nebol regularitu
uvnit¥ oblasti lze dokazovat touZ technikou ani¥ je t¥eba narovnd-
vat hreniei a rozliSovat te¥né a normflové sm&ry. Oh¥ev T mnechi
md  T(0) =0, dodefinujeme jej pro +<0 T(*) =0, pro +e< 717

T(£) = TLY) , pro te < 20,37 > TEY= w®TT) , kde
w:R'—> <0, 1) je hladké funkce splnujici (2N=1 w(3M= 0= W/ Q1) =/ (37)

\

R R




a D3 e

e pro t » 37 mnecht T)=0 . Lze predpoklédat, Ze T zdvief i

ne prostorovych proménnych. Predpoklddejme, Ze pro k> 1 €€ (0 1)

v prostorovych prom&énnych md T "k- t6 derivace" integrovatel-
n§ v kvedrétu, v ase nechf mé takto integrovatelnou " I<-tou
derivaci", Navic pfedpoklddejme, Ze hladkost hranice neni horii nei
hladkest T v prostorovych proménnych tj., Ze je-1li TeH%'E'k (R'«29)
lze totéZ ¥ici o TJ , kde J Je definovdno ddle.

Necht 1ibovolny Xo € 9% o Snadno ovérime nezdvislost rovnice
(1.1) na posunuti &i otoleni prostorové souiadné soustavy. Lze
proto predpoklédat,Ze x = 0 a navic, Ze v jistém okold u©e ®°
je 92 popsédna funkci Lp-”Rl——% R gpliujicsd p(0Y =0 , grad p(0)=0 ,
tje x = Lv(q‘Xlle]eUﬂ 9 prévé kdyZ Xx,= ¢ ( X4, x,) o Navic lze p¥ed
poklddat, Ze U(0)n Q@ = 0(0)nN {[x“xl!xs] €R x>y lx, x, 17,

ProtoZe 2R ¢ CLM k 21, ke kaZdému zvolenému ¢>0 najdeme n > 0o
ze je=1i KE—D}, Ix\ <, , pak Iqmd xjv(xﬂ < £ o Lze pYedpoklddat
R ¢ U(0) pro vhodné rs2m , kde pro a be 0,4+0) definujeme

t,1r
B, = {[x X %) eR® VE 4+ xr < a %, ed0b> o Velikost pri-
a,b 1172, 73 I 1 2 3 0

tom zjevné nezdvisi na pivodni volb& x.€ 7R , JjeZ bylo posunuto

/

do nuly, tj. infimum tekovych voleb 7, pro x € 2%  lze pFedpo-
klddat kledné. Jemnost déleni jednotky zvolime d=m, « Zvolme g)ke RJ
takové, %e Qk(m * 0.

Lokdlni narovndvdni hranice v okoli 0 se provede transforma-
e ¥ Dx, %, , %, 31— Tx %, %y 9p(x x)) . Rovnice (1.1) md varie-

éni formulaci
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2u
2t

(1.42) (W) ’V))t + ((qrad u, grod v'))t =

= <<%(T)Iy'}t"<<%/(/\u}’v>>4” tex! ’

kde ((o,0)) zna¥i skaldrni soudin v L, (oo 4)» Q) | <y
v L, ((-oo , 1%2Q) , teR", Nechi v mg nosié v ( =T, 37 «
X %4(‘[},2% r] . Zavedme imluvu, Ze funkci J o Y vzniklou transformaci

souradnic budeme obecn& znadit op¥t { . Provedenim trensformace

soufadnic W prejde (1.42) v

(1.43) (A Cu) % , v),j(grad U grad v')g th(grad u, %md ¥) =

= <g M), 7)) - <g(Agrd) | Le¥

!

kde (.,.)Jc je skaldrni soudin v LI((~°0,QKR1=‘ (Olr)) 14 ¥y 2 >JL v
Ll((-oo e ) » R*) . Protole koeficienty symetrické bilinedrni for-

my B* vhodnd zévisi Jjen na %! i=12 snadno ov&¥ime, Ze pro i
1

8 nosicdem (~£T" 3‘]:’) x Bz plati 8 dostatetné malym ¢,

r

(1.44) | & (grad », grad )< ke, [ (grad v, gradv) + (grad w grad W’)Jf

k nezdvisi na 't.)’, W e

+
ProtoZe 2 Q€ CM Jsou derivace koeficientd B omezené,
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Funkce J Je definovéna
(1.45) Ju [ o k] H——+[4.;E;(“——-(xﬁxzﬁl]%

Zndmou technikou mollifierd [9] 1lze k zadaném re¥imu ohi¥evu
T zkonstruovat reZimy 1. — Tv Hq"t-i'k(PfI x QQ)JE € (Ollz , k>0
libovolné, Ze kaZdy z T, Je nezédporny, mé nezdpornou derivaci na
(~oo 2°0¢) *» 3 @, mnosid v (*9“, 3’5’3%89., je 1 v &ase dostateénéd
hladky a shora omezeny konstentou max |T(@ x); x€22) na celém
I{‘x 99 . Jeko obvykle dikaz regularity budeme provdd&t vidy

nejprve pro hladkd T & pak prejdeme k limit€,

Nejprve dokdZeme regularitu v tedném sm&ru. Pro v s nosilem
v (-7, 37)« B*L-*‘

m4d tedny sm&r, v argumentu vBech &lend. Oznadime-1i obecnd -F_h =

provedeme v (1.43) posun o h <m , h

={ (x+h), dostaneme

(5 ly) ,th) (%rad u_, grad v’) fh(qrad v, grod 1{’h\ -
(1'43)~h
= (g (T-h) A J_h)t +< %(/\u.h\ Jv-’hJ-h>£

Do (1.43) dosadime V- 92 (U - u) se zvolenym le RJ*L .
do (1.43)}\ v’ 9\« (u ~U) @& provedeme rozdil (1.43)_, - (1.43).

Pro jednoduchost budeme ddle psdt 0 misto Qk . Upravami

dostaneme

(f,) (grad (A: u), grad (QQA: w), = (qrad(QAZu), qrad(g)z’.\f?l ), -

- (Ahq u quradgll&: LA)£
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(£)  Cgrod (oD, qrad Cody D), = Cyrad (4] (), grod () Cqu), »

+ (%rad(u_ha: 0), grad (u—hA: Qm - Z(rarad (u_hA: 0), grod (A:(Qum,c.

"Poruchovy" &len vznikly transformaci sou¥adnic rozepiZeme

(g,) B:\(%rad 4\ grad (92(“‘.\{ u))- & (grad u, grad ( Ql(u_h-um -

+ ot

- ZBth- CB{)(chad u, , grad(g (g - A u (ZE:h—CB)(%md Uy grad(ac((g)u){ qui+

4 B ( grad (AE u), grad (QQA: u)) .

Vzhledem k symetrii formy CB{ miZeme posledni vyraz (QQ roze-
psat ve dvou krocich stejn¥ jako (£,), (f,). Déle

(h) <t [q((/\qh\ S g/(/\u)J],u_h-w{ = me(g/(/\x{g —%(Au))fl{h-uz; *

g € (qh-ﬂgck(m{hﬁi(g-gg lﬂh>{+ -<(J’h~ﬂ 9%(/\%\ , (Qu}h— Qu >£

a vzhledem k monotdnii funkei 0 i A a nezépornosti J Jje prvanf

dlen pravé strany (h) nezdporny. Déle

(1) <grlg(Td g ML u-u2 = g Py, u o, +

ht

*<Ugp g ) (gu) -gud + <A};(Q?(T)J)I(Q-Qh\u)£+

+ < At: (gq(M ), A: (¢ W,
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) th u
S odhadovédnim &lenu (p(/:;(u Y — 7t /b(U)) )t

jsou nejvétsi obtiZe, Jednim =z jeho moznych rozpisﬁ ;je

(39 (¢ [p(u\ ﬁ(ﬂ—“] u,-

’J;ah 91 (ﬂ (U_h)-ﬂ(lﬂ) ,U-h- U){%*

a(u

+(a(u) p, ’at ((A 31) =( (ﬂ(ui -p(u)) (u u))

u
"\ 9’1 (/g,(u_hﬁ-/b(u))l U_h—“){" (@(U-), 2t ((9 A uy ))

Predpoklddejme, Ze Alu) mé specidlni tvar

3k,
(146) o u—— ku+k k>0 a ke<o, jﬂ;{@?
8

2 U
Pak koT{' ;uj /5(u_h§~—/3>(uj=\< (u,-~u)) a tedy

1§

SRENE pW,) - aW), u-u) (A, 5 ((gb:ml))k <

( T (p )¢t (A u)), f/sm(cfah(uﬁ)m dx -

Ddle

(35) Sj;/b(u)gf‘(z\: u\i(i) dx = iﬁ(u\(d&(guﬁﬁldx &

h h % 2
v 2 g;/s(u) u_h(Q-Q—hU A4(9u) + 5{ (8, 9) Aw) i, dx.




3

K
(3,) l(hg—gg—(a: u)g"(/a(qhﬁ - W), Aﬁu)kl =|{ = %((gﬁh u) ))

A 2
s = o T6-) ¢ (A L) (R dx € g(ﬂ(u)q(z\:(uﬂl)(ﬂ dx

u¥itim v&ty o srovnéni [6] , [14] zarudujici y ¢ <0, max T(‘J:-))

ne R+ Q & pPedpokladu o k o Posledni integrdl v gjﬂ4) rozepdifeme
analogicky (;13). Vysledky (f) aZ (j) dosadime nyni do (1.43) h-(‘l 43).
Cleny typu Q~h 0 » J - J 33 B* atd, lze pro lhlg {7, odhadnout o/ hl
pro ¢ = max (\grad Qk , lgrad ¢ | ) .« Po sloucen:{ Elenti z (i, )

REBam,
(;14) ne. levé strang vzniklé nerovnosti bude - .f/& Cu) (!.\.4 pu Y dx

na pravé strané zistanou jen &leny typu druhého a t¥etiho integrdlu (j e

S pfechodem 1 — +0 p¥ejdeme u &lent typu f 4 («ldx k SUP 511“(3( )l dx.

-2-1e
1

integraci [ o dh o+ Ddle p#i odhadech vyu¥ijeme konednosti integrédlt

Upravenou nerovnost vynisobime |h| o« € (01) a provedeme

Ihlcn,
P gh e J lh\‘lm dh & faktu, Ze
“‘\}”L fhi<y,
b 442807 1 w2
< l

platného pro keZdé 0O € (0, 1) vzhledem k (1.6) a (1.7). VyuZijeme
té% zndmé a jJi% zminované zdkladni energetické nerovnosti pro Pese-

ni y

1
(41 W) = s S{u(ﬂd* «J 3 \grad lul” axde < konst 171 L x9) 1
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s

JeZ je disledkem dosazeni v = 2(u) do (1.43), kde 9 je primitiv-

ni funkce k 4 , invertibility 2 , jez je monotonni, a dvah napi.

z [6] , [14] . Dle véty o stopéch (8] (srov. t6% [3]) E(W) z (1.47)
z

a 2
majorizuje |y “La. (5w 20 o Aplikaci nerovnosti |aq,b, < =+ £y by
platné pro libovolné q eR' b e £>0 , substituct |- ou,
Fe9¢(1)) & odedtenim Sleni typu Il [ E(A*: U)dh

i

z pravé strany upravené nerovnosti takto odvozené z (1.43), jeZ
se na této pravé strand vidy vyskytujd jen v poudinu e malym ¢,

dostaneme konedné&

SN ey = [ sup | (A*;U(i,xﬂl dx dh +
(1.48) w® R ek a0

LA Lot -2=1
s[5 W grad LU deddh ¢ KoK I K py Uy
% R0 ’* = b

Konstenty X , K zdvisi (spojit&) na 1T ytngs, 191

llp\\cm | “caLlICM { l\/\\\CM, Nyni z H8lderovy nerovnosti

(oa9) [ WTTCRF U0 S L8R et +

® L] L"ﬁo p:‘?\

v e L LI -0 x, %, 0y dh du

R

S pouzitim (1.6), (1.7) a definice F odhadneme prvni sditanec

» 7‘ 2 )
pravé strany (1.49) vyrazem konst (\\Qﬂqlqlm«g + T 1.6 kxR,
k>4 o U roz&i¥ime nyni z R’ pomoci dlohy (1.36) p¥i transfor-
maci soufadnic ><J3 °r-X, s tedy zkonstruujeme w , je¥ Yedi (1.36)
pro T = U(-,45.,0)s Odsud, z (1.7), (1.40),z faktu, ¥e iv Pedi (1.36)

-~

pro T = G(O;je Fouriertv obraz U (+,+,*,0)) prévé kdy: W Ié\lw
p




'

& 2 ‘
Fes{ (1.36) pro T = Olg\ma ze skutelnosti, Ze w Yesi (1.36)
prévé kdyZ funkciondl w + £(w) nabyvd v 4/ svého minims, plati

Lif)(t,ﬁ\”{‘mdgdt q@H In} oc(U_h—U)(JL Xy, %,,0) dhdxdt €

(12300 et § 8 W Igrad ) wl” dxdedn € Kk, § B (ol ™
e lOr) R v

RN AT
R

kde £ je definovéna v (1.47). Konstanta K, zdvis{ jen na vn¥jdich
perametrech ilohy (analogicky X , % )y K, Jen na o« . Diky koeficien-
tu g v (1.49) konefn¥ odvodime nezdvisle na volbd ¢ € &"b

PR = D™ sup I (U-UF (k) dxal +
LS R teR' ®ad0r) -h

(1.51) Nl 2
AL I lqrad(U -U) dxdtdh < K(nﬂlom&,w\\c

"Rﬁ!\<0‘r) 11 /

1

o gl oy I

Ackény Coa(0 m“m')b

Diky spojité zévislosti Fedeni (1.1) na re¥imu oh¥evu [14]
lze provést limitn{ pFechod k mereguldrnimu T ., (1.51) ddvd omezenost
()'?'-E‘I?'—‘E'I"I 3 ’ ,r - - ’
{u) v H (R« (0,r) ) pro U, odpovidajici reguldrnim
T, & tedy slabou konvergenci U, v tomto prostoru. Tedy i limitni
U odpovidajici limitnimu T je v tomto prostoru, a tedy "2-¢ nédsobné
‘derivovatelnost" (ve smyslu (1.8)) FeSeni y ulohy (1.1) v tednych

prostorovych proménnych pro nereguldrni 7 je dokdzédnsa.

Regularitu v c¢ase budeme dokazovat obdobnym postupem. Posuny

v ase budeme znadit 4 . 0d dlohy (1.1) prejdeme nejprve k
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u _ p
ﬂ(u)'a—t"zx”u na Rx&, ul-w»,x)=0na Q
(1.52) gy _ ¢ (M) - g (Au)na ® <29 T rozsifeno na X'x 29
?n '

Jako vyde (specidln& T=0 na (-, 0))

Posunem o {4 ve vSech argumentech (1.52) pFejdeme k (1.5224/ a
pro (1.52)/{/ - (1.52) provedeme variedni formulaci, Vezmeme nyni
X, €22 & p¢ ﬂﬁz v e 0(x) % 0 @& v okoli X, provedeme na-
rovndvéni hranice jeko v pFedchozim p¥ipadd (toto narovnin{ nezd-
visi na ¢ase 1). Vypodty (f) ef (j) 1lze poufit (zjednodufi se o

- - < . 2 g _ 2 _ -
to, Ze 0 _Q-b’ B (BWLJJ— J_L) pri dosazeni v = 0 (U-J, u)do va
riagni formulace lokéln& nerovnané (1.52) , - (1.52).

V dal&im postupu oproti pFedchozimu zménime jen tolik, Ze

-1-14 2-26

vzniklou nerovnici ndsobime /| misto |hl a integruje-

e . dt. Opakovénim vSech ostatnich kroka do;jdeme a¥ k nerovnos-
LY -2
ti typu (1.48), kde f Ihl e dh nahredd f l/b\ * d L (tedka zna-
&1 dosazenl funkee) a Ah nahradd{ A Méme tedy odhadnout

(1.53) w{dm <F PV, s lfe “F‘ " a, dg +

[ g e

10, ¢, 8, Olax, dt,

R A
O,R's

kde ¢, >0 je libovolné, ¢ ¢ (Of%) o Diky (1.7) 1 pYedpokledtm na 0
& Y lze prvnf &len pravé strany (1.53) odhadnout konst.,

'llTlii_e K 2q y konstanta zdvisi jen na wvn&jdich parametrech
)

Glohy, nikoli na U . Narozdfl od (1.,50), kde byla diky dostated-

né regularité T v tednych prostorovych proménnych rezerva, uZije-




e

me nyn{ (1.40) p¥esn&. Druhy integrédl na pravé strané (1.53)
lze odhadnout pro w Fesici (1.36) 8 okrajovou podminkou U (zé-
m&na hranic jJje té4Z jako u regularizece v teénych prostorovych

proménnych)

T !

I b +26-1 A l-l IS 11'”‘&'25 ¢
LI Wz, €, §, 0 dv, de <K, wg\m}ﬁ’\ Igrad (v - s e db+K, §

(1.54)
! %:- —1& ] i—-""{' "2
K T B b < ek T R aw
(R B 1 1 1 !

bl 4 s l 4 ~ \ b -~
piidemZ o K, ‘K; plati totéZ co (po ¥ad&) pro K, \Kl o Je

nyni t¥eba zarudit, Ze ~—"{ rho+2e = 142« , coZ plati prévé
3

kdyz oL + —%_a%. Regularizace v dase je tedy .omezena ne o < T
Zévér postupu je jiZ stejny jako v pPedchozim p¥ipadé. ProtozZe

uvanit¥ oblasti @ Jje postup stejny, dokdzali jsme

-2.0¢ L2 ~-5-+'lf, 2
(1.55) [IS|Ll? \%rad A, ul dxdtab + ] sug Ak .f(ALU) (¢ x)dxdd<+oo.
R R o1 teR!
Poznemenejme, Ze proces narovndvani hranice je pro &asovou pro-
m&nnou potiebny jen kvili p¥imé moZnosti vyuZiti ekvivalence (1.40),
ko Mg
Z (1.51) a (1.55) nyni zrejm& ou € CO('Dﬂf-H:’ £a3 “(p’h (o'r) )I

£,, & 0, &, libovolné

nebof existuji konstanty S

f

1
malé pro libovoln& malé & , Ze

Tie,  T-e 1€ 2-¢
(1.56)  a} " & 1< ch SE N

Predpoklddejme nyni v Lemého systému 5(u) = konst - u

tedy linearitu, a konstantu oznalme £ . Lze jej tedy pFepsat do
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tvaru (€= é_—z;)

(1.57) alv,w) = C(u, divwly ’ et

kde alv,w) = s{w((b(ﬂ,b(w)) dx | £(+) jsou tenzory malé defor-
mace, & forma representovand matici koeficientd Hookova zdkona
e (eye), skaldrni soudin v L,(R) . Tento tvar je ekvivalentni
(1.33)s Provedenim lokélniho narovndvéni hranice pro w s nosilem

-
v Y (B ) dostaneme
3n2r

(1.58) alv,w)+ b(v, w) = ¢(u v ow o b))y

kde B =B L » Skalédrni soudin v L (B) ’

In1r
pricemz symetrickd bilinedrni forma b splmuje b (v w) €

£2¢ ):1 [(%rad v, , grad v-) * (%rad w; | grad w;)g] a { je mal4

I=
linedrni porucha A :w F>- 12 w29
1:‘1 ?Xs ?X‘

do (‘1.58)_h - (1.58) a provedenim Uprav analogickych dpravém

o Dosazenim w = ¢* (vh-v)

rovnice vedeni tepla p¥i dikazu regularity U podél hranice,

uzitim Kornovy nerovnoati pro a(A (QV) A (Qv)) s vyndsobenim
-2

vzniklé nerovnosti Ihl ’ou-: (Olﬂ, integraci a obdobnym pos-

tupem Jeko v rovnici vedeni tepla dostaneme diky prislusné re-

@ 29V .
gularité ou , Ze vdechny derivace aqx-‘ . ) =1, 2, 3 jsou
ee46,0 Y , .
v ﬂo H (Rx (0 20, Tento vysledek ovsem plati pro kaZ-
£
; -£,1-¢ 0

a§ peR, , %e supp 9N Q<Y "(®) , teay 1 %ﬁ[.‘o”” 00
(B B, ), nebot na'B lze najit &islo$S>0, Ze = QO‘P>§>.

e 2m,r 15k <nd’ K

20 supp 9, ¥ '(B)
K delfimu dokazovéni regularity v (dosud jsme neov&¥ili
ani existenci 2, derivaci) vyuZijeme nyni diferenci 2. stupné.

h
Do (1.58) + (1.58)h -2 . (1,58) dosadime w= plsz pro tedény
~h
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smdr h . Nejprve spolteme, Ze a(Az , ?A V) - a(QA v 951‘/) _

29 h 29 b 09 h 2
= + 4 .
mwai‘;kr( ax MY o Y )( 2%, M 2%, szk} a ddle pou¥ije-

me rozpisu

(1.59) g &, - & (914 (=g V- e(g-g )4, -1 A1 g,

Obdobnou Upravou pravé strany (1.58) + (1.58) = 2°(1.,58),
mzitlm vysledkﬁ 1. regularizaéniho kroku a faktu, ?&e puc

eH3 £'3 <'R *(O,H) dostaneme postupem obdobnym postupu pro

1. diference & vyuZitim Kornovy nerovnosti pro a (A\;(QV g QV) 5
vyndsobenim nerovnosti lh\‘k—lx % < i’ a :'Lntegraci, Ze ggv €

€ H%'E'%"i'&a(otr)j‘ 1,J= 123, pokud peC aupeC‘ (pro malé. h  Je
pak oviem A};Q < clhl ﬂo\ cIh*) . odsud ’tJeH3 R (B’]:%)*

39K,
1j =1, 2. Diky platnosti pivodnich Lamého rovnic -E., 5y % i
" !

2T, .
a:QL(B +) , i=1, 2, 3, a proto

viechna UJU jeou v H3 R (B ,.j o I’ron: 2 véta 2 implikuje,

=1, 24 3, dokazeme, ze

Ze ;€ Co (B"L;{-) e jelikoZ vzory B,]”_; pro systém map Y
pokryvaji celou 9 & regularitu lze obdobn& dokdzat s pouZitim

VS R takovych, Ze supp p < @ , dokdzali jsme, ze rtec(gz R)tew
a vzhledem k dasové spojitosti u(t ) v normé v H3 & (Q) je

T € CO(Q ;_er) o

Lepdi vysledek - spojitost i ve 3 dimenzich - vyZaduje lep-

e ”’

81 vysledek regularity u v tedénych prostorovych proménnych s

vY »

vyuZitim vys8ich diferenci. Z tdveh (1.56) vidime, Ze dosud pouZi-

vand technika zaruduje p¥i zlepSeni chovdni{ u v tedném sméru o

=R (0,r))

1 derivaci p¥echod u od nmormy (, ',
1

k norm& s otz 8 tedy pro vysledek o > 2 budeme potrebovat 4. dife-

rence a 1€ Hl TEA (R 2 29) t; Téeﬂo H%""l’((oiﬁ')«ag)
£>0 >
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pred roz&irfovdnim T . PouZiti vys8ich diferenci vBak je moZno po-
klddat za zvlddnuté a pot¥ebné vysledky lze ové¥it u linedrnich
aystémb, p¥i nelinedrnich nard%i na technické obtiZe.

T

O téchto obtiZich se zminime na p#{klad® nelinedrniho systé-
m (1.2), kde se zdaji{ byt nejmen¥i, tj. predpokléddejme, Ze y- mneni
linedrni, UZiti 1. diference nedini problémy - je 1i C, = sup y @<
€40, max‘r(s'»
{ +eo , lze &leny typu g’(uh)- y (1) odhadnout c’o\”;“‘

a dikez 1. regularizadniho kroku projde.

Predpoklddejme nyni pro jednoduchost, Ze QL je pds typu R'x (0,1
a lze se tak vyhnout nutnosti uZivat "lokalizadni funkce 0 e
K dfikezu regularity je t¥eba odhadnout pro vhodné ¥'> 0 (to pro
spojitost 1 zjevné stadi) vyraz
-4-72- 29

(.60)  JJ 0 (ludepl)-ag) o and = 1,

/
R RxcOr>

4 "—g-i."’ i
pFitom vime, %e u eﬁno C, (R H (R>* (0,1 ) o Usitim (1.7),
>
(1.10) vime, Ze I, z (1.60) lze vyjdd¥it

g, 1(15’) (
0“ c1d{1}‘) A 'p:‘x(()‘-) ’aX,‘ ax,1

7 (u_hﬁ (X% (U) jl ~1-22
Ih

(1.61) 1 | dxdh.

Protoze o (¢ (u,) =y (W) = ¢ (u) L (o0 + i“;:(ir’(u_h> -

- Br(u)), plati
Caa )
T4 4 |
0 < 2 Caa 61

-1-2th
10 Gl (g A don +

LG ERGES

(1.62) )2" lh\—1—l1"dh dX]

R x40 r?

Protoze b’j (u) 1lze odhadnout 60 y viz vyBe, je prvni séitanec v (1.62)

koneény pro 17‘413 o Za predpokladu omezenosti xv" na {0, m?‘LXT (Tye D
' i ?
lze ve 2, s8itanci nahradit y ( uh)- X‘( U ) vyrazem uh*u « Z v8ty o

A
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vnoreni pak lze ukdzat, Ze u je %~£,h61derovské v proménné x,

pro t€ (0, 2,) 1ibovolné. Diky faktu, Ze u € Co (R »<0r>) je oviem
1z¢

I

dhdx<+00 Pro kazdé =>0 o
Jhl>2e ﬂ‘(olr)

| Nyni
-11#
| (a, u-——__) dh dx <
(1.63) Ihl€ae R x<0,r) 1
1- e ()
£ __;h)
ujalh\ !oﬁuo,» Ih ’Zy dh dx < +e0

A
g e0)>0 pokudﬁvbg o Takto jsme pron=Q dokdzali regularitu i pro
nelinedrni Y e

Vysledky této Cdsti lze shrnmout :

V&ta 3. Necht reZim oh¥evu je na <0,9>+29 ponotdnni v Zase a omezeny
a nechi je dostatedn& hladky v prostorovych promdmnfch., Necht v (1.1)

3k,
Alu) =l( u +l(1, kde k) o, k€<0 W)a necht dim Qzn=2, Pak T¢

eCQ s R" ) TotéZ plati pro n = 3, pokud rowvnice (1.1) a (1.2) jsou

linedrni, tj. A (u) = konst., y (U) = konst. a koeficlent sdlavosti
6,=0.

Je samoziejmé, Ze dokdzané vysledky regularity ¥ikeji vice
nez jen o spojitosti @ , na ni¥ jsme se zde zam&¥ili, P¥itom vy-
sledky shrnuté ve vété 3 nelze povaZovat za definitivni. Dalsi
vyzkum kvalitativnich odhadd FeSen{ pro singuldrni re¥imy oh¥evu
by se mél zam&¥it ne zlepSeni vysledkd véty 3 a na studium vlivu

izolovanych nehladkosti hranice.




II. Rychly algoritmus pro syntézu multi-optimélniho ¥izeni

pro systémy s monotonni odezvou

V této kapitole je navrZen rychly a velmi efektivni
algoritmus syntetizujici netradiénim zptsobem rezim ohFfevu
velk{ch predliskl ve vozovich oh¥ivacich pecich. Algoritmus
vychazi z my§lenky ji% d¥ive uplatnované p¥i névrhu téchto
oh¥evi, toti¥ ohfivat predlisek tak, aby odezva termoelas-
tickfch napéti byla po celou dobu oh¥fevu pokud moZno co
ne jbli%e maximhlnim pPipustnim napétim, a aby je ovSem nikde
nepfevySovala. Vych&zi se pPitom z pFedpokladu, Ze zrychleni
(resp. zpomaleni) ohievu zplsobuje zviySeni (resp. pokles)
vznikajicich termoelastickych nap&ti. Pri praktickych flo-
hach ofevu lze takové (nebo alespon velmi podobné) chovéni
odekavat, ikdyZ dok&zat takovy princip lze =zatim jen pro
jednorozmérné lineadrni filohy (viz d&le), a obecn& takovy
princip asi neplati. PrestoZe pro dale uvedeny algoritmus
zistavaji nékteré z&vaZné othzky otevieny, ukhzal se tento
algoritmus velice efektivni ve srovnini s klasickimi pPistu-
py optimélniho ¥izeni spolu s metodami matematického progra-
movani (viz [11]). Rozbor uvedeny niZe piedstavuje pokus o

urdité vysvétleni efektivnosti algoritmu.

11.1 Rizeny systém a alpgoritmus Fizeni

Uvedeme nejprve jistou motivaci. Predstavme si, Ze jJsme

v automobilu, mame pFfedepsanou maximé&lni rychlost v




e G

zivislosti na &ase, maxim&lni moZné =zrychleni (dané silou
motoru) a maximélni moZné zpomaleni (dané t¥enim mezi
zabrzdénymi koly a vozovkou). Cilem je ujet za dan§y &as co
ne jvétsi dradhu. Je zlejmé, Ze optim&lni ¥izeni bude takové,

e v kazdém okamZiku se bude snaZit dosihnou co nejvétsi

(S

rychlost. Samozie jmé nemlZeme pFihliZet Jen k soudasné
maximalni rychlosti nebo k maxim&lnimu moZnému zrychleni,
ale je nutno myslet i na budouci situace a v&as brzdit s
ohledem na maxim&lni pfedepsanou rychlost v budoucnu.

Tato situace je uréitou analogii ohfevu v peci. Uvedeme
nyni  abstraktni formulaci této situace (interpretaci
podrobnéji viz §2.3) Budeme pFitom uvaZovat situaci po
Casové semidiskretizaci, tedy systém nebude spojity v dase,
ale bude v n diskrétnich &asovich firovnich. Vektor Fizeni
u=(u1,...un)éERn bude predstavovat pod&tedni teplotu pece
(uq) a nastavenou rychlost oh¥evu mezi jednotlivimi Sasovimi
urovnémi (up,...u,). Stavovy operator A:U—R", UCE®, bude
prirfazovat danému ¥izeni u 2z mnoZiny pripustnfch Pizeni U
stav A(u):(A(u)1,...A(u)n), jehoZ slozka  A(u)y bude
maximalni termoelastické napé&ti vzniklé v i-t& GBasové

Grovni. Budeme predpoklédat nisledujici vlastnosti operatoru

A (indexy 1i,j,k budou vidy z mnoZiny {1,2,...ni):

(2.1) A je spojit§

(2.2) A  je kauz&lni ve smyslu:

Vi : a(u); = A(¥); kdykoli u,ueV a Vjgi: u =i,
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(2.3) A je monotonni ve smyslu:

a Vk?{,}: uk>ﬁk-

linoZina p¥ipustnfch ¥izeni U bude uvaZovéna pouze s tzv.

trivi&lnimi omezenimi:

(2.4) U= fueR™; Vi: b gu; B},

kde bij, By jsou piledem dané megze: by, resp. By je
minimélni, resp. maximalni Pripustni teplota v peci na
pol&tku ohfevu, a by, resp. By s i22 je minimélni,

resp. maximé&lni rychlost ohievu rece. D&le budeme uvaZovat

stavové omezeni:

(2:5) Vi: Alu); €6y

kde C; predstavuje maximalni pPipustné redukované napéti.
Algoritmus, definovany nize, pracuje nésledovné&: po-
stupné pro i=1,2,...n uréi v i-té ¢asové firovni co nejvét-
51 U; s ohledem na to, aby byly splnény nerovnosti u; § By
a A(u).

1§05, Neni-1li to ale moZné s ohledem na nerovnost

l%_;kﬁj vrati se o jednu nebo PFipadné& vice fwrovni zpét a
snizi ji%Z d¥ive stanovené slozky Pizeni uy s J=i-1,i-2,
atd.

Algoritmus:
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{rok 43 Fasl, 4=

Hrok 2: Je-1li j<1, pak "konec: neexistuje piipustné ¥izeni"
Oznalme X:R—3R funkeci qu}A(u)i, pfitom hodnoty
u, s k#j Jjsou uvaZovany pevné.

Krok 3: je-=1i X(Bj)S(%J pak poloZme uji=By a provedme

Krok 6.

Krok 4: je-1i X(bj)>>Ci, pak poloZfme u;:=b

i 3 j::j—‘1, a

provedme Krok 2.
{rok 5: poloZme wu;:=x , kde x feii rovnici X(x)=Ci.
(rok 6: je-li i=n, pak "konec: nalezeno ¥izeni"

Krok 7: poloZime j:=i+1, i:=i+1, a provedme Krok 2.

VEimnéme si, Ze ¥feditelnost rovnic X(x)=Ci v kroku 5
je zarutena pFedpoklady (2.1) a (2.3), které implikuji to,
Ze funkce X Je spojité a rostouci, a dale kroky 3 a 4,
které kroku 5 nutn& predchézeji a které zarudi to, ze
X(bj)ﬁca‘a X(Bj)>(%3 Pak z¥e jm& rovnice X(x)=C; ma pravée
jedno FeSeni xze[bj,Bj[. Je—-1li systém navic lineadrni, lze
tuto rovnici Te$it presné, obecné v8ak pouze iteradnd -
samozie jm& s pouZitim hodnot X v bodech bj a EH pro
sestrojeni "dobré&" nulté iterace,

Visledné Tizeni m& tu vlastnost, Ze zvétSenim kterékoli
jeho komponenty dojde k poruSeni n&kterého omezeni (plati-1i
ovSem predpoklady (2.2) a (2.3)). To je také gzakladni

filozofie, ze které se p¥i n&vrhu algoritmu vychézelo.
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II.2 Vliastnosti algoritmu, multi-optimalita setrojeného

Tizeni

Zatn&éme s né&kolika standardnimi definicemi. Systém A
s omezenimi (2.4) a (2.5) nazveme Piditelnym, je-1li mnoZina
Up= {uel; Vi: A(u); <¢;1 neprazdna. Hjme systém funked
{Jk}kel’ Jk:U—iﬂ, I je indexové mnoZina. [izeni u*er
nazveme Pareto-optimé&lnim wvzhledem k systému kritérii
{0 bper, destlize VueUy, wfu™, Fkel: Jp(u)<d (™). V pri-
pad€, Ze systém kritérii obsahuje jen jedinou funkci J a w”
je Pareto-optim&lni, pak z¥e jmé u* realizuje maximum funkce
J na mnoZiné& U,, a to dokonce jednoznainé.

Budeme fikat, Ze algoritmus provadi k-t§¥ ecyklus,
prov&di-1i né&ktery z krokfi 2-6 pro i=k. Hizeni, vypodiené na
konci k-tého cyklu oznaéime uk. ZTe jmé u? je definovéno jen
pro igk. V dtsledku (2.2) je také A(uk)i dob¥e definovéano
pro i<k.

Véta 2.1. DNecht plati (2.1)-(2.3). Pak:

(a) algoritmus skon&i po kone&ném po&tu krokt,

(b) p¥i provedeni kroku 6 '"konec: nalezeno Pizeni'" je
sestrojeno Pizeni u*=un€U0, které je Pareto—optimé&lni
vzhledem k systému kritéeris §9,8; ., Ji(u)=uy. Soudasné
je u’ Pareto—optimdlni vzhledem k systému kriterii
Bidrenr 9@ = 2@y

(¢) Je-1i Uy=#,tj. Gloha neni Fiditelna, pak se provede v

kroku 2 "konec: neexistuje piripustné Pizeni". Plati

téZ opadéni implikace.
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Dikaz. (a) Jediné skoky zpét v algoritmu jsou v krocich 4 a
7 (skok na krok 2), aviak tyto mohou b§t provedeny nejviie

(1+2+...4n)-krat.

(b) V kroku 6 p#i prvnim cyklu musi platit b1su:i < By

~
a A(u'I )1 <$Cq, coZ je zajisténo kroky 3, 4 a 5.
Predpoklédejme, Ze na konci k-tého cyklu mame nalezeno

k

s bigul-{<B. a A(uk)i £ C; pro viechna igk.

Fizeni u i €By
Zkoume jme nyni (k+1)-ni cyklus. Jestlize ACu)y g €Cyyq pro
u=(u:5[{, ...u%::,bkﬂ), pak skok v kroku 4 nebude proveden, a po

skondeni (k+1)-niho cyklu obdrZime #izeni u¥t! g uli{'m =u§f pro

igk, a s u%éij] takovim, Ze by 44 Suiﬂ gBkH (v dtsledku

krokd 3 a 4) a AGR*1), <0, (v dtisledku krokd 3 a 5).
S ohledem na kauzalitu (2.2) bude také platit A(uk+1 )isci
pro v8echna ig<k+1.

Predpoklade jme nyni, Ze v (k+1)-nim cyklu byl skok na
krok 2 v kroku 4 proveden m-krat. Z¥ejm&é m <k+] y V opadném
p¥ipadé€ by totiZ algoritmus provedl "konec: neexistuje pri-

pustné rizeni" v kroku 2, a tutiZ by se na lkonec (k+1)-niho

cyklu (tj. na krok 6) vibec nedostal. Ka konci (k+1)-niho

cylklu tedy obdrZime Pizeni uk“yl s u%-f'm =u%-f pro i Sk-m,
u%-fH:bi pro k-m+1 < ig<k+1, a u}l,fi;;_m takovym, Ze bk-—m-i-’I X
Wit € Bpyq. S ohledem na krok 5 méme take  A(uf*),
< Cy4q. ProtoZe plati u}i('H gulrf pro vSechna i<k, plati

také A(ukt )i $ C; pro viechna i<k jakoZto disledek

vlastnosti (2.2) a (2.3) a v§sledkd =z pfedchoziho, tj. k-

tého cyklu. ZvySujice postupné k, obdrZime pro k+1=n Fizeni




w0 HE w

*=un € Uo'

Predpokléde jme nyni, Ze existuje rizeni T €U takové,

o
e ufu a ﬁkzu; pro vSechna k. TutiZz u > u; pro nékteré
k. Vzhledem k (2.3) plati A(u);> A(u*)i pro viechna ik, a
tedy musi platit A(u*)i< C; pro vSechna i)k. Vidime tedy, Ze
krok 5 nebyl v poslednich n-k cyklech vibec proveden, tutiZ
uI=Bi pro véechna i2k (viz krok 3). Av8ak u;<ﬁk <By, =

9. i *
dostavame tedy spor, ukazujici, Ze Fizeni u =u®

je Pareto-
—optim&lni vzhledem k systému kriterii {Jkg.

Predpokléde jme jeSté, Ze existuje Pizeni u €U, takové,
e TAu  a A(ﬁ)k2A(u*)k pro vSechna k. Tuti:z A("ﬁ)k>A(u*)k
pro né€jaké k. Vezmeme-li nejmenSi k a takovou vlastnosti,
dostaneme A(ﬁ)i=A(u*)i pro vEechna i<k a, diky (2.2) a
(2.3}, tskeé ﬁi=u§ pro vSechna i<k. Navic (2.3) implikuje 7,
>uk*. ProtoZze 1u €U,, musi platit A(u*)k<(}k a u; <By.
Existuje j, k<jgn, takové, Ze A(u*)j=(}j a u:=bi pro
vEechna i s k<igj. Jinymi slovy, v j-tém ecyklu algoritmus

provedl skok v kroku 4 alespon (j-k)-krat, a Pizeni ud ob-

drZené na konci tohoto cyklu jiZ nebylo ve svych prvnich j

sloZkhch ménéno v nésledujicich cyklech, tj. u:g:u% pro
igj€l. JelikoZz u €U, musi platit Ei;u;k pro v8echna i<j.

Tedy ﬁk>ult spolu s (2.3) implikuje A(G)j>A(u*)j, tedy

A(E)j> Cj . coZz Jje spor s predpokladem U €U, . Pareto-
; A

-optimalita u*=un vzhledem k systému kriterii {Jkl je tedy

doké&zhna.

(¢) JdestliZe filoha neni ¥*iditeln&, pak algoritmus musi
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provést "konec: neexistuje pFipustné Pizeni" v kroku 2 (to
je dusledek tvrzeni (a) a (b)). Naopak, jestliZe toto pro-
vede v pribéhu i-tého cyklu, pak A(ui)i> C; pro ul  tako-
vé, Ze u%=bj pro vi8echna j, 1<jgi. Jinymi slovy, skok na
krok 2 v kroku 4 musel b§t proveden i~-krat. AvSak v dasledku
kauzality (2.2) a monotonie (2.3) systému musi platit ACu)s
>C; pro vSechna u€U. To ale znameni, %e systém neni Fidi-
telny. []

Je treba si uvédomit, Ze optimalita ve smyslu Pareto je
tim slabgi, &im vét8§L je prislusny systém kritérii. Z tohoto
hlediska je tvrzeni V&ty 2.1 pomérné slabé, nebotf n bjva
velké. Napf. kaZdé ¥rizeni u€U, s A(u)n=Cn je za

podminky (2.3) Pareto-optim&lni vzhledem k systému kritérii

{Jkkkgn'
Algoritmus vs8ak konstruuje v ka%dém cyklu #Pizeni uk
postupné pro k=124 50 2115 pritom kaZzdé uk je Pareto-

—optimélni soufasné vzhledem k systému kritérii iJiiisk i
Egllisk' To naznaduje, #e by visledné #izeni u® mohlo mit
lep8i vlastnosti neZ jen ty z Véty 2.1. Skutedn& dok&Zeme,
ze u® je optimalni v klasickém smyslu (tj. vzhledem k

jednomu kritériu) dokomce s ohledem na velmi vellkou mnoZinu

, ¢coZ také ospravedlnuje termin "multi-

[1d

kritérii soudasn
—optimdlni" rizeni, uZity v n&zvu této kapitoly. Tento jev
je, zhruba refeno, zplisoben tim, Ze floha =zahrnuje mnoho
line&rn& nez&vislych omezeni (2.4) a (2.5), takZe na hranici

mnoZiny U, existuji body, ve kter§ch m& normélovy kuZel k
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mnoZiné Uo neprézdny vnitiek v RP. Bizeni ul zkonstruované
algoritmem je pravé jednim z t&chto boddy.

ftekneme, %e ¥izeni u€lU, je ostfe lokaln& w-optimalni
pro néjaké weR", existuje-1i okoli N bodu u takové, #e V@
ENNULN Sul: Zi wieug > 2y Wi.Us . Jinymi slovy, u je
izolovanym lok&lnim maximem funkce <.,w> na mnozin& U,
kde <.,.) oznaduje obvykly skaladrni soudin v RP.
Véta 2.2. Necht plati (2.1)-(2.3), zobrazeni & je spojité
diferencovatelné =z okoli U do R®, a U #0. Pak existuje
WCRY = dwer"; Vi: wi>>0} takova, %e VW je otevieni ne-
prézdna, a Pizeni u® ziskané algoritmem je ostPe lok&alnd
w—optimé&lni pro vSechna wel.
Dikaz, Budeme vySet¥fovat lok&lni chovéani mioZiny Uo v
bodé u pomoci tzv. kontingentnich kuseld. Kontingentni

kuzel Ty(u) v bodé u %k mnoZiné XK (viz [11) se

definovan jako mnoZina:

Tr(u) = {ver?; Voo Y4>0 35er™: |la—vI<t a In, o<nsd :
u + h.ﬁ:ﬁll}.

Podle [1,Ch.?,Sec.6,Proposition 3] vplatis

(2.6) Ty ™) C Ty™ N ar ™™ rpa)),
9

kde D=§x€R"; Vi: XiS(H} a A’(u) znadi derivaci operhtoru

A v bod& u. Oznadime-1i T7= {wERn; Yuer: Efi wiju; £0 1
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tzv. polérni kuZel ke kuZelu T, mGZeme vzhledem k (2.6)

psat odhad:
T;o(u)‘D co(Tﬁ(un), A'(un)*TE(A(un))),

kde A’(un)* znaéi ad jungovany operator (tj. transponovanou

matici) k A (u™).

Oznadme e vektor o sloZkéach e§=1 pro i=k, a
e§=o pro i=k. Z¥ejmé& plati:

ufl=B, > eFeria® C1l (uM)

k¥ =7 € [k U " 44

up=b, = —eK Tg(un)(:Téb(un);

*

Au™)=C, = eXerhatu™)),

tedy

A(un)k=ck = A’(un)*eké?Tﬁo(un).

Oznadme matici A’(un)=[aij]. Vzhledem k (2.2) a (2.3) musi
bt aij;O pro i<j a aij:>0 pro i Jj. PPi vhodném v§béru
(podle toho, kterd z uvedenych rovnosti se realizuje pro
dané k) z vektort tvaru ek, —ek, nebo A’(un)*ek miZeme pii
vhodném usporadani sestavit (po *F&dcich) blokov& horni

trojtihelnikovou matieci B, jejiZ diagon&alni bloky budou bud

rovny 1 (je-1i u§=Bk), nebo
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je-1i A(un)k=0k a algoritmus v k-tém cyklu provedl skok v

kroku 4 pravé i-krat; pak totiz u%=bj pro j=k,k-1,...k-i-1,
a A(uk)k=0k, priéemZ hodnoty u? pro j<k nebyly jiZ v

nisledujicich cyklech algoritmu opraveny. Samoziejm&, je-1i
A(un)k:Ck a algoritmus se nevracel, redukuje se pPisludny
diagonAlni blok matice B na (ak,k)‘ Pritom kaZdy iradek
matice B je vektor pat¥fici do kuZele T;o(un). Je ihned zie j-
mé, Ze determinant matice B je souin &initelt tvaru 1
nebo ay }-i PTO i>0, coZ je v dtsledku (2.3) nenulové &is—
lo. Z toho plyne, #e konvexni kuZel Tﬁo(un)(ZRn obsahuje
n line&rn& mnezévislych vektors, a tedy m& neprézdndy
vnitrek.

Necht existuje ign takové, Ze A(u");=C; a uf=B,
pro viechna k >i (tj. algoritmus provedl v poslednich n-i

cyklech skok na krok 6 v kroku 3). Potom plati

(2.7) W = z ek 4+ nr(uM¥el ¢ T?} L,
k>i
Z¥e jm& plati wi=1 pro j>i a

i= Wi=ajy pro  jgi. Tedy
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(2.8) vJEREf\TG s 1

Polozime W=k Nint(Ty (u™)), kde int(.) 2znadi vnitfek
mnofiny. Zfejm& W je otevien§y konvexni kuZel. Kdyby W
byl prazdny, pak také Rﬁ,ﬂT%o(un) by byl prazdn§
(pripomenme, Ze RYT je otevieny), coi vzhledem k (2.8) neni
moZné. V piipadé, #%e index i s predpoklédanou vlastnosti
neexistuje, tj. uj=B; pro vsechna k), pak v souftu (2.7)
posledni sEitanec prosté€ vynechéme, (2.8) ztstava potom v
platnosti.

Pro 1libovoln§ kuzel T a pro viechny W‘Eint(T*)

zie jmé& plati 2 wy-u; <0 pro vBechna u(—.T\{OL Z toho

T
plyne, #Ze pro viechna w Gint(Tﬁo(un)) je u® ost¥e

lok&ln& w—-optim&lni. Speci&aln& to tedy plati pro v8echna

wEW. I:]

II.3 Piiklad systému s monotonnim chovénim

Podminka monotonie (2.3), jeZz méla pro predchozi
visledky podstatny vyznam, je bohuZel velice omezujici, a v
nelinearnich nebo mnohorozmérnfch systémech bychom Jji téZko
dokazovali, & bylo by tPeba dalSich jemnych podminek, nebot
(2.3) obecné asi neplati. Nyni bude uveden Jjednorozmérny
linearni piipad ohfevu s vhodnou mnoZinou U, kde 1lze
podminku (2.3) p¥imo dokézat. Uvidime, jak jemné vlastnosti

ge pritom pouZivaji.




—-
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Méjme linehrni rovnici vedeni tepla v bezrozmérnén

tvaru (z=z(x,t) je teplota):
dz/¥% = 3°z/9x° pro O0<x<1, 0<t<«<1,

s okrajovimi podminkami:
0z/0x
-0z/9x

n
n

0 pro x Ly 0<t <1,

1]

a.(z-v(t)) pro =x =1, 0<t<,

il

a podéteéni podminkou:

&= 1 pro O0<x<1, t = 0.

[sy]
|

To odpovidad nekone&né desce tlouStky 2, symetrické okolo
roviny x=0 , a oh¥ivané z obou stran v peci o teploté v(t)
s koeficientem piestupu tepla mezi peci a deskou a>0.
Vznikajici kvazistacionfrni termoelastické napéti je tmérné

funkeci s=s(x,t):

4
s(x,t) = z(x,t) - g gl®,t) d% .,
0
Po &asové semidiskretizaci implicitni Eulerovou metodou s
rokem 1/n dostaneme rekurzivni vztah (posloupnost dvoubo-
dov§ch okrajovych filoh) pro funkce z,(x) (z) predstavuje

aproximaci funkce z(.,k/n)):
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n.(zy - zy_q) = Bgzk/3x2 pro Og el ke1,:2, 00,
s okrajovymi podminkami:

sz/é}{
-}zk/éx

=
It

0 ; pro 0y IJe=1,2;qully

n

1
It

a.(zy = vy) pro x = 1, k=1,2,...n,
kde vp=v(k/n), a poSatedni podminkou:

z. =0 pro O0<x <1,
Prirozené&, pro odpovidajici napé&ti plati:

1
sp(x) = zp(x) - & z) (%) dx.
0

Vezmeme mnoZinu U tvaru (2.4) s bi;(L a poloZime

ok

vy, m& viznam

L

Plati +tedy rekurze n.(vk—vk_1)=uk. Z¥e jm
teploty v peci v Case t=k/n, vektor Fizeni u se skl&ada z
pocéteéni teploty pece uq a rychlosti ohTFevu v peci v k-tém
tasovém intervalu up. Velilina S} =MaX gy <1 s (x) mé& vy-
znam maximélniho tlakového napéti v 8ase t=k/n. Podobné

bychom mohli sledovat maxim&lni tahové napéti

-mlnosxs»] Sk(}() .
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Véta 2.3 Zobrazeni A:U=ER 5 U ve tvaru (2.4) s b330,
které prifazuje vektoru rizeni u€R?  vektor maximilnich
napéti s=(s1,...sn)6Rn, je monotonni ve smyslu (2.3).

Dikaz. V disledku b;jz0  pro viechna u¢U plati Ogvqgvog
<...€ Uyp, kde v Jje funkc u pedle (2.3). Vzhledewm le nulo~
vé podate¥ni podmince realizuji vsechna pripustnid Fizeni
ohtev. UvaZime-1i jesté monotonni chovéni rovnice vedeni
tepla a implicitni Eulerovy formule, vidime, Ze zk(x) je
rostouci funkeci argumentu ¥ pro v8echna k, uel, a
Ogxel. Tedy sk=zk(1), a muZeme pouZit linearity, =ze které

plyne, Ze

k

i=1

Uzili jsme samozte jmé JjeSt¢ autonomie systému. Koeficienty
ay predstavuji impluzni odezvu systému, tj. odezvu na
rizeni u: uq=1, u3=0 pro i»2. To odpovida odezvé na
teplotu pece vy=1 pro vEechna i21. X% monotonnihochovéni
rovnice vedeni tepla a implicitni Lulerovy formule je opét
vidst, %e odezva s=(sy) na takové buzeni je kladni, tj.
s€R}. Tedy a;>0 pro vSechna 1, a vlastnost (2.3) je nyni
jiZ evidentni. [:]

Je tieba zdfraznit, #Ze bylo podstanim zpisobem pouZito
monotonniho chovéni jednorozmérného systému, které zaruduje,
e se maximhlni nap&ti nabyvaji stale v jednom bod& pro

viechny pripustné reZimy oh¥evu (v uvaZovaném pTripadé

tlakovych napéti je to na povrchu desky). To umoZnuje pouZit




linearity, kter& zase umoZnuje vySetPfovat chovéni systému

pomoci jeho impulzni odezvy.
Je z¥ejmé, Ze vlastnosti (2.1) a (2.2) jsou rovnéz
splnény. Aplikaci Véty 2.2 dosthvame tedy tvrzeni, Ze Pizeni

u sestavené algoritmem, je lok&lnim izolovanym maximem

n
vzhledem ke kritériu up> Zi Wi.uy s néjakimi kladnimi

vahami  w; a navic mnoZina vah s touto vlastnosti je dosti

i
velkd (m& neprézdny vnit¥ek v R™). Kdyby bylo moZno poloZit
wi=konst. pro v8echna i, dostali bychom jako kritérium
ptimo teplotu v peci v Case t=1. Neni ovSem ztejmé, patiti-—
1i takové w do mnoZiny VW 2z Véty 2.2.

Zdtraznéme jeS5té jeden otevieny problém, totiZ chovéni

pro limitni prechod ke spojitému p¥ipadu, tj. n—=+m. 2

kompaktnosti mnoZiny pPfipustnych Fizeni

{u“—"(uinit ,uI.)EHXLQ(O,'I); O‘{uinitgkonst. a

Ogu,(t)gkonst: pro s.v. t },

pfedstavuje limitni p¥ripad d¥ive uvaZovanych mnoZin U

N8

co
pro n—>+w (u; 54 Je poléateini teplota pece, ult) Je
rychlost oh¥evu v &ase t), vzhledem ke slabé topologii
prostoru RXL,(0,1), ze spojitosti stavového operatoru (tj.
operatoru A p¥isluSiciho nediskretizovanjm diferenciélﬁim
rovnicim), z lkonvergence implicitni Eulerovy formule, a z
uzavienosti mnoZiny pPfipustn§ch napéti ve vhodnfch topolo-

giich dostivéme standardnimi postupy (viz napi. [11]) kon-—



vergenci nékteré vybrané posloupnosti z u” n=1 E pripustné-

mu Pizeni. Neni ovEem ziejmé, zda je takové pizeni optim&lni

k néjakému kritériu tvaru
1
OB e g ur(t).wr(t) dt
0

s vahou wq>0 a w(t)>0. Vhodné normovani posloupnost vah
(w1,wr) sice konverguje slab& v prostoru HxL2(O,1), to viak
nesta&i ke spojitosti skalérniho souéinu (pfipomeﬁme, Ze
+izeni konverguji také jen slab&), a navic neni ani zte jmé,
zda by slab4 limita nebyla rovna nule, coZ by nedavalo ne-

trivialni optimalizagni Glohu.

II.4 Test algoritmu na modelovém pifikladu

Algoritmus byl ovéren experimentéalné na Uloze, které je
podstatné horsi =z hlediska ¥izeni nez fhlohy Pizeni ohfevu
realnych meteri&lt. V +té&to modelové filoze Dbylo totig
maximalni redukované napétl omezeno (na 250 HPa) po celou
dobu ohievu, tj. 1 Ppo dobu piekrystalizace, coZ bylo
klasiclkimi metodami zvladnutelné Jjen s ne jvy$8im fGsilim a
s mnoha numerickymi experimenty (viz [13], kde se navic
pouzivé misto maxim&lniho redukovan&ho napéti pouze maximél-—
niho rozdilu teplot v dané ¢&asové hlading). Zde uvedeny
algoritmus pracoval 1 pro tuto filohu naprosto spolehlivé s

velmi péknjmi vysledky, 1 kdyZ piedpoklad (2.3) nebyl za-
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ruéen.

Je tieba =zdiraznit nékteré vi¥hody naieho algoritmu
proti klasickym metodam optimalniho ¥izenij; viz [11]. Xla-
sické metody vyzaduiji mnohokrat Pedit stavovou rovnici 1
piisluinou sdru#enou rovnici pPro vipodet kriteria a jeho
gradientu, coZ vyZaduje mnoho strojového &asu 1 mnoho pamé-—
td., nebot celé FeSeni Jje nutno uchovat v paméti pro vipolet
sdruzenych rovnic. Navic programovéani sdrusenych rovnic byvé
velice pracnéa zalezitost. Dale je vyZadovéna dobra podatedni
aproximace optimélniho 74zeni a dobra volba celé Tady para-
metrit pro optimalizadni algoritmus, co? miZe byt dosti
citliva otazka. Nejvice nepiijemné oviem byvaji stavové ome-—
zeni, které musi bt odstranéna duilnimi metodami. Naviec
optimalni ¥izeni neni dosaZeno po konedném poctu kroku opti-
malizadniho algoritmu. 7a +to vie dostavéme tu vihodu, Ze
snhme kritérium, vzhledem ke kterému je ziskané ¥izeni
vt imEF" optimélni, a miZeme provést analyzu hlohy co se tice
konvergence. Vyznam téchto vihod je viak pon&kud set¥en
skutednosti, #e v praxi pripadaji v avahu tasto dosti rlzna
xritéria, a jsme pak postaveni pred otazku, které kritérium
vlastng zvolit; viz diskuse Vv Li2).

V piipad& naSeho alpgoritmu je situace pravé opalné. Je
rychlf{, nepotiebuje mnoho paméti ani Tadu parametri, neni
tieba programovat sdruZzené rovnice ani odetrovat stavové
omezeni du&alnimi metodami. Jeho visledky je mo¥no oviem OVE-—

fovat pouze empiricky, co? ale vzhledem k ne jistoté "které
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kritérium je to pravé" ¢&inime vlastné i u klasickych metod
optim&lniho ¥izeni.

Pro experimenty s modelovou flohou byl pouZit model
podrobn& popsany v [11] pro modelové rota&nd symetrické
téleso (viz obr.1) a s omezenim maximblniho redukovaného
napéti mnezavislfm na teploté (250 HPa). ReZim oh¥evu
sestaveny algoritmem, spolu s odezvou maximilni a minimé&lni
(v daném &ase) teploty v té&lese jako funkce ¢asu, jJjakoZto i
s odezvou maxim&lniho redukovaného (podle kritéria Hencky-
—liiezes—Huber) termoelastického napéti v télese jsou uvedeny
na obr.1. Na odezvé napdti je moZno pozorovat 4 &asové
Gseky, ve kterfch je napéti mensi na® zvolené mez; Vv
ostanich &astech je zvolen&d mez 250 [lPa sledovana s
presnosti 1 lMPa, ale nebylo by problémem dosihnout plesnoti
radové «veEtsi. V prvnim a t¥fetim ze zminénfch fGsekt se
algoritmus vracel zpé&t (skok na krok 2 v kroku 4) a viéchto
Usecich je rychlost oh¥evu v peci minimalni (=0). Ve druhém
a Ctvrtém Gseku algoritmus provedl skok na krok 6 v kroku 3
a v téchto fisecich je naopak rychlost ohievu pece maximalni
(= 90 K/h). Prvni fGsek odpovids nab&hu napéti z pivodné
nulové hodnoty v Case t=0 na hodnotu 250 liPa. Ve skutednosti
byl pro urychleni v§podtu tento fsek oBetren tak, Ze se
predem poloZila rychlost oh¥evu rovna nule po dostateéné
dlouhou dobu a pfedm&tem vypodtu pak byla po&ate&ni teplota
pece, kter4d se stanovila tak, aby. odezva napéti praveé

dosahoval 250 IiPa s piedepsanou piesnosti. 0d ¢asu, pro




ktery tato odezva dosdhla této meze, pokracfoval jiZ algorit-
mus skuteénd vySe popsanym zplisobem. Druhfy Gsek nastévé tés-
nd po zadhtku prekrystalizace v télese (ta zatdind samozie jmé
na hrané télesa), t¥eti fisek je tésné pred koncem prekrysta-—
lizace v t&lese (prekrystalizace kon&i ve st¥fedu t&lesa), a
étvrty Gsek Jje t&sné po konci prekrystalizace.

Rovnice X(x)=C; v kroku 5 se Fefila iteradn&, derivace
X se v celém &asovém intervalu odhadla diferenc¢nim podilem
(X(B;)-%(by))/(By=bs). Predepsanad piresnost 1 kPa byla
dosaZena zpravidla po jedné, nejvyse dvou iteracich.
Algoritmus si potfebuje pamatovat tolik &asovych firovni, o
kolik se v priubéhu vypoétu maximélné& wvraci, t.j. maximum
rozdilu i-j béhem vypodtu. Toto ¢&islo je ovEem predem
neznamé, a zhvisi samozfejmé téZ na délece zvoleného Casového
kroku. Casové hladiny, Ikteré se uchovavaji v paméti je
vhodné implementovat jako frontu (FIF0).

Pro diskretizaci bylo v +tomto pFipadé pouzito 79

L

asovich firovni a sit 10x6 bodd v prostoru, oboji s
nerovnomérnym délenim. Vypodet vyZaduje I&dové asi 10 minut
CPU poditade IBI 370/135. Rychlost algoritmu i relativné
malé naroky na pamét umo¥nuji viak diskretizaci podstatné
zjemnit, co%Z by umoZnilo ¥izeni ohtevu tvarové sloZit&jsich

t&les i respektovéni prostorové sloZitéjsSich okrajovich pod-

minek.
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