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Hybridni feSeni difize a konvekce

1. Formulaee problému

Piispévek se zabyvd numerickym feSenfim pareidlni
diferencidlni rovnice

due a dre
L PO W Y 1
Pn = [d = |vu]-|—g t> 0,2€ ) (1)
Nezndaimd funkee (v, £) necht vvhovaje jedté okrajovym
podminkdm 1. drubu

w(0, 1) = Uy w(a, t) = U,
a potdteéni podmince
u(w, 0) = ().

Koeficienty d, v, g, rovnice (1) neeht jsou obeend funkee-
mi 2, t, ¥, mohou mit i nespojitosti 1. druhu a necht
diz, t, u) = & > 0. V dasledkn zdvislosti koeficient(
na funkei % je rovnice (1) obeendé nelinedrni. 'V &lianku
je prezentovina numerickd metoda fefeni rovnice (1),
kterd je vhodnd pro hybridni vypoéetni systém.

2. Algoritmus FeSent

P¥i nidvrhu numerické metody Fedeni rovnice (1) hude-
me vychdzet z nékolika ndsledujicich metod obeengjéiho
charakteru.

1. V posledni dobé je hybridni fefeni parcidlnich
diferencidlnich rovnic evoluéniho typu proviadéno meto-
dou CSDT (semidiskretizace, pii niz prostorovi promén-
nd zistdvd spojitd). Paveidlni funkei v Case ¢ = k. At
budeme v daldim oznadovat, jak je to obvykls, indexem
k. Vzhledem Lk tomu, Ze diferencidlni opordtor na pravé
stran® rovnice (1) se pii metod® ('SDT nediskretizuje
a tudiz zistdvd neomezeny. jo nutné k numerické intoe-
graci podle éasu ¢ pouit implieitni formule.

2. Daldi z obeenyeh myslenek, kterou pro konstrukei
numerické metody piijmeme, je tzv. metoda Edsteénych
kroki, zndmd z pou?iti na dislicovych poditadich. Filo-
zofie této metody je ta, Ze operdtor na pravé strand rov-
niee (1) rozlofime na soudet n operdtor. ('asovy interval
At rozddlime na n dilit a v kazdém z nich nechdme pi-
sobit vidy jen jeden operdtor, ale s n-nidsobnou intenzi-
tou. Zde se nabizi rozddlit operdtor na &dst diftizni
(s koeficientem d) a ¢dst konvekéni (s koeficientem ).
Generaéni élen (koeficient g) mizeme piipojit bez obtiZi
ke kterékoliv z nich, jelikoz neobsahuje derivace podle
proménné x. Reeni rovnice s konvekénim ¢lenem je
celkem bd%né. Je zudmo, Ze vzniklou rovnici pro funkei
g je nutno integrovat vidy ve sméru kladné rychlosti
2. Nabyva-li koeficient vy obojiho znaménka, je nutno
rozddlit interval (0. @) na takové ddsti, aby v ka#zdé z nich
koeficient v, nezménil znaménko. To je algoritmicky
naroéné. Metoda édsteényveh krokt viak nabizi jind
fefeni. Rozlozit rychlost »p na soudet dvou rychlosti,
z nich# jedna je kladnd a drubd zdpornd. Pri realizaci
na analogovém poditadi viak piisobi obtiie i to, je-li
funkee #; v ndjakém bodd intervalua’ (0, @) v absolutni
hodnoté pifli§ mald. Prote budeme poZadovat rozklad

v = v 4+ g vE = d> 0,9 =—4 <0,

kde 4 jo vhodn$ volend kladnd dislo. Pro operdtor na
pravé strand rovnice (1) dostdvime tedy rozklad na
3 &dsti: diftizni, konvekdéni s kladnou ryehlosti a kon-
vekéni se zdpornou rychlosti. Je-li rychlost jen jednoho
znaménka, muze eventudlng jeden konvekéni élen od-
padnout.

3. ProtoZe rovnice (1) je obeend nelinedrni, vznikne
poutitim implicitn{ formule (nutnost jejiho pouziti byla
zdtiraznéna v prvnim odstavei) nelinedrnf okrajovd vilo-
ha pro funkei wuy, co% je samozfejmd novhodné. To se
odstrani tim, #e budeme uvaZovat kocficienty d, », g
zpoZdéné, tj. v dase (b — 1).4é Je zndmo, Zo takové
zpoZdéni muze eventudlnd zplsobit nestabilitu vypodtu
posloupnosti uy, zvlditd pii vyraznyeh zdvislostech
koeficienti d, v, g na funkei w a pii vétdich hodnotdch A¢.
Naproti tomu mé oviem tento postup Fadu vyhod. Jed-
nak, to jiz bylo Feteno, je rovnice pro uy linedrni, ddle
je moZno uvedeny algoritmus bez obti%i aplikovat na
soustavy rovnie typu (1), které mezi schou maji vazbu

prostiednietvim koeficienta d, », g o konednd je moizno
postilnout i slozité zivislosti koefieientn rovnice (1)
na funkei #, nejen na hodnoté funkee 2 v dandédm hods.
To vie se v praxi vyskytuje.

4. Prijeti vEeeh mydlenck uvedenyeh v piedehozich
odsiaveieh nds vede k ndsledujief formuli, sloZzend z rov-

nie (2). (3). (4).

€& —— M 0 ) i
ST T ) g (®)

Tato rovnice piedstavuje poddtedni alohu pro funkei e,
integruje se v kladném sméru osy @ s poddtedni podmin-
koue (0) = U,.

—e 0
fm Z - 7 k- ) (3)

Talo rovnice pro funkei f se integruje v zdporném sméru
osy ® 8 poddtedni podminkou fla) = e(a).

w—f @ Dity
At Fx'(d""" ax] 4

Tato rovnice je nkrajova viloha pro funkei 2; 8 podmin-
kaini g (0) = Uy, wp(a) = U,.

Funkee e, f jsou pomoené a predstavuji funkei wy_y
po zmoéné za ¢as At vlivem élenti »+ a g, resp. v + g.
Je {icha si uvédomit, Ze funkee e, f nemusi byt spojité
a ani nevyhovuji okrajovym podminkam, pfedepsanym
pro rovniei (1). Tyto okrajové podminky nelze splnit
z toho diivodu, %o tlohy (2) a (3) maji nizsi fdd nez
tloha (4). Funkce uy je vSak jiZ spojitd a vyhovuje
predepsanym okrajovym podminkdm.

Porugovani okrajovych podminek je vée nepkirozend,
D4 se viak predpoklddat, Ze pro malé 4¢ bude i porudeni
okrajovyeh podminek ve funkeich e, f maléd. Poruseni
okrajovyeh podminek funkeo j je pro rovnici (4) analo-
gickd skokové zméné okrajovyeh podminel. Vlivem
nenulového At viak zhstane diftizni tok v rovniei (4)
na okrajich omezeny, oviem s joho piipadnym zvétde-
nim je vhodné poéitat p¥i volbé jeho normy. Porusend
okrajové podminky je moZno kerigovat i v jinyeh fazich
vypottu, ncz jak je to uvedeno zde.

Déle jo nepPirozenéd rozdslent diftizniho a konvekéniho
toku. Funkeo uy z rovnice (4) mé totid absolutné spojity
diftizni tok, zatimeo méd byt spojity soudet difizniho
a konvekéniho tolau.

T pies tyto ndmitky je meteda Sdstednych krokil
kupodivu velmi dobfe pouzitelnd na hybridnim vypocet-
nim systému. Redeni rovnic (2) a (3) o b&iné a je
uvedeno napt. v [2] nebo [4]. Rovndz Feldeni rovnice (4)
Ize najit v mnoha pramenech, napi. v [1], [2], [3], [4]-

8. Aplikaini oblasti — zdvireiné poznimky

Dominantnimi mechanismy pohybu nosiéilt v polovo-
di¢i jsou privé difaze spolu s konvekei v elektrickén
poli. Polovodid miZeme tedy popsat rovniei typu (1),
piesnéji soustavou dvou takovych rovnie pro elektrony
a diry. Koeficienty rovnice (1) pritom slozité zdvisi
na koneentracich wosiéd v celém objemu polovodice
prostiednictvim jistého integréiniho operdtoru (inverzni-
mu k Laplaceovu operdtoru).

Dalsi aplika&ni oblasti mohou byt vyméniky tepla.
Zde opét mdme soustavu alesponn dvou rovnie typu (1).
Ryechlost » je pro nestladitelnou tekutinu a pro kon-
stantni pritfez potrubi v ka#dé rovnici prostorové
konstantni, koeficienty diftiize a pPestupf tepla mohou
ziviset na teplotdch, ¢imZ se tloha stane nelinedrni.
Okrajové podminky zde byvaji ponékud slozitdjsi, nez
jak jsme je pro jednoduchost uvazovali d¥ive. Pro obé
tyto aplikatni oblasti je pouzitelnd formule uvedend ve
¢tvrtém odstavei, pro prvni z nich byla vyzkou$ena na
hybridnim vypoéetnim systému ADT 7000 v prédci [4].
V dusledku zpozddnyeh koeficientd jsou wvznikajici
soustavy okrajovych nebo poédtednich uloh linedrni
a navic se rozpadajf, takZe je miZeme fedit pro kazdou
rovnici zZvI43t.

K ptedchozim metoddm zbyvd na zdveér dodat toto:
vhodnost metody CSDT pro hybridni vypotet byla
zdavodiiovédna jiZz v mnoha pracich, napi. [2]. Zpo%déni
koeficient (odst. 3) bylo vyzkouSeno na modeloviéni

LAy Y




riiznyeh polovodidovych struktur na &slicovych podi-
tadich v [8] a [5] a je moZné, fow jiného okruhu neli-
nedrnich tiloh by se mohly vyskytnout obti%e § numeric-
kou stabilitou posloupnosti wuy, resp. s piili§ ostrym
omezenim na Af. Nyni se budeme zabyvat odst. 2., tj.
‘metodon &asteényeh krokil. Nepouziti této metody nés
vede k formuli . s e o

uk'—u{{'__l"ﬁ' a.[ g | Oy ' ] :
g TR S dyy T + Vg1 Uk | + Fra

Pro funkei u; dostdvdme okrajovou “lohu, kterd je
v diisledlku zpo#dénych koeficientt linedrnf. Lze ji tedy
bez obtizi faktorizovat, co% je zdroveh plirozend metoda
pro hybridni Peserii okrajového problému, Tato metoda
byla implementovéna na hybridnfm poditati ADT 7000,
aviak ukédzala se vhodné jen pro maly konvekéni &len.
Podrobnosti 1ze nalézt v prici [4], kde se téZ tato formule

srovnévé s formuli z odst. 4.-Pro vyrazngjil konvekéni
¢len bylo vhodndjii u#it metodu Edsteénych kroli,

. Metodou #dsteenyeh krokti lze rovndz lohu difdze
a konvekee Tedit ve vice dimenzich, v tomto plipadd se
té% mluvi 0 metodd sti{ddni sm&ri. Sy
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