Uvodni kurz z matematiky Dalibor éml’d, MFF UK Cviceni: Posloupnosti

Uloha 1. Ozna¢me sy := ZN

1 G, soucet prvnich N ¢lent aritmetické posloupnosti (a,)$°, d jeji diferenci.
Urcete

1. d,aq,as, s11, pokud je znamo a4 = 6 a ay; = 34.
2. ay,d, pokud je zndmo s5 = sg = 60.
Uloha 2. Oznaéme (a,)$°,d, sy jako v predchozi tloze. Dokazte, 7e

N
Sy = N‘“JFT“N = 5 (a1 + (N = 1)d)

Uloha 3. Oznacme sy := ZN

1 Gn soucet prvnich N ¢lent geometrické posloupnosti (a,)$°, ¢ jeji kvocient.
Urcete

1. q,a1, sg, pokud je zndmo as = 48 a a5 = 162.
2. ag, sg, pokud je zndmo az3 =1 a g = %

Uloha 4. Ukazte, 7e soucet dvou aritmetickych posloupnosti je aritmeticka posloupnost a sou¢in dvou
geometrickych geometricka. Dale ukazte, ze je-li (a,)7° geometricka posloupnost, jejiz vSechny ¢leny jsou
kladné, pak je posloupnost (log a,,)3° aritmeticka. Jaky je vztah kvocientu a diference téchto posloupnosti?
Uloha 5. Necht N € N a sy := 22;1 an je soucet prvnich N ¢lent geometrické posloupnosti (ay)7°.
Ukazte, ze posloupnost (sgy — S(k—1)N)je1 = (SN, S2N — SN, 83N — S2N, - - -) je také geometricka.

Uloha 6. Dokazte, ze pro viechna n € N plati

inQ _N(N+ 1%(2N+ 1)

Uloha 7. Dokaite, 7e N-ty ¢astecny soucet aritmeticko-geometrické fady pro ¢ # 1 je

N 4 1— gV NN+
E: - N2 9
= (1-4q) l1—gq

Uloha 8. Oznatme (an)7® Fibonacciho posloupnost danou rekurentnim pfedpisem Vn € N : apio =
Gn+1 + an, a1 = ag = 1. Dokazte, Ze jeji n-ty ¢len je mozné explicitné vyjadfit jako
¢" —(=9)"

VER

kde ¢ := 1+72\/5 = 1,618 je zlaty Tez Fibonacciho posloupnost je tedy soucet dvou geometrickych posloup-
1-5
22

Ay =

nosti s kvocienty ¢ a —¢~ =
Uloha 9. Dokazte, Ze posloupnost (an)3° dana rekurentné Vn € N : apq9 1= 2(ant1 —apn), a1 =1, a2 =0
se da explicitné vyjadiit jako a,, = 3((1+4)" + (1 —4)"). Umite najit jednoduché explicitni vyjédrent
této redlné posloupnosti, které se obejde bez komplexnich &isel?

Uloha 10. V roviné uvazujme mnozinu n piimek, z nichz zadné dvé nejsou rovnobé&zné a zadné tii se nepro-
tinaji v jednom bodé. Urcete, na kolik oblasti tato mnozina piimek rozdé€luje rovinu. Ndvod: Predstavte

si, Ze pridavate n-tou piimku, najdéte rekurentni vztah, odhadnéte explicitni a dokazte indukci.

Uloha 11. Posloupnost (an) je dana rekurentnim vztahem ¥n € Ng : a,, = ap—1+ — L a9 =0. Urcete

n(n+1)’
explicitni vztah pro a,.
Uloha 12. Ukazte, ze pro kazdé n € N existuji ¢isla pp, ¢, € N takova, ze (1 —v/2)" = p, — gn/2. Najdéte
rekurentni vztah pro posloupnosti (pn)nen, (¢n)nen. Pomoci néj najdéte racionélni &islo g, které aproxi-
muje v/2 s piesnosti lepsi nez 1073, Ukaite, ze posloupnost (r,)nen, kde r, = p2 — 242, je geometricka,
a zapiste ji explicitné. Ukazte, ze pro n liché plati
1

0<\/§—]ﬁ<—2
an  2q

n

a odvodte analogické nerovnosti pro n sudé.



