
Souèet øad �(2k) = 1X
n=1

1n2k pro k 2 N
M. Rokyta

1.Pro � 6= 0 uva¾ujme funkci cosh�x na h��; �i, roz¹íøenou dále periodicky s periodou 2�. Takto vytvoøenáfunkce je sudá, spojitá a po èástech hladká na R, je tedy rovna své Fourierovì øadì ve v¹ech bodech x 2 R.Speciálnì je cosh�x = a02 + 1X
n=1 an cosnx ; pro v¹echna x 2 h��; �i ;

kde1 an = 2�
Z �

0 cosh�x cosnx = (�1)n sinh���� 2�2�2 + n2 ; n = 0; 1; 2; : : :
Pro x 2 h��; �i, � 6= 0 tedy platí

cosh�x = sinh����
 1 + 1X

n=1(�1)n 2�2�2 + n2 cosnx
! ;

speciálnì pro x = �, po úpravì:2
��cotgh�� � 1 = 1X

n=1
2�2�2 + n2 ; � 6= 0: (1)

Výraz vlevo má limitu 0 pro � ! 0, tomto smyslu tedy rovnost (1) platí pro v¹echna reálná �.
2.Ve vztahu (1) polo¾íme �� = t2 , upravíme

cotgh t2 = e t2 + e� t2e t2 � e� t2 = et + 1et � 1 = 2et � 1 + 1
a dostaneme

tet � 1 + t2 � 1 = 1X
n=1

2t2t2 + 4�2n2 ; t 2 R (pro t = 0 ve smyslu limity). (2)
3.Na¹im dlouhodobým plánem nyní bude rozvinout jak funkci tet�1 vlevo ve (2), tak funkci 2t2t2+4�2n2 vpravoza znamením sumy ve (2) do pøíslu¹ných Taylorových øad, dosadit tyto rozvoje do (2) a porovnat koe�cientyu stejných mocnin.Zaèneme funkcí tet�1 . Uva¾ujeme-li f(z) := zez�1 jako funkci komplexní promìnné, vidíme, ¾e má odstra-nitelnou singularitu v z = 0 a neodstranitelné singularty v bodech 2k�i, k 2 Z n f0g. Lze ji tedy rozvinoutdo Taylorovy øady se støedem v bodì nula, s kruhem konvergence o polomìru 2�. Tedy existují reálnáèísla Bk taková, ¾e platí tet � 1 = 1X

k=0
Bkk! tk ; pro jtj < 2� : (3)

1Výpoèet integrálu pro an lze snadno provést napøíklad u¾itím identity 4 cosh�x cosnx = (e�x + e��x)(einx + e�inx).2Vztah (1) mimo jiné dává vzorec pro souèet øady P1n=1 1n2+�2 , který platí limitnì i pro pøípad � = 0, nebo», jak lze
snadno ovìøit, lim�!0

�� cotgh���12�2 = �26 .
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Èísla Bk, de�novaná vztahem (3) se nazývají Bernoulliho èísla3. Spoètìme je.Pro v¹echna t 2 R (v nule ve smyslu limity) máme
et � 1t = 1t � 1X

k=0
tkk! � 1� = 1X

k=0
tk(k + 1)! ;

tedy
1 = et � 1t � tet � 1 =  1X

k=0
Bkk! tk

! � 1X
k=0

tk(k + 1)!
!

pro jtj < 2� a uvnitø tohoto kruhu lze uvedené (absolutnì stejnomìrnì) konvergující øady násobit. Kdy¾tak uèiníme a porovnáme koe�cienty u stejných mocnin, dostaneme:
1 = B0
0 = nX

k=0
Bkk! (n� k + 1)! ; n = 1; 2 : : :

Po vynásobení èíslem (n + 1)! lze druhý ze vztahù psát 0 = Pn
k=0 �n+1k �Bk, dostáváme tedy následujícírekurentní formuli pro Bernoulliho èísla:

B0 = 1 ; Bn = � 1n+ 1 n�1X
k=0

�n+ 1k
�Bk ; n = 1; 2 : : : : (4)

Odtud lze spoèítat (poèítal Maple), ¾e napøíklad:
B0 = 1 ; B1 = �12 ; B2 = 16 ; B3 = 0 ; B4 = � 130 ; B5 = 0 ; B6 = 142 ; B7 = 0 ;
B8 = � 130 ; B9 = 0 ; B10 = 566 ; B11 = 0 ; B12 = � 6912730 ; B13 = 0 ; B14 = 76 ; (5)
B15 = 0 ; B16 = �3617510 ; B17 = 0 ; B18 = 43867798 ; B19 = 0 ; B20 = �174611330 ; : : :

Nabízí se otázka, zda neplatí B2k+1 = 0 pro v¹echna k 2 N. Odpovìï je kladná, nebo» ze vztahu (2) plyne,¾e funkce tet�1 + t2 �1 je sudá na R, má tedy v¹echny liché derivace v nule (které jsou a¾ na násobek rovnyB2k+1) nulové. Je tedy tet � 1 = 1� t2 + 1X
k=1

B2k(2k)! t2k ; jtj < 2� ;
neboli porovnáním s (2) 1X

k=1
B2k(2k)! t2k = 1X

n=1
2t2t2 + 4�2n2 ; jtj < 2� ; (6)

kde Bernoulliho èísla4 Bn splòují (4) resp. (5).
4.Pokraèujme v na¹em plánu a rozviòme funkci 2t2t2+4�2n2 (pro pevné n) do Taylorovy øady se støedem vnule. K tomu si staèí v¹imnout, ¾e tato funkce je souètem geometrické øady:

2t2t2 + 4�2n2 = 2 � t2�n�21 + � t2�n�2 = 2� t2�n�2 1Xk=0(�1)k
� t2�n�2k = 2 1X

k=1(�1)k�1
� t2�n�2k :

3Výraz k! ve jmenovateli koe�cientù v rozvoji (3) je zvykem psát z historických dùvodù, pravdìpodobnì na základì
analogie s Taylorovým rozvojem funkce et�1t . Poznamenejme, ¾e existuje i jiná de�nice Bernoulliho èísel, viz následující
poznámka pod èarou.4Jiná de�nice Bernoulliho èísel bere v úvahu, ¾e Bn jsou nulová pro n > 1, n liché. Oznaèíme-li tato þjináÿ Bernoulliho
èísla napøíklad B�n, platí B��1 = B0 = 1, B�0 = jB1j = 1=2, B�n = jB2nj. Je tedy B�n > 0 pro v¹echna n. Hovoøí-li se o
Bernoulliho èíslech, je v¾dy potøeba dát pozor na to, má-li autor na mysli (v na¹em oznaèení) èísla Bn èi B�n.
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Pro jtj < 2� je kvocient vý¹e uvedené geometrické øady v absolutní hodnotì men¹í ne¾ 1, a to pro libovolnén 2 N, tedy lze pøedchozí rovnost dosadit do (6) a dostat1X
k=1

B2k(2k)! t2k = 2 1X
n=1

1X
k=1

(�1)k�1(2�n)2k t2k ; jtj < 2� : (7)
5.V dvojné øadì vpravo v (7) chceme zamìnit poøadí sèítání, abychom mohli porovnat koe�cienty u t2k. Tolze, pokud dvojná øada vpravo konverguje absolutnì (zámìna poøadí pøi sèítání je pøerovnání øady). Jev¹ak (opìt seèteme geometrickou øadu):

2 1X
n=1

1X
k=1

� jtj2�n
�2k = 1X

n=1
2t24�2n2 � t2 < +1 pro ka¾dé jtj < 2�.

Lze tedy vpravo v (7) zamìnit poøadí sèítání, co¾ po úpravì dává1X
k=1

B2k(2k)! t2k = 1X
k=1

 (�1)k�122k�1�2k 1X
n=1

1n2k
! t2k ; jtj < 2� ;

odkud z jednoznaènosti Taylorova rozvoje plyne
�(2k) = 1X

n=1
1n2k = (�1)k�1 22k�1B2k(2k)! �2k ; (8)

co¾ jsme chtìli spoèítat.
6.Ze vztahu (8) lze vypozorovat následující:� Z de�nice Bernoulliho èísel plyne, ¾e Bn 2 Q pro v¹echna n = 0; 1; 2 : : : . Tedy existují rk 2 Q taková,¾e �(2k) = rk�2k. Odsud plyne, ¾e v¹echny hodnoty �(2k) jsou transcendentní. S vyu¾itím (5) jemo¾no spoèíst napøíklad

� (2) = 16 �2
� (4) = 190 �4
� (6) = 1945 �6
� (8) = 19 450 �8
� (10) = 193 555 �10
� (12) = 691638 512 875 �12
� (14) = 218 243 225 �14
� (16) = 3 617325 641 566 250 �16
� (18) = 43 86738 979 295 480 125 �18
� (20) = 174 6111 531 329 465 290 625 �20...

� Proto¾e �(2k) > 0 pro v¹echna k 2 N, plyne z (8), ¾e jB2kj = (�1)k�1B2k, a tedy Bernoulliho èíslase sudým indexem pravidelnì støídají znaménka. (Tuto hypotézu jsme mohli vyslovit u¾ za vztahem(5)).
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