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10 Funkce více prom̌enných

10.1 Základní pojmy

Definice. Eukleidovskou vzdálenostíbodů~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n budeme rozum̌et

číslo

‖~x − ~y‖ =

√
√
√
√

n∑

j=1

(xj − yj)2 .

Poznámka. (i) ∀~x, ~y ∈ R
n : ‖~x − ~y‖ = 0 ⇐⇒ ~x = ~y,

(ii) ∀~x, ~y ∈ R
n : ‖~x − ~y‖ = ‖~y − ~x‖,

(iii) ∀~x, ~y, ~z ∈ R
n : ‖~x − ~y‖ ≤ ‖~x − ~z‖ + ‖~z − ~y‖.

Definice. (i) Necht’ ~x ∈ R
n, r > 0. MnožinuBr(~x) ≡ Ur(~x) definovanou p̌redpisem

Br(~x) = {~y ∈ R
n; ‖~x − ~y‖ < r}

nazývámeotevřenou koulí se sťredem~x a poloměrem r nebo takéotevřeným okolím bodu ~x.

(ii) Necht’ ~x ∈ Rn, r > 0. MnožinuBr(~x) definovanou p̌redpisem

Br(~x) = {~y ∈ R
n; ‖~x − ~y‖ ≤ r}

nazývámeuzavřenou koulí se sťredem~x a poloměrem r.

Definice. (i) Necht’ M ⊂ R
n, ~x ∈ R

n. Řekneme, že~x ∈ R
n je vnit řním bodem množiny M , jestliže

existujer > 0 splňující Br(x) ⊂ M .

(ii) Množina M ⊂ R
n se nazýváotevřená, jestliže každý její bod je jejím vnitřním bodem.

(iii) Vnit řkem množiny M rozumíme množinu všech vnitřních bodů množinyM . Vnitřek množinyM
budeme znǎcit int M .

Poznámka. (i) MnožinaM ⊂ R
n je otev̌rená ⇐⇒ M = intM .

(ii) Prázdná množina a celý prostorR
n jsou otev̌rené množiny.

(iii) Necht’ A je neprázdná množina indexů. Necht’ množinyGα ⊂ R
n, α ∈ A, jsou otev̌rené. Pak

⋃

α∈A Gα je otev̌rená množina.

(iv) Necht’ m ∈ N. Necht’ množinyGi, i = 1, . . . ,m, jsou otev̌rené. Pak
⋂m

i=1 Gi je otev̌rená množina.
(Průnik nekoněcně mnoha otev̌rených množin nemusí být otevřená množina: rozmyslete si, že platí:
⋂∞

n=1(−
1
n
, 1

n
) = {0}).

Definice. (i) Necht’ M ⊂ R
n a ~x ∈ R

n. Řekneme, žex je hrani čním bodem množinyM , pokud pro
každér > 0 platíBr(~x) ∩ M 6= ∅ a zárověn Br(~x) ∩ (Rn \ M) 6= ∅.

(ii) Hranicí množiny M rozumíme množinu všech hraničních bodůM . Znǎcíme jiH(M) nebo∂M .

(iii) Uzávěrem množinyM rozumíme množinuM ∪ H(M). Uzáv̌er množinyM znǎcímeM .

(iv) Řekneme, že množinaM je uzavřená, jestliže obsahuje všechny své hraniční body (tj.H(M) ⊂ M ,
neboliM = M ).

Poznámka. (i) MnožinaF ⊂ R
n je uzav̌rená, práv̌e kdyžR

n \ F je otev̌rená.
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(ii) Prázdná množina a celý prostorR
n jsou uzav̌rené (i otev̌rené).

(iii) Necht’ A je neprázdná množina indexů. Necht’ množinyFα ⊂ R
n, α ∈ A, jsou uzav̌rené. Pak

⋂

α∈A Fα je uzav̌rená množina.

(iv) Necht’ m ∈ N. Necht’ množinyFi, i = 1, . . . ,m, jsou uzav̌rené. Pak
⋃m

i=1 Fi je uzav̌rená množina.
(Sjednocení nekonečně mnoha uzav̌rených množin nemusí být uzavřená množina: rozmyslete si, že
⋃∞

n=1〈
1
n
, 1 − 1

n
〉 = (0, 1)).

Definice. Necht’ A ⊂ R
n, A 6= ∅, a~x ∈ R

n. Vzdáleností bodu~x od množinyA rozumímečíslo

ρ(~x,A) = inf{‖~x − ~y‖; ~y ∈ A}.

Diametrem (průměrem) neprázdné množinyB ⊂ R
n rozumíme

diam B = sup{‖~x − ~y‖; ~x, ~y ∈ B}

a klademediam ∅ = 0. Pokuddiam B < ∞, pakříkáme, žeB je omezenámnožina.

10.2 Konvergence vRn

Definice. Necht’{~xn}
∞
n=1 je posloupnost prvkůRn. Řekneme, že{~xn}

∞
n=1 konverguje k ~y ∈ R

n, ~xn → ~y,
jestliže platílimn→∞ ‖~xn − ~y‖ = 0. Prvek~y nazývámelimitou posloupnosti {~xn}

∞
n=1. Konvergentní

posloupností vR
n rozumíme každou posloupnost prvkůR

n, která má limitu vRn.

Věta 10.1(vlastnosti konvergence). Platí:

(i) Necht’ {~xn}
∞
n=1 je posloupnost prvků zRn a existujín0 ∈ N, ~y ∈ R

n takové, že~xn = ~y pro každé
n ≥ n0. Paklimn→+∞ ~xn = ~y.

(ii) Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

(iii) Necht’ A ⊂ R
n. MnožinaA je uzavřená, právě když limita každé konvergentní posloupnosti prvků

zA leží vA.

(iv) Necht’{~xnk
}∞k=1 je posloupnost vybraná z posloupnosti{~xn}

∞
n=1 prvkůR

n, tj., {nk}
∞
k=1 je rostoucí

posloupnost přirozených čísel. Jestliželimn→+∞ ~xn = ~y, pak takélimk→+∞ ~xnk
= ~y.

10.3 Spojitá zobrazení

Definice. Necht’ ~f : R
n → R

m je zobrazení,~a ∈ R
n aM ⊂ R

n.
Řekneme, že

• ~f je spojité v bodě~a vzhledem k množiňeM , jestliže~a ∈ M a platí

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀~x ∈ M : ‖~x − ~a‖ < δ ⇒ ‖~f (~x) − ~f (~a))‖ < ε;

• f je spojité v bodě~a, jestliže je spojité v~a vzhledem kRn. ~f je spojité na M , jestliže je spojité v
každém boďe~a ∈ M vzhledem kM .

Definice. Necht’ M ⊂ R
n a~x ∈ R

n. Řekneme, že~x je hromadným bodem množinyM , jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0: M ∩ (Bε(~x) \ {~x}) 6= ∅.

Množinu všech hromadných bodů množinyM znǎcíme M ′ a nazýváme jiderivací množiny M . Body
z M \ M ′ nazývámeizolovanými body množinyM .
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Definice. Necht’ ~f : R
n → R

m, A ⊂ R
n a necht’~a ∈ R

n je hromadným bodem množinyA. Řekneme, že
prvek~b ∈ R

m je limitou zobrazení ~f v bodě~a vzhledem k množiňeA, jestliže platí

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0∀~x ∈ A,~x 6= ~a : ‖~x − ~a‖ < δ =⇒ ‖~f (~x) −~b‖ < ε.

Je-li A = R
n, říkáme, že~f máv bodě~a limitu ~b.

Označení. Pokud limita ~f v boďe ~a vzhledem kA existuje, pak ji znǎcíme lim
~x→~a,~x∈A

~f (~x). Místo zápisu

lim
~x→~a,~x∈Rn

~f (~x) píšeme jenlim
~x→~a

~f (~x).

Věta 10.2(Heineova v̌eta o limiťe). Necht’ ~f : R
n → R

m, A ⊂ D(~f ), ~a ∈ A′, ~b ∈ R
m. Potom jsou

následující dvě tvrzení ekvivalentní:

(i) lim~x→~a,~x∈A
~f (~x) = ~b,

(ii) pro každou posloupnost{~xn} prvků množinyA, ~xn 6= ~a, splňujícílim ~xn = ~a, platí lim ~f (~xn) = ~b.

Věta 10.3(Heineova v̌eta o spojitosti). Necht’ ~f : R
n → R

m, A ⊂ D(~f ), ~a ∈ A′. Potom jsou následující
dvě tvrzení ekvivalentní:

(i) ~f je spojitá v bodě~a vzhledem k množineA,

(ii) pro každou posloupnost{~xn} prvků množinyA, splňujícílim ~xn = ~a, platí lim ~f (~xn) = ~f (~a).

Poznámka.Platí standardní v̌ety o aritmetice limit, o spojitosti součtu, rozdílu, soǔcinu a podílu.

Věta 10.4(spojitost složeného zobrazení v bodě). Necht’ ~f : R
n → R

m a ~g : R
m → R

k jsou vektorové
funkce více proměnných. Necht’~a ∈ P ⊂ R

n, ~f (~a) ∈ Q ⊂ R
m, a necht’ platí:

• existujeδ ∈ R, δ > 0, takové, že~f (Bδ(~a) ∩ P ) ⊂ Q,

• ~f je spojité v bodě~a vzhledem kP ,

• ~g je spojité v bodě~f (~a) vzhledem kQ.

Pak zobrazení~g ◦ ~f je spojité v bodě~a vzhledem kP .

10.4 Parciální derivace a totální diferenciál

Definice. Necht’ f : R
n → R je reálná funkcen proměnných,~a ∈ R

n, 1 ≤ i ≤ n. Pakparciální derivaci
funkce f v bodě~a podle i-té proměnnédefinujeme jako limitu

∂f

∂xi
(~a) = lim

t→0

f(~a + t~e i) − f(~a)

t
,

pokud tato existuje vlastní. Symbolem∂f
∂xi

oznǎcujemeparciální derivaci funkce f podle i-té proměnné,

tj. funkci, která bodu~x přiřazuje hodnotu∂f
∂xi

(~x).

Definice. Necht’ f je reálná funkcen proměnných,~a ∈ R
n aL : R

n → R je lineární zobrazení.̌Rekneme,
žeL je totální diferenciál funkce f v bodě~a, jestliže platí

lim
~h→~0

f(~a + ~h) − f(~a) − L(~h)

||~h||
= 0.
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Věta 10.5(vztah totálního diferenciálu a parciální derivace). Necht’L je diferenciál funkcef v bodě~a ∈ R
n.

Potom existují parciální derivace
∂f

∂x1
(~a), . . . ,

∂f

∂xn
(~a)

a pro každé~h = (h1, . . . , hn) ∈ R
n platí

L(h1, . . . , hn)
︸ ︷︷ ︸

totální diferenciál

=
∂f

∂x1
(~a)h1 + · · · +

∂f

∂xn
(~a)hn

︸ ︷︷ ︸

parciální diferenciály

.

Jiná značení: (L ≡ f ′(~a) ≡ df(~a).)

f ′(~a)(h1, . . . , hn) =
∂f

∂x1
(~a)h1 + · · · +

∂f

∂xn
(~a)hn.

~h = (h1, . . . , hn) ≡ (dx1, . . . , dxn) =⇒

df(~a)(dx1, . . . , dxn)
︸ ︷︷ ︸

totální diferenciál

=
∂f

∂x1
(~a)dx1 + · · · +

∂f

∂xn
(~a)dxn

︸ ︷︷ ︸

parciální diferenciály

.

Věta 10.6.Má-li funkcef v bodě~a ∈ R
n totální diferenciál, jef v bodě~a spojitá.

Věta 10.7. Necht’f je reálná funkcen proměnných,~a ∈ R
n a ∂f

∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
jsou spojité funkce v bodě~a.

Potom máf v bodě~a totální diferenciál.

Pouhá existence parciálních derivací (tj. parciálních diferenciálů) ješťe neimplikuje existenci totál-
ního diferenciálu!

Definice. • Necht’f je reálná funkcen proměnných,~a ∈ R
n a~v ∈ R

n. Pakderivací funkcef v bodě
~a podle vektoru ~v rozumíme (vlastní) limitu

D~vf(~a) = lim
t→0

f(~a + t~v) − f(~a)

t
.

• Necht’ f je reálná funkcen proměnných,~a ∈ R
n a f ′(~a) existuje. Pak definujemegradient funkce

f v bodě~a jako vektor

grad f(~a) ≡ ∇f(~a) =

(
∂f

∂x1
(~a), . . . ,

∂f

∂xn

(~a)

)

∈ R
n.

Věta 10.8.Necht’f je reálná funkcen proměnných,~a ∈ R
n a ~v ∈ R

n. Necht’ existujef ′(~a). Pak platí

(i) D~vf(~a) = ∇f(~a) · ~v = f ′(~a)(~v) ≡ df(~a)(~v),

(ii) max{D~vf(~a); ‖~v‖ = 1} = ‖∇f(~a)‖.

Poznámka.Rozmyslete si k důkazu bodu (ii):
‖~v‖ = 1 =⇒ D~vf(~a) ≤ ‖∇f(~a)‖ ‖~v‖ = ‖∇f(~a)‖,
‖∇f(~a)‖ 6= 0, pak~v := ∇f(~a)

‖∇f(~a)‖ =⇒ D~vf(~a) = ∇f(~a)‖ · ∇f(~a)
‖∇f(~a)‖ = ‖∇f(~a)‖.

Geometrický význam gradientu.

• Gradient funkce v boďe uřcuje sm̌er nejv̌etšího růstu funkce.
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• Velikost gradientu funkce v bodě je zárověn hodnotou (této nejv̌etší) derivace ve sm̌eru gradientu.

Definice. Necht’ ~f je zobrazení zRn do R
k, ~a ∈ R

n aL : R
n → R

k je lineární zobrazení.̌Rekneme, žeL
je derivací (totálním diferenciálem) zobrazení~f v bodě~a, jestliže platí

lim
~h→~0

||~f (~a + ~h) − ~f (~a) − L(~h)||

||~h||
= 0.

Úmluva.
Pod termínem "derivace" budeme pro funkce~f : R

n → R
k rozum̌et totéž, co pod termínem "(totální)

diferenciál".

Věta 10.9.Necht’ ~f je zobrazení zRn doR
k, které má v bodě~a ∈ R

n derivaciL ≡ ~f ′(a). Potom je~f ′(a)
reprezentováno (Jacobiho) maticí

D~f

Dx
(~a) ≡

D(f1, . . . , fk)

D(x1, . . . , xn)
(~a) :=









∂f1

∂x1
(~a) . . . ∂f1

∂xn
(~a)

∂f2

∂x1
(~a) . . . ∂f2

∂xn
(~a)

...
...

∂fk

∂x1
(~a) . . . ∂fk

∂xn
(~a)









.

Věta 10.10.Necht’ ~f je zobrazení zRn do R
k, ~a ∈ R

n a ~f ′(~a) existuje. Potom~f je spojité v~a.

Věta 10.11.Necht’ ~f je zobrazení zRn do R
k, ~a ∈ R

n a ∂fj

∂xi
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k, jsou spojité v~a.

Potom~f ′(~a) existuje.

Věta 10.12(derivace složeného zobrazení). Necht’ ~f je zobrazení zRn do R
k, ~g je zobrazení zRk do R

s,
~a ∈ R

n a~b = f(~a) ∈ R
k. Jestliže existují~f ′(~a) a ~g ′(~b), pak existuje(~g ◦ ~f )′(~a) a platí (~g ◦ ~f )′(~a) =

~g ′(~b) ◦ ~f ′(~a).

Důsledek 10.13(řetízkové pravidlo). Necht’ funkcef1, . . . , fk z R
n do R mají v bodě~a ∈ R

n totální
diferenciál a funkceg zR

k doR má v bodě~b = (f1(~a), . . . , fk(~a)) totální diferenciál. Definujme funkcih z
R

n do R předpisem
h(~x) = g(f1(~x), . . . , fk(~x)).

Potom máh v bodě~a totální diferenciál a proi ∈ {1, . . . , n} platí

∂h

∂xi

(~a) =
k∑

j=1

∂g

∂yj

(~b)
∂fj

∂xi

(~a).

10.5 Parciální derivace vyššícȟrádů

Definice. Necht’f je funkce zRn doR, i, j ∈ {1, . . . , n}, ~a ∈ R
n. Parciální derivaci funkce∂f

∂xi
podlej-té

proměnné v boďe~a znǎcíme ∂2f
∂xj∂xi

(~a), pokudi 6= j, p̌rípadňe ∂2f

∂x2

i

(~a), pokudi = j. Analogicky znǎcíme

parciální derivace vyššícȟrádů.

Definice. Necht’ G ⊂ R
n je otev̌rená množina,f : G → R a p ∈ N. Řekneme, žef je třídy Cp, jestliže

všechny parciální derivace funkcef až dořádup včetňe jsou spojité naG. Množinu všech funkcíf : G → R

třídy Cp oznǎcujemeCp(G) a klademeC∞(G) =
⋂∞

p=1 C
p(G).

Definice. Necht’ G ⊂ R
n je otev̌rená množina,p ∈ N ∪ {∞} a f : G → R

k. Řekneme, žef je zobrazení
třídy Cp, jestliže všechny jeho složkyf1, . . . , fk jsou ťrídy Cp.
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Věta 10.14.Necht’p ∈ N∪{∞}, G ⊂ R
n, H ⊂ R

k jsou otevřené množiny,f : G → R
k, g : H → R

s jsou
třídy Cp a platí f(G) ⊂ H. Pak zobrazeníg ◦ f je třídy Cp.

Věta 10.15.Necht’G ⊂ R
n je otevřená,p ∈ N, a funkcef ∈ Cp(G). Necht’~a ∈ G. Potom hodnota

∂pf

∂xi1 . . . ∂xip

(~a)

je nezávislá na pořadí indexůi1, i2, . . . ,ip.

Poznámka.Tato tzv. zám̌ennost parciálních derivací obecně neplatí pro funkce, jejichž parciální derivace
(až do p̌ríslušnéhǒrádu v̌cetňe) nejsou spojité.

Definice. Necht’ všechny níže uvedené parciální derivace existují.

• Bud’ ~f : R
n → R

n. Divergencí ~f v boďe~a nazvu

div ~f (~a) :=
n∑

j=1

∂fj

∂xj

(~a) .

• Bud’ ~f : R
3 → R

3. Rotací ~f v boďe~a nazvu

rot ~f (~a) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~e1 ~e2 ~e3

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f1 f2 f3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~a) =

=

(
∂f3

∂y
−

∂f2

∂z
,
∂f1

∂z
−

∂f3

∂x
,
∂f2

∂x
−

∂f1

∂y

)

(~a) .

Definice. Bud’ f : R
n → R a necht’ existují parciální defivace∂

2f

∂x2

j

, j = 1, . . . , n, v boďe~a ∈ R
n. Hodnotou

Laplaceova operátoru∆, aplikovaného na funkci~f v boďe~a (čteme "Laplacef(~a)") nazvu hodnotu

∆f(~a) :=

n∑

j=1

∂2f

∂x2
j

(~a) .

Poznámka. • Operátory∆, div agrad ≡ ∇ lze aplikovat i na vektorové funkce, "po složkách", tj. např.
pro ~f : R

n → R
k je ∆~f (~a) k-rozměrný vektor se složkami∆fj(~a), j = 1, . . . , k.

• P̌ri formálním oznǎcení∇ = ( ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

) lze psát tyto formální identity:

grad f = ∇f , div ~f = ∇ · ~f ,

∆f = (∇ · ∇)f , rot ~f = ∇× ~f .

Cvičení. Ově̌rte, že pro všechny funkce, mající v daném bodě spojitéparciální derivace nejvyššího v iden-
titách použitéhǒradu, platí tyto identity:

div∇f(~x) = ∆f(~x) ,

div rot ~f (~x) = 0 ,

rot rot ~f (~x) = ∇ div ~f (~x) − ∆~f (~x) .
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10.6 Věty o implicitně zadaných funkcích

Věta 10.16(o implicitně zadané funkci). Necht’p ∈ N∪{∞}, G ⊂ R
n+1 je otevřená množina,F : G → R,

~̃x ∈ R
n, ỹ ∈ R, [~̃x, ỹ] ∈ G a necht’ platí:

(i) F ∈ Cp(G),

(ii) F (~̃x, ỹ) = 0,

(iii)
∂F

∂y
(~̃x, ỹ) 6= 0.

Pak existuje okolíU ⊂ R
n bodu~̃x a okolíV ⊂ R boduỹ, že∀~x ∈ U ∃ ! y ∈ V s vlastnostíF (~x, y) = 0.

Označíme-li totoy jakoϕ(~x), je ϕ ∈ Cp(U), a

∂ϕ

∂xj
(~x) = −

∂F
∂xj

(~x, ϕ(~x))

∂F
∂y

(~x, ϕ(~x))
, kdej ∈ {1, . . . , n}, ~x ∈ U .

Věta 10.17(o implicitně zadaných funkcích). Necht’ n,m ∈ N, p ∈ N ∪ {∞}, G ⊂ R
n+m je otevřená

množina,~F : G → R
m, ~̃x ∈ R

n, ~̃y ∈ R
m, [~̃x, ~̃y] ∈ G a platí:

(i) ~F ∈ Cp(G),

(ii) ~F (~̃x, ~̃y) = ~0,

(iii)
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂F1

∂y1
(~̃x, ~̃y) . . . ∂F1

∂ym
(~̃x, ~̃y)

...
. . .

...
∂Fm

∂y1
(~̃x, ~̃y) . . . ∂Fm

∂ym
(~̃x, ~̃y)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0.

Pak existuje okolíU ⊂ R
n bodu ~̃x a okolí V ⊂ R

m bodu ~̃y, že∀ ~x ∈ U ∃ ! ~y ∈ V s vlastností
~F (~x, ~y) = ~0. Označíme-li toto~y jako ~ϕ(~x), je ~ϕ ∈ Cp(U).

10.7 Extrémy funkcí více prom̌enných

Definice. Bud’ f : R
n → R aM ⊂ D(f).

• Řekneme, žef nabývá v boďe x maxima (resp.minima) na M , jestliže platí

∀y ∈ M : f(y) ≤ f(x) (resp.∀y ∈ M : f(y) ≥ f(x)).

Bodx pak nazývámebodem maxima(resp.minima) funkcef na množiňeM .

Definice. • Řekneme, žef nabývá v boďe x lokálního maxima (resp.lokálního minima) vzhledem
k M , jestliže existujeδ > 0 takové, že

∀y ∈ Bδ(x) ∩ M : f(y) ≤ f(x)

(resp.∀y ∈ Bδ(x) ∩ M : f(y) ≥ f(x)).

Bodx pak nazývámebodem lokálního maxima(resp.lokálního minima) funkcef na množiňeM .
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Definice. • Řekneme, žef nabývá v boďe x ostrého lokálního maxima (resp.ostrého lokálního
minima) vzhledem kM , jestliže existujeδ > 0 takové, že

∀y ∈ Bδ(x) \ {x}) ∩ M : f(y) < f(x)

(resp.∀y ∈ Bδ(x) \ {x}) ∩ M : f(y) > f(x)).

Bod x pak nazývámebodem ostrého lokálního maxima(resp.ostrého lokálního minima) funkce
f na množiňe M .

• Symbol maxM f (resp. minM f ) oznǎcuje nejv̌etší (resp. nejmenší) hodnotu, které funkcef na
množiňe M nabývá (pokud taková hodnota existuje).

Definice. Řekneme, žeM ⊂ R
n je kompaktní, pokudM je uzav̌rená a omezená množina vR

n.

Věta 10.18.Bud’ M ⊂ R
n neprázdná kompaktní množina af : M → R spojitá naM . Pakf nabývá na

M svého maxima i minima (a tedy je m.j. omezená naM ).

Věta 10.19.Necht’G ⊂ R
n je otevřená,~a ∈ G, j ∈ {1, . . . , n}. Necht’ funkcef : G → R má v bodě~a

lokální extrém (vzhledem keG). Pak bud’ ∂f
∂xj

(~a) neexistuje nebo je rovna nule.

Definice. Bod~a ∈ R
n nazývámestacionárním bodemfunkcef , pokudgrad f(~a) = ~0, tj. pokud ∂f

∂xj
(~a) =

0 pro všechnaj = 1, . . . , n.

Definice. Je-liA ∈ Mn×n symetrická matice, pak funkciQ : R
n → R, definovanou p̌redpisem

Q(~h) := (A · ~h) · ~h =
n∑

i,j=1

aijhihj

nazývámekvadratickou formou (definovanou maticíA).

Definice. Bud’ Q : R
n → R kvadratická forma.̌Rekneme, žeQ je

• pozitivně (negativňe) definitní, pokudQ(~h) > 0 (< 0) pro všechna~h ∈ R
n, ~h 6= 0;

• pozitivně (negativňe) semidefinitní, pokudQ(~h) ≥ 0 (≤ 0) pro všechna~h ∈ R
n;

• indefinitní , pokud existují vektory~h,~k ∈ R
n takové, žeQ(~h) > 0 aQ(~k) < 0.

Definice. Necht’ f : R
n → R má spojité druhé parciální derivace v bodě ~a ∈ R

n. Potom zobrazení
d2f(~a) : R

n × R
n → R definované p̌redpisem

d2f(~a)(~h,~h) :=
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(~a)hihj

nazývámedruhým diferenciálem funkcef v boďe~a.

Poznámka.Zobrazeníh :7→ d2f(~a)(~h,~h) je kvadratická forma, definovaná tzv. Hessovou maticí druhých

derivací,H(f)(~a) =
(

∂2f
∂xi∂xj

)n

i,j=1
.

Věta 10.20(postǎcující podmínky lokálního extrému). Budižf ∈ C2(G), ~a ∈ G a necht’∇f(~a) = ~0 (tj. ~a

je stacionárním bodemf ). Potom platí:

• Je-li kvadratická forma~h 7→ f ′′(~a)(~h,~h) negativně definitní, nabýváf v bodě~a ostrého lokálního
maxima.
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• Je-li kvadratická forma~h 7→ f ′′(~a)(~h,~h) pozitivně definitní, nabýváf v bodě~a ostrého lokálního
minima.

• Je-li kvadratická forma~h 7→ f ′′(~a)(~h,~h) indefinitní, nenabýváf v bodě~a ani lokálního maxima, ani
lokálního minima.

Poznámka.K určení definitnosti kvadratické formy sečasto hodí následující pravidlo:

• Bud’ A ∈ Mn×n matice kvadratické formy. OznačmeA1 ∈ M1×1, A2 ∈ M2×2. . . ,An ∈ Mn×n

její hlavní diagonální podmatice; necht’ dále všechny determinantydetA1, . . . detAn jsou nenulové.

• Oznǎcmečíslemp počet znaménkových zm̌en v posloupnosti{1,detA1, . . . detAn}.

Potom platí:

• Kvadratická forma definovaná maticíA je pozitivně definitní⇐⇒ p = 0.

• Kvadratická forma definovaná maticíA je negativně definitní⇐⇒ p = n.

Věta 10.21(Lagrangeovy multiplikátory). Necht’ m,n ∈ N, m < n, G ⊂ R
n je otevřená množina,

f, g1, . . . , gm ∈ C1(G),

M = {~z ∈ G; g1(~z) = 0, g2(~z) = 0, . . . , gm(~z) = 0}

a bod~̃z ∈ M je bodem lokálního extrému funkcef vzhledem k množiněM . Potom je splněna alespoň jedna
z následujících podmínek:

(I) vektory∇g1(~̃z),∇g2(~̃z), . . . ,∇gm(~̃z) jsou lineárně závislé,

(II) existují reálná číslaλ1, λ2, . . . , λm ∈ R splňující

∇f(~̃z) + λ1∇g1(~̃z) + λ2∇g2(~̃z) + · · · + λm∇gm(~̃z) = ~0.

10.8 Taylorův polynom

Definice. Necht’ k ∈ N a necht’ funkcef : R
n → R máspojité k-té parciální derivace v bodě~a ∈ R

n.
Potom zobrazenídkf(~a) : R

n × · · · × R
n

︸ ︷︷ ︸

k-krát

→ R definované p̌redpisem

dkf(~a)(~h, . . . ,~h
︸ ︷︷ ︸

k-krát

) :=

n∑

j1,...,jk=1

∂kf(~a)

∂xj1 · · · ∂xjk

hj1 · · · hjk
,

nazývámek-tým diferenciálem funkcef v boďe~a.

Definice. Necht’ pro~a ∈ R
n existujef (k)(~a), k ∈ N ∪ {0}. PotomTaylorovým polynomemk-tého řádu

funkce f v bodě~a rozumíme polynomn proměnných

T
f,~a
k (~x) = f(~a) +

k∑

j=1

1

j!
djf(~a)(~x − ~a, . . . , ~x − ~a

︸ ︷︷ ︸

j−krát

).

Definice. Řekneme, že množinaM ⊂ R
n je konvexní, pokud pro každé dva body~x, ~y ∈ M paťrí do M i

celá úsěcka, která tyto dva body spojuje.
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Věta 10.22(Lagrangeův tvar zbytku). Necht’G ⊂ R
n je otevřená konvexní množina,f ∈ Ck+1(G) (k ∈

N ∪ {0}), ~a ∈ G, ~x ∈ G. Potom existuje~ξ ležící na úsečce spojující body~a, ~x takové, že

f(~x) = T
f,~a
k (~x) +

1

(k + 1)!
dk+1f(~ξ)(~x − ~a, . . . , ~x − ~a

︸ ︷︷ ︸

(k+1)−krát

).

Věta 10.23(důsledek: v̌eta o p̌rírůstku funkce). Necht’G ⊂ R
n je otevřená konvexní množina,f ∈ C1(G),

~a ∈ G, ~x ∈ G. Potom existuje~ξ ležící na úsečce spojující body~a, ~x takové, že

f(~x) − f(~a) = f ′(~ξ)(~x − ~a).

Věta 10.24(Peanův tvar zbytku). Necht’f je funkce zRn do R, která je třídyCk (k ∈ N) na jistém okolí
bodu~a ∈ R

n. Potom platí

lim
~x→~a

f(~x) − T
f,~a
k (~x)

||~x − ~a||k
= 0.
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