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10 Funkce vice prongnnych

10.1 Zakladni pojmy

Definice. Eukleidovskou vzdalenostbodl# = (z1,...,24), ¥ = (¥1,-..,yn) € R™ budeme rozurét
Cislo

Poznamka. () VZ,7eR": |7 -7 =0 < =7,
(i) vz, g eR": |7 —g| = [y — |,
(i) vZ,y7,zZeR": [|Z—g| <[l - 2|+ [|Z— ¥l
Definice. (i) Necht # € R™, r > 0. MnoZinu B,.(¥) = U"(Z) definovanou pedpisem
B (Z) ={y € R™; |7 — Il <r}
nazyvameotewenou kouli se stedem x a polomérem r nebo takéotewenym okolim bodu 7.
(i) Necht # € R*, r > 0. Mnozinu B,.(Z) definovanou pedpisem
B, (7) = {g e R [T —g] <7}
nazyvameauzawenou kouli se stedem & a polomérem r.

Definice. (i) Necht M c R™, 7 € R". Rekneme, z& € R” je vnitinim bodem mnoZziny M, jestlize
existujer > 0 splujici B, (z) C M.

(i) MnoZina M C R"™ se nazyvatewen4, jestliZze kazdy jeji bod je jejim vriihim bodem.

(i) Vnitftkem mnoziny M rozumime mnoZinu vSech viitich bodli mnoZiny\/. Vnitfek mnoZiny M
budeme znét int M.

Pozndmka. (i) MnoZinaM C R" je oteWena <= M = int M.
(i) Prdzdn&d mnoZzina a cely prostBf* jsou otevené mnoziny.

(iii) Necht A je neprdzdna mnozina indexdl. Necht mnozily, C R", a € A, jsou otevené. Pak
Uaca Ga j€ otevena mnozina.

(iv) Necht m € N. Necht mnozinyG;, i = 1,...,m, jsou otevené. Pal{)" ; G; je oteWena mnoZzina.
(Prdinik nekonéné mnoha otefenych mnozin nemusi byt oflana mnoZzina: rozmyslete si, Ze plati:

i (=) = {0D).

Definice. (i) Necht M c R" ai € R™ Rekneme, ?e& je hraniénim bodem mnoZziny M, pokud pro
kazdér > 0 plati B,.(£) N M # () a zarové B,.(Z£) N (R™\ M) # 0.

(i) Hranici mnoziny M rozumime mnozinu vSech hr&nich bodlM/. Znatime ji H (M) nebod M.
(iii)y Uzavérem mnoziny M rozumime mnozind/ U H (M ). Uza®r mnozinyM zna&imeM.

(iv) Rekneme, Ze mnoZin&l je uzawena, jestlize obsahuje viechny své hiaiibody (4j.H (M) c M,
neboliM = M).

Poznamka. (i) MnozinaF' C R" je uzavena, prae kdyZR" \ F je otevena.
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(i) Prdzdnd mnoZzina a cely prostBf* jsou uzavené (i otevené).

(iii) Necht A je neprdzdna mnoZzina indextl. Necht mnozily C R", a € A, jsou uzavené. Pak
Naca Fo j€ uza¥ena mnoZzina.

(iv) Necht m € N. Necht mnozinyF;, i = 1,...,m, jsou uzavené. Pak J!" , F; je uzafena mnozina.
(Sjednoceni nekoeé mnoha uzaenych mnozin nemusi byt uz@na mnozina: rozmyslete si, ze
U?le(%’ 1- %> = (07 1))

Definice. Necht A ¢ R", A # (), aZ € R™. Vzdalenosti boduz od mnoZziny A rozumimec€islo
p(Z, A) = inf{||Z — g||; 7 € A}.
Diametrem (prlimérem) neprazdné mnozinyg C R™ rozumime
diam B = sup{||Z — ¢||; 7,7 € B}

a klademeliam () = 0. Pokuddiam B < oo, pakfikame, ZeB je omezenamnozina.

10.2 Konvergence \R"

Definice. Necht {Z,,}°2 , je posloupnost prvkiR™. Rekneme, 2¢7,}>° | konvergujek y € R", &, — ¥,
jestlize platilim,, . ||Z, — 7]| = 0. Prveky nazyvamelimitou posloupnosti {Z,}°° ;. Konvergentni
posloupnosti VR™ rozumime kazdou posloupnost prvRit, ktera ma limitu viR™.

Véta 10.1(vlastnosti konvergence)Plati:

(i) Necht {#,}5°, je posloupnost prvkll R" a existujing € N, § € R" takové, Zef,, = i pro kazdé
n > ng. Paklim,,_, 4 o @, = ¥.

(i) Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

(iii) Necht A c R™. MnoZinaA je uzaviena, pravé kdyz limita kazdé konvergentni ppsiosti prvki
zAleZzivA.

(iv) Necht {z,, }?°, je posloupnost vybrana z posloupnofi, }5° ; prvkdR", tj., {ns}?° , je rostouci
posloupnost pfirozenych Cisel. Jestlize,, . o 7, = ¥, pak takdimy_, o T, = ¥.

10.3 Spojita zobrazeni

Definice. Necht’f : R™ — R™ je zobrazenig € R® aM C R".
Rekneme, Ze

. fje spojité v bodeé @ vzhledem k mnozirg M, jestlized € M a plati

VeeR,e>035€R,6>0VFe M: |Z—a| <= |f(@) - f@)| <e;

e [ je spojité v bodeé a, jestlize je spojité i vzhledem KR™. f je spojité na M, jestlize je spojité v
kazdém bod @ € M vzhledem kM.

Definice. Necht M/ ¢ R™ aZ € R". Rekneme, ?& je hromadnym bodem mnozZiny M, jestlize
Ve e R,e > 0: M N (B(Z) \ {£}) # 0.

MnoZzinu vSech hromadnych bodl mnozifdy znatime M’ a nazyvame jderivaci mnoziny M. Body
z M \ M’ nazyvamezolovanymi body mnoziny M.
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Definice. Necht’f : R — R™, A C R™ a necht@ € R™ je hromadnym bodem mnoZiny. Rekneme, Ze
prvekb € R™ je limitou zobrazeni f v bodé @ vzhledem k mnozirg A, jestlize plati

VeeR,e>030€R,6>0VF€c A, F#a: |[T—adl|l<d = ||f (@) —b|| <e.
Je-li A = R, fikame, zef mav bodé @ limitu b.
Oznateni. Pokud limitaf v bodé @ vzhledem kA existuje, pak ji znéime _ lim f(f). Misto zapisu

r—a,reA
lim (&) piSeme jerlim f ().

Véta 10.2(Heineova ¥ta o limi&). Necht f : R* — R™ A C D(f), @ € A, b € R™. Potom jsou
nasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

() limg_zzea f (%) =b,
(i) pro kazdou posloupnostz, } prvkll mnoziny4, i, # @, spliiujicilim &, = @, plati lim f (Z,) = b.

Véta 10.3(Heineova &ta o spoijitosti) Nechff R?* = R™ A C D(f), a € A’. Potom jsou nasledujici
dvé tvrzeni ekvivalentni:

(i) f je spojita v bod& vzhledem k mnozing,
(i) pro kazdou posloupnogtr,, } prvkt mnoZziny4, spliiujicilim #,, = @, plati lim f(fn) = f(&).
Poznamka.Plati standardniéty o aritmetice limit, o spojitosti s@tu, rozdilu, soGinu a podilu.

Véta 10.4(spojitost slozeného zobrazeni v BydNecht f : R* — R™ a7 : R™ — R* jsou vektorové
funkce vice proménnych. Neclite P C R", f (@) € Q@ C R™, a necht plati:

e existujed € R, § > 0, takové, Z¢f (B;(@) N P) C Q,
e f je spojité v bod& vzhledem kP,
e G je spojité v bodd (@) vzhledem k).

—

Pak zobrazeni o f je spojité v bod& vzhledem KP.

10.4 Parcialni derivace a totalni diferencial

Definice. Necht f : R” — R je realna funkce: proménnych,a € R", 1 < i < n. Pakparcialni derivaci
funkce f v bodé @ podle i-té proménnédefinujeme jako limitu
of .. f(@+te") - f(a)

axi (CL) - }51(1) t

)

pokud tato existuje vlastni. Symbole% ozn&ujemeparcialni derivaci funkce f podlei-té proménné
tj. funkci, ktera bodur pfifazuje hodnotuyL ().

Definice. Necht f je re&lna funkce: proménnych,@ € R aL : R” — R je linearni zobrazenRekneme,
Ze L je totélni diferenciél funkce f v bodé a, jestlize plati
f(@+h) - f(@ — L(h)
h—0 [|h]|
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Veéta 10.5(vztah totalniho diferencialu a parcialni derivaclecht L je diferenciél funkceg v bodé&i € R™.
Potom existuji parcialni derivace
of of

axl(a),...,&rn (@)
a pro kazdér = (hy, ..., hy) € R™ plati

0
Lk b)) = 2@+ +
—_— ory

of -

parcialni diferencialy

totalni diferencial

Jind znaCeni: (L = f'(d) = df (a).)
0 0
F@0 ) = g @+ -+ @b,
h=(h1,....hy) = (dx1, ..., dz,) =
df (@)(dzy,...,dx,) = aa—jl(c_i)d:nl +- 4+ %(c‘i)d:ﬁn .

totalni diferencidl R >
parcialni diferencialy

Véta 10.6. M&-li funkce f v bodéa € R™ totalni diferencidl, jef v bodéa spaijita.

Véta 10.7. Necht f je realna funkcen proménnychg € R™ a 2L, ..., 2L jsou spojité funkce v bodié
Potom maf v bodéd totalni diferencidl.

Pouha existence parcialnich derivaci (tj. parcialnich diérencialll) jeS& neimplikuje existenci total-
niho diferencialu!

Definice. e Necht f je redlna funkce: proménnych,d € R™ av € R™. Pakderivaci funkce f v bodé
a podle vektoru ¥ rozumime (vlastni) limitu

Dat @) = iy 1O 1@

e Necht f je reélna funkcex proménnych,a € R” a f’(a) existuje. Pak definujemgradient funkce
f v bodéd jako vektor

grad f(@) = Vf(@) = (ﬁ(a) ﬁ(a)) € R".

oxy 7 Oxy,
Véta 10.8. Necht f je redlna funkce: proménnychgd € R"™ a v € R™. Necht existujef’(a). Pak plati
() Dyf(a) =V f(a)-v= f'(a)@)=df (@),
(i) max{Dyf(a@); |7 =1} = [V S (@]
Poznamka.Rozmyslete si k dlikazu bodu (ii):
17l =1 = Dgf(a) égvf(c?)\l 7]l = [V f @l i
IV F(@)]] # 0, paks := Thalr = Dgf(@) = V(@) - gy = IV £(@)]-
Geometricky vyznam gradientu.

¢ Gradient funkce v bo@l utuje snér nej\étsiho ristu funkce.
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¢ \elikost gradientu funkce v ba@dje zarové hodnotou (této neptsi) derivace ve sému gradientu.

Definice. Necht f je zobrazeni R doR*, @ € R” aL : R" — RF je linearni zobrazenRekneme, 7&
je derivaci (totalnim diferencidlem) zobrazenif v bodé a, jestlize plati

W@+ R - @ — L)

3 2 =0.
0 1Al

Umluva.
Pod terminem "derivace" budeme pro funkte R" — R¥ rozun®t toté?, co pod terminem "(totalni)
diferencidl".

Véta 10.9.Necht f je zobrazeni R" doR¥, které mé v bod& e R” derivaciL = f'(a). Potom jef’(a)
reprezentovano (Jacobiho) matici

0 — 0 —

?(a) ﬁa
Dz D(wy,...,x,) : :

Ay (= Ay (=

Te@ ... S(a

Véta 10.10.Necht f je zobrazeni R" doR¥, @ € R™ a f'(&) existuje. Potony je spojité va.

Véta 10.11.Necht f je zobrazeni R" doR*, @ € R" a g—g, i=1,...,n,j=1,...,k jsou spojité \i.
Potomf” (@) existuje.
Véta 10.1g(derivace slozeného zobrazenlijecht’ f jeﬁzobrazem’ R™ do R’i, g je zobrazeni Rf do R,
ac R"ab = f(d) € R*. Jestlize existujif’(a@) a §'(b), pak existuje(g o f)'(@) a plati (§ o f)'(@) =
g'(b)o f'(a).
Disledek 10.13(fetizkové pravidlo) Necht funkcefi, ..., fi z R” do R maji v bodéad < R" totalni
diferencial a funkcgy zR* doR ma v bod& = (f1(d), ..., fx(a)) totalni diferencial. Definujme funkei z
R"™ do R predpisem

hE) = g(/1(@), ..., fu(@)).

Potom mé&h v bodéd totalni diferencial a pra € {1,...,n} plati

N PN P4

Definice. Necht f je funkce zZR" doR, 4,5 € {1,...,n}, @ € R™. Parcialni derivaci funkc% podle;-té
proménné v bod a@ zn&ime afjgxi (@), pokudi # j, pfipadré %(6), pokudi = j. Analogicky zn&ime
parcialni derivace vyssidadu. '

Definice. Necht G C R” je otewend mnozinaf: G — R ap € N. Rekneme, z¢ je tfidy C?, jestlize
vSechny parcialni derivace funk¢eaZ doradup vcetre jsou spojité né:. Mnozinu vSech funkcf : G — R
tidy C? ozn&ujemeC? (G) a klademee>(G) = ()2, C(G).

Definice. Necht G C R” je otewena mnozinap € NU {oc} af: G — R*. Rekneme, 7¢ je zobrazeni
tfidy CP, jestlize vSechny jeho sloZky, . . ., fx jsou Fidy CP.
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Véta 10.14.Nechtp € NU {cc}, G C R, H C R* jsou oteviené mnoziny,: G — R¥, g: H — R* jsou
tfidy C? a plati f(G) C H. Pak zobrazeng o f je tfidy CP.

Véta 10.15.Necht G C R" je oteviendp € N, a funkcef € CP(G). Necht@ € G. Potom hodnota

R
Oxiy ... Oy

je nezavisla na poradi indexuy, s, ... ,p.

Poznamka.Tato tzv. zandnnost parcialnich derivaci obécneplati pro funkce, jejichz parcialni derivace
(az do fislusnéhdéadu \Cetrg) nejsou spaijité.

Definice. Necht vSechny niZze uvedené parcialni derivace existuji.

e Bud f : R™ — R". Divergenci f v bocé @ nazvu

=1 axj
e Bud f : R3® — R3.Rotaci f v boc @ nazvu
g & &
P 9 9 |-
rot f(a) = %z By s (@) =
i fo fs

(%_% o s %‘%W
Definice. Bud' f : R™ — R a necht existuji parcialni defivac%ié,j =1,...,n,vbod®ad € R". Hodnotou
J
Laplaceova operatoruA, aplikovaného na funkci v boce @ (Cteme "Laplacef (@)") nazvu hodnotu
H — 0*f
Af(@) =7 5.

0x?
Jj=1 J

Poznémkak . Operétory%, div agrad = V lze aplikovat i na vektorové funkce, "po slozkach", tj. hap
pro f : R™ — R* je Af (@) k-rozmérny vektor se slozkamh f;(d@), j =1,... k.

e P¥i formalnim ozndeniV = (52, ..., 52-) Ize psét tyto formalni identity:
grad f =V f, divf:V-]F,
Af=(V-V)f, rot f =V x f .

CviCeni. Ovéfte, Ze pro vSechny funkce, majici v daném &edojité parcialni derivace nejvyssiho v iden-
titdch pouzitéhdadu, plati tyto identity:

divVf(z@) = Af(@),
divrot f (&) = 0,

rot rot f (%) = Vdiv f(Z) — Af(T).

8
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10.6 ety o implicitné zadanych funkcich

Véta 10.16(o implicitné zadane funkci)Nechtp € NU{oco}, G C R"*! je otevienda mnozind;: G — R,
ZeR™ g eR,[Z g] € Ganecht plati:

() Fecr (@),
(i) F(Z,§) =0,
(i) 5o(E.3) 2 0.

Pak existuje okoll/ c R" boduz a okoliV c R bodug, 7evZ e U 3ly eV s vlastnosti¥' (%, y) = 0.
Oznatime-li totg jako (%), jep € CP(U), a

OF (= —
Oy b (T () ,
ax] 88_5(:6’90 'I))

Véta 10.17(o implicitné zadanych funkcich)Necht n,m € N, p € NU {oo}, G C R**™ je oteviena
mnozina,F': G — R™, Z € R", j € R™, [Z, 9] € G aplati:

() Fecra),
(iy F(z,7) =0,

(iii)

By S S oS S
GLTY) ... HEEY)

: L | #£0
OFm (2 = OFm (= >
a—yl(xay) ay—m(%y)

Pak existuje okoli/ c R™ boduZ a okoli V c R™ boduy, 2eV# € U 3! § € V s vlastnosti
F(z,7) = 0. Oznatime-li totay jako G(Z), je @ € CP(U).

10.7 Extrémy funkci vice proménnych
Definice. Bud' f : R™ — RaM C D(f).
e Rekneme, 7¢ nabyva v bo@ z maxima (resp.minima) na M, jestlize plati
VyeM: f(y) < f(x)  (respVy e M: f(y) = f(x)).
Bod = pak nazyvaméodem maxima(resp.minima) funkce f na mnozi M.

Definice. e Rekneme, ¢ nabyva v bod z lokalniho maxima (resp.lokalniho minima) vzhledem
k M, jestlize existujed > 0 takové, ze

Vy € Bs(x) N M: f(y)

(resp.Vy € Bs(x) N M: f(y)

()
())-

Bod z pak nazyvamd&odem lokalniho maxima(resp.lokéalniho minima) funkce f na mnozi@ M .

f
f

IV A
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Definice. e Rekneme, Zef nabyva v bo@ z ostrého lokalniho maxima (resp. ostrého lokalniho
minima) vzhledem kM, jestlize existuje > 0 takové, Ze

Vy € Bs(x) \{z}) N M: f(y) < f(=)
(resp.vy € Bs(z) \ {x}) N M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvaméodem ostrého lokalniho maxima(resp.ostrého lokalniho minima) funkce
f namnozig M.

e Symbol max,; f (resp.minys f) ozn&uje nej\etsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funktaa
mnoziré M nabyva (pokud takova hodnota existuje).

Definice. Rekneme, 7/ c R" je kompaktni, pokud}M je uza¥end a omezena mnozinaR¥.

Veéta 10.18.Bud’ M C R”™ neprazdna kompaktni mnozinafa M — R spojitd naM . Pak f nabyva na
M svého maxima i minima (a tedy je m.j. omezendha

Véta 10.19.Necht G C R" je otevienagd € G, j € {1,...,n}. Necht funkcef: G — R ma v bod&i
lokalni extrém (vzhledem Kg). Pak bud’aan;(c?,) neexistuje nebo je rovna nule.

Definice. Bod@ € R™ nazyvamestacionarnim bodemfunkce f, pokudgrad f(a@) = 0, tj. pokudngj(a) =
0 provSechng =1,...,n.

Definice. Je-li A € M™*™ symetrick4 matice, pak funk¢p : R™ — R, definovanou fedpisem
Q(h) = (A-h)-h=" ajhh;
i,j=1

nazyvamekvadratickou formou (definovanou maticA).
Definice. Bud' Q : R" — R kvadraticka formaRekneme, 7€) je

e pozitivné (negativr) definitni, pokudQ (%) > 0 (< 0) pro véechna € R”, h # 0;

e pozitivné (negativré) semidefinitn pokudQ (k) > 0 (< 0) pro véechna € R™;

e indefinitni, pokud existuji vektory:, k € R” takové, 2eQ(h) > 0 aQ(k) < 0.

Definice. Necht f : R®™ — R ma spojité druhé parcialni derivace v bédi € R"™. Potom zobrazeni
d’f(@) : R® x R" — R definované pedpisem

2i@inn =S 21

nazyvamedruhym diferencialem funkce f v boce a.

Poznamka.Zobrazenih :— d2f(a@)(h, 1) je kvadraticka forma, definovana tzv. Hessovou matici dehhy
. . i 225 \"

derivaci,H(f)(@) = (—miaxj)L .

Véta 10.20(postdujici podminky lokalniho extrémuBudiz f € C?(G), @ € G anechtVf(@) = 0 (tj. @

je stacionarnim bodernfi). Potom plati:

e Je-li kvadraticka forma: — f”(c?)(q, ﬁ) negativné definitni, nabyvA v bodéd ostrého lokalniho
maxima.
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e Je-li kvadraticka formai — f”(a@)(h, k) pozitivné definitni, nabyvé v bod&a ostrého lokalniho
minima.

o Je-li kvadraticka forma: — f”(@)(h, i) indefinitni, nenabyvé v bodéa ani lokalniho maxima, ani
lokalniho minima.

PoznadmkaK urceni definitnosti kvadratické formy $asto hodi nasledujici pravidlo:

e Bud A € M™ ™ matice kvadratické formy. OzBmeA; € M*!, Ay € M?*2. .. A, € M™*"
jeji hlavni diagonalni podmatice; necht dale viechny meteantydet A+, ... det A,, jsou nenulové.

e Ozn&mecislemp pocet znaménkovych zém v posloupnost{1,det A, ...det A, }.
Potom plati:

e Kvadraticka forma definovana matidi je pozitivné definitni<—= p = 0.

e Kvadraticka forma definovana matidi je negativné definitni<=- p = n.

Veéta 10.21(Lagrangeovy multiplikatory) Necht m,n € N, m < n, G C R" je oteviena mnoZina,
f>.gla--'>gm e Cl(G)’

M ={Z€G; g1(?) =0,02(2) = 0,..., gm(%) = 0}

abodZ € M je bodem lokélniho extrému funkgeszhledem k mnoZin& . Potom je spinéna alespoii jedna
z nasledujicich podminek:

() vektoryVgi(Z), Vga(Z), ..., Vgn(Z) jsou linearné zavislé,
(I existuji realna Cisla\{, Ao, ..., A, € R spliujici

VI(Z) +MVa(Z) + AaVga(Z) + - 4+ AnVgm(Z) = 0.

10.8 Taylordv polynom

Definice. Necht &k € N a necht funkcef : R®™ — R maspoijité k-té parcialni derivace v bédi € R".

Potom zobrazeni® f(a@) : R™ x --- x R" — R definované fedpisem
k-krat
d*f@h,....h) = i O —— 2 hj - hy
m ju = 9T 6% "

nazyvamek-tym diferencialem funkce f v bock a.

Definice. Necht prod € R” existuje f*)(@), k € NU {0}. PotomTaylorovym polynomem k-tého Fadu
funkce f v bodé @ rozumime polynom: proménnych

T/%(%) = +Z],dﬂf WE—a,...,T—a).
j—krat

Definice. Rekneme, e mnoZin&/ c R” je konvexni, pokud pro kazdé dva bodyy € M pafi do M i
cel& Uséka, ktera tyto dva body spojuje.
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Véta 10.22(Lagrangedv tvar zbytku)Necht G C R” je oteviena konvexni mnozina,c C*1(G) (k
NuU{0}),ad € G, ¥ € G. Potom existuj& leZici na Usecce spojujici bodyx takové, ze

1 2o o L
(k+1)!dk“f(f)(x—a,...,x—a).
(k+1‘):krét

F(@) =T(@) +

Véta 10.23(dlisledek: &ta o firlistku funkce) Necht G C R" je oteviena konvexni mnozinac C1(G),
a € G, ¥ € G. Potom existuje& leZici na Usecce spojujici bodyz takové, ze

f(@) - f(@) = (€)@ - a).

Véta 10.24(Peandv tvar zbytku)Necht f je funkce ZR" do R, ktera je tfidyC* (k € N) na jistém okoli
bodud € R™. Potom plati )
o S = T
m ————

= 0.
i-a || % —dlk
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