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10.1 Fourierova metoda FeSeni rovnice vedeni tepla na intervalu v R!

e Nulova prava strana, nulové okrajové podminky, nenulova pocéateéni podminka
Reste nasledujici tlohu pro rovnici vedeni tepla (L > 0, T > 0):

rovnice % —a2% =0 proz € (0,L),t € (0,T),
pocateéni podminka u(z,0) = p(x) x€(0,L), (10.1)
okrajova podminka w(0,8) =uw(L,t) =0 t€{0,T).

Navod:
e Funkci u(z,t) zdvislou na Case (t) i prostoru (z), hledejme v separovaném tvaru
u(z,t) = X(2)Y (),
po dosazeni do rovnice (10.1) dostaneme (za standardniho predpokladu identické nenulovovsti X a T')
1 dy() 1 d°X(2)
a?Y(t) dt X(z) dz?

coz vede opét k pozadavku existence konstanty A\ takové, ze

1 d°X(z)

Y@ A A, (10.2)
1 ady(t)

Y0 & - A (10.3)

Okrajové podminky pro rovnici (10.2) dostaneme ze zadéani (10.1), a sice X(0) =0 a X(L) = 0, coz plyne z
podminek plynou z u(0,t) = 0 a u(L,t) = 0. Okrajové podminky pro funkci Y nelze v této chvili jednoduse
zformulovat. I to je divod, pro¢ fesime nejprve tlohu pro X.

e Reseni tlohy pro funkci X se principialné lisi podle znaménka konstanty A:
— je-li A > 0, pak je feSenim rovnice (10.2) funkce

X(z) = clezﬁ + czeﬂ”ﬁ,

kde c1 a c2 jsou konstanty, které uréime z okrajovych podminek. Je ziejmé, Ze okrajové podminky
miZzeme splnit pouze volbou ¢1 = 0 a ¢2 = 0, tzn. X(z) = 0. Zajimaji nas vSak pouze identicky
nenulové Feseni, tedy tento pfipad vyloucime.

— je-li A =0, pak je feSenim rovnice (10.2) funkce
X(z) =1z + ca,

kde ¢1 = 0 a c2 = 0, jak opét plyne z okrajovych podminek, zavér je tedy stejny jako v predchozim
pripadé.

— je-li A < 0, pak je feSenim rovnice (10.2) funkce

X(z) = c1sin <$\/W> + ¢z cos (:r \)\\)

kde c1 a ¢z jsou konstanty, které urcime z okrajovych podminek. Lze pomérné jednoduse nahlédnout,
Ze netrivialni feSeni pro X dostaneme pouze v ptripadé, kdy bude konstanta A\ tvaru

,\n:f("%)Q, neN. (10.4)

Dostali jsme tedy, Ze vSechna netrividlni feSeni problému pro X vypadaji takto:

Xn(z) = ¢p sin (m \x\\) = ¢p sin (m%) , n € N. (10.5)
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e Pro A, tvaru (10.4) dostaneme rovnici (10.3) pro funkci Y (¢) = Y, (¢) ve tvaru

dYn(t) 2
= A\a’Yy(t),
7 a”Yn(t)
obecnym fesenim této rovnice je funkce
nma 2
Yo (t) = anek”azt = ane_( ) t (10.6)

kde a,, jsou libovolné konstanty.

e Nagli jsme tedy funkce un(x,t), které pro libovolné piirozené ¢islo n splituji rovnici (10.1) a okrajové pod-
minky (sou¢in konstant ¢, a a, pfeznacime na c,),

Un(z,t) = Xn(2)Yn(z) = cnef(%)% sin (x%r) . (10.7)

K tplnému feSeni problému (10.1) je jesté tieba splnit pocateéni podminku. Reseni celého hleddme jako
nekonecnou sumu funkei un, (z, ),
t) = Z un(:c7t),
n=1

v ptipadé ,dostatecné rozumné“ konvergence této fady bude funkce u spliiovat rovnici i okrajové podminky.
Zbyva vytesit otdzku nabyvani pocateéni podminky. Chceme, aby platilo u(z,0) = ¢(z), tj.

i un(z,t) = i": Cn sin (z%) =¢(x), proz € (0,L),
n=1 n=1

coz neznamena nic jiného, nez ze koeficienty ¢, je nutné volit tak, aby to byly Fourierovy koeficienty funkce
o(z) pfi rozvoji do sinové fady (pfedpokladame tedy, ze ¢ lze takt orozvinout). Koeficienty ¢, pak spoc¢teme

jako
L
2
Cn f/ s1n ) dx (10.8)
0

a obdrzeli jsme (formalng, tj. bez toho, ze bychom diskutovali kvalitu konvergence atd...) FeSeni problému
(10.1),

v

- L
= Z Cne*(%)zt sin (x%r) , kdec, = /go(x) sin (an—W) dx . (10.9)
n=1 0

e Nenulova prava strana, nulové okrajové podminky, nenulova pocateéni podminka

rovnice %—7; - a2% =f proz € (0,L),t € (0,T),
pocatecni podminka u(z,0) = p(z) x€(0,L), (10.10)
okrajova podminka u(0,t) =u(L,t) =0 te€{(0,T).

Navod:

e Vyjdeme z toho, Ze jiz umime FeSit rovnici s nulovou pravou stranou a nulovou okrajovou podminkou, viz
(10.9). Predpokladdejme nyni, Zze pravou stranu f lze rozvést do sinové Fourierovy fady vici prostorové
proménné, tj.

f(z,t) = 3 )sin (z— ), kde fn(t) = = [ f(z,t)sin 22 dz
S h0sin (+F). / ()

Reseni problému (10.10) budeme hledat metodou variace konstant v (10.9), tj. pigeme koeficienty ¢, v rozvoji
funkce u(zx,t) jako funkce Casu

e Dosadime takto navrzenou funkci do rovnice (10.10), ¢isté formalné zderivujeme ¢élen po ¢lenu, atd...Do-

staneme
Z (an _ "Wa) — fn( )) sin (x%) =0,
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coz ma platit pro kazdé x € (0,L) at € (0,T). Z jednozna¢nosti Fourierovych rozvoju tedy plyne, Ze pro
kazdé n musi byt splnéna obycejnd diferencidlni rovnice

den(t)
dt

(n7e)?r
cnl(t fn dr

Dosadime-li takto vypoctené koeficienty c,(t) do rozvoje funkce u(z,t), bude vysledkem

u(x,t):i(c / fa(m)eE* TdT) ) gin (217,

= (e,

jejimz feSenim je

konstanty ¢, (0) uréime z poc¢ateéni podminky tlohy (10.10). Chceme, aby platilo u(zx,0) = ¢(z),

i cn(0) sin (m%) = ()

n=1

coz neznamend nic jiného, nez ze koeficienty ¢, (0) je nutné volit tak, aby to byly Fourierovy koeficienty
funkce ¢(x) pfi rozvoji do sinové fady.

e Formalnim feSenim problému (10.10) je tedy funkce
2

Wﬁ:i%mﬂ%>m (/n

n=1

a)Z(t_T) . nl
dr | sin (JC L) , (10.11)

kde

MM

L L
cn(0) = %/@(w)sin (m%) dz, fn( /f x,t) sin nlir) dzx .
0 0

e Nulova prava strana, nenulové okrajové podminky, nulova pocéateéni podminka

rovnice Gu _ g2 g;g =0 proxze(0,L),te(0,7),

pocateéni podminka u(z,0) =0 x €(0,L), (10.12)

okrajova podminka u(0,t) = £(t) te(0,T), '
u(L,t) = p(t) .

Navod: S nenulovymi okrajovymi podminkami se vypofadame tak, ze tilohu (10.12) pfevedeme na tlohu (10.10):
funkei u(z, t) hleddme jako soucet dvou funkci

u(z,t) = w(z,t) + v(z,t),
kde funkci v(zx,t) definujeme takto
x x
o(w,t) = (1= 1) &) + T(0),
pak plati, ze
v(0,t) = (1),
o(L,t) = p(t).

Funkce v(z,t) tedy splituje okrajové podminky problému (10.12). Dosadime-li rozepsanou funkei u(z, t) do zadani
rovnice (10.12), dostaneme

ow 0w o 0%\ de(t) x dp(t
Er (a‘“@ =-(-0) % I

a pocatecni podminku pro w(z,0) = —v(z,0) = — ((1 — %) 1(0) + £p(0)). Je tedy vidét, Ze problém pro funkci w
je problém typu ,nenulovd prava strana, nulové okrajové podminky, nenulovd pocateéni podminka“, ktery jsme
fesili v pfedchozim bodu.
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e Obecny problém: nenulova prava strana, nenulové okrajové podminky, nenulova poéateéni
podminka

rovnice % — az% =f proxe(0,L),te€(0,T),

pocate¢ni podminka u(z,0) =p(x) z€{0,L), (10.13)

okrajova podminka u(0,¢t) = 1(t) te(0,7T), '
u(L,t) =p(t).

Névod: Resgeni problému prevedeme na feseni jiz znamych piipadii. Hledanou funkci u(z,t) rozdélime na dvé
funkce, funkci up(z,t), kterd zajisti splnéni okrajovych podminek, a funkci u,(z,t), kterd zajisti splnéni rovnice a
pocatedni podminky. Definujeme tedy rozklad u(x,t) = un(x,t) + ur(x,t) a piislusné problémy

rovnice agt" —a? a;;‘{ =f proxze€(0,L),t€(0,T)
pocateéni podminka ur(z,0) = p(x) ze€(0,L),
okrajova podminka ur(0,t) =0 te(0,T),

ur(L,t) =0.

Toto je problém, ktery jiz umime Fesit (zadani viz. (10.10), FeSeni viz. (10.11)). Druhy problém je tvaru

rovnice a”h —a? BB;h =0 pro x € (0,L),te(0,T),
pocate¢ni podminka ( 0) = € (0,L),
okrajova podminka up(0,t) = ( ) t €0,7T),

uh( t) =p(t).

Tento problém jsme jiz také zkoumali (10.12). Z linearity tlohy je zfejmé, ze funkce u(z, t), ktera je souc¢tem funkei
up(z,t) a ur(z,t), je FeSenim ptivodni ulohy (10.13).

10.2 Fourierova metoda pro feSeni vlnové rovnice na intervalu v R!

Jde o problém tvaru

rovnice ‘g? 0282—“ =f proze(0,L),te€(0,T),
pocatecni podminky (x 0)=¢(z), x€(0,L),

%(2,0) = (). (10.14)
okrajové podminky u(0,t) = £(t), te(0,T),

u(L,t) = p(t) .

Pfirozené predpokladame, ze L > 0, T > 0, a ze f je funkce proménnych z a t.

Néavod: Rozdélte ulohu na dvé ulohy, stejné jako jsme to udélali v pfipadé ulohy (10.13). Postup feSeni téchto
partikularnich tdloh je principialné stejny jako v pfipadé rovnice vedeni tepla, ktery jsme pravé dodiskutovali. Jisté
bude cennéjsi, kdyz se pokusite cely proces si v pfipadé vlnové rovnice projit sami nez kdybych jej zde metodou
copy-and-paste-and-modify naserviroval.



