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8.1 Fourierova metoda resSeni Laplaceovy rovnice na obdélniku

e Dirichletova okrajova podminka ,,na jedné strané obdélnika*
Budeme fesit nésledujici Dirichletovu (= s pfedepsanymi hodnotami hledané funkce na hranici) tlohu pro
Laplaceovu rovnici:

rovnice g% + % =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b),
okrajovad podminka w(z,0) =g(z), =€ (0,a),
u(z,b) =0, x € (0,a), (8.1)
u(©,y9) =0,  ye(0,b),
u(a,y) =0,  y€(0,b).
Pfirozené predpokladdme a > 0, b > 0, a dale g(0) = 0, g(a) = 0, aby okrajova podminka byla spojita na
hranici.
Funkci u(x,y) budeme nejprve hledat ve specidlnim ,separovaném® tvaru, jako soucin dvou funkei,
u(z,y) = X ()Y (y) (82)
a dosadime tento ,ansatz“! do rovnice (8.1). Dostaneme
d*X () d*Y (y)
Y({y)———+ X =0. .
1) + X @) P =0 (53)

Na zékladé tvaru hledaného feSeni (8.2) se rozhodneme, Ze nds budou pfedevsim zajimat ta feSeni X, Y,
ktera jsou nenulova alespoil v néjaké podoblasti obdélnika (0, a) x (0,b). V takovych mnozinach lze upravit
(8.3) na
1 PX(z) 1 d*Y(y)
X(x) dz2  Y(y) dy?

Leva strana je zavisla pouze na proménné x, prava strana je zavisld pouze na proménné y, a rovnost ma
platit pro vSechna [z,y] € (0,a) x (0,b), obé strany rovnice proto musi byt rovny spole¢né konstanté,
kterou oznaéme \. Pozadujeme tedy, aby platilo

1 PX(z)

X a2 - (8.4)
1 d?Y(y) B

Yo @ = (8.5)

K prvni obyéejné diferencidlni rovnici (8.4) méme ze zadani (8.1) i okrajové podminky X(0) = 0 a
X(a) = 0 (které plynou z u(0,y) = 0 a u(a,0) = 0). Proto fesime nejprve tuto tilohu.? Reseni pro funkci
X je toto: pro A > 0 neexistuje Zadné netrividlni feSeni (tj. existuje pouze FeSeni rovné identické nule),
takova FeSeni nas v8ak nezajimaji. Nastésti pro A < 0 existuje netrividlni feSeni rovnice (8.4), splitujici
pifslugné okrajové podminky X (0) = 0 a X (a) = 0, nastane to vsak jen tehdy, kdyz>

nm

An:—(—>2, n e N.

a

1Pro némecké slovo ,ansatz“ se nékdy pouziva nepékny pieklad ,nasada“. Myslim, Ze lepsi varianta je bud pouzit opisu
,vyjadrit funkci ve tvaru“ nebo se k tomu postavit napriklad stejné jako v anglicky mluvicich zemich: fikat ,ansatz“. ©®

2Vsimnéte si, ze pro funkci Y bychom méli jednak okrajovou podminku Y (b) = 0, déle vSak ,podivnou“ podminku
X (z)Y(0) = g(x), kterd by plynula z u(z,0) = g(x). To ukazuje, Ze ,ansatz“ (8.2) neni Uplné spravné. Pujde jej vSak casem
ponékud upravit, aby bylo mozno splnit i onu ,,podivnou“ podminku.

3Provedte podrobné.
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Potom o
X, (z) = ¢y sin (:r\/ |)\\) = ¢, sin (m—) ,
a

kde ¢, jsou libovolné konstanty.
Pro tato A, se nyni pokusime vyftesit rovnici (8.5) pro Y (y) resp. Yy, (y),

B (1) .

Obecnym feSenim této rovnice je

™

Y.(y) = ane’a ¥ +bpe” @Y,

kde a,, a b, jsou libovolné konstanty.
Jednu z okrajovych podminek pro Y lze splnit, a sice Y (b) = 0 (tato podminka je dtsledkem okrajové
podminky u(x,b) = 0), coz dava

odkud dostaneme

bn = —ane @,

a tedy
V() = ane @ (00— 00

Celkem jsme tedy nalezli nekoneéné mnoho funkei typu (8.2),

tn(2,9) = Xn(@)Ya(y) = dpe F0 (070 = E00 ) sin (Zg)

kde d,, jsou libovolné konstanty. VSechny tyto funkce spliiuji Au,, = 0 ve vSech vnitinich bodech obdélnika
(0,a) x (0,b), a také okrajové podminky u,(z,b) = 0, u,(0,y) =0 a u,(a,y) = 0.

Ukazme si, jakym zptisobem lze zajistit splnéni i zbyvajici okrajové podminky. Regeni celého problému
(8.1) budeme hledat jako nekonecény soucet funkei typu u,(x,y),

'Y) Ziun(m ) Zd emb( y=b) _ %(b_y)> sin (%x) .

Takto definovana funkce u nepochybné splituje okrajové podminky u(x,b) = 0, u(0,y) = 0 a u(a,y) = 0,
a pokud bude uvedend fada konvergovat ,dostatecné rozumné“ (budeme tento p¥ipad podrobné dis-
kutovat za chvili), tak bude moZno provést derivovani za znamenim sumy, a tedy dostaneme Au =

A( Z un(x y)) Z Aun@ y) =0.

n=1
Zbyva zajistit platnost okraJove podminky u(z,0) = g(z). Pfedpokladejme, ze funkci g(z) 1ze rozvést do
sinové Fourierovy fady:*

a

x) = ni:'yn sin (x%) , kde v, = g/g(x) sin (x%) dx . (8.6)

0

Podminka u(z,0) = g(x) je pak vyjddfena rovnici

Zd e% - —e%b) sm( ) nynsm (JC*) =g(x),

odkud z jednoznacnosti Fourierovych rozvoja plyne vztah mezi konstantami d,, a koeficienty Fourierova
TOZVOj€ Vn,
dyeclb=___"™
" et —eTh’
a tedy dostédvame (zatim pouze formélné) feSeni naseho problému ve tvaru fady:

a

TE(Y=b) _ T (b—y) )
Z’Yne =) = wmp—— Sin (Ex) , kde ~,=- /g(ac) sin (xﬂ) dx . (8.7)
—ea a a a
0

4] tento pozadavek budeme diskutovat v nasledujicim paragrafu.



DIR044 - cvi¢eni ¢. 8/2007-08 (22.11.2007) 3

e Diskuse formalniho vysledku® (8.7).
Nejprve si ujasnéme, co vSe potiebujeme k rigoréznimu ditkazu toho, Ze funkce (8.7) je feSenim naseho
problému (8.1). Tvrdim, Ze k tomu staci, kdyz ukazeme:

1. Funkce g je rozvinutelna do sinové Fourierovy fady (8.6), pficemz prvni z rovnosti (8.6) plati bodové
pro vSechna x € (0, a).

2. Rada v (8.7), i fady, které vzniknou formalnimi prvnimi a druhymi derivacemi podle x a y za
znamenim sumy v (8.7), konverguji lokdlné stejnomérné na (0,a) x (0,b).

3. Rada v (8.7) konverguje stejnomérné na (0, a) x (0,b).
Potom totiz:

a) Z bodu 2 vySe plyne, ze fadu (8.7) lze dvakrat derlvovat ¢len po ¢lenu v kazdém bodé [z,y] €
(0,a) x (0,b), tedy méme Au(z,y) = A( Z un(z,y)) = Z Au,(z,y) = 0. Déle bod 2 implikuje,
n=1
ze u € C2((0,a) x (0,0)).

b) Bod 3 implikuje, ze u € C({0,a) x (0,b)). Specidlné odtud plyne, Ze hodnoty funkce u na hranici
obdélnika lze obdrZet pfimym dosazenim pfislusnych hrani¢nich bodd do fady (8.7). Tedy

u(O,y) =0, <O7b>
u(aa y) =Y, <0’ b>
u(x, b) = €(0,a),

nynsm( ) &9 g(x), x € (0,a).

Posledni rovnost plyne pochopitelné z bodu 1 vyse.
Vénujme se nyni podrobnéji bodim 1-3 vyse.

ad 1. Dodefinujeme nejprve funkci g liSe na interval (—a,0) a oznacime toto rozsifeni opét g. Protoze
g(0) =0, je g € C({—a,a)), plati tedy také g € L*((—a,a)) a g € L*((—a,a)). Odtud plyne:

e g€ L'((—a,a)) = naintervalu (—a, a) existuje Fourierova fada funkce g vzhledem k tiplnému
trigonomickému systému {1,sin(Z2x), cos(=*x)}; z lichosti funkce g na intervalu (—a, a) plyne,
7e nenulové jsou pouze Fourlerovy koeﬁcenty u funkei sin(%rx), z L' integrability g dale plyne,
7e tyto Fourierovy koeficienty jsou omezené. Tedy:

a

2
Vi 1= — /g(gc) sin (33@) de = >0, |yl <c; (8.8)
a

a
0

e g€ L?((—a,a)) = prvni z rovnosti (8.6) plati alespoti skoro viude na intervalu (0, a); k tomu,
aby tato rovnost platila ve vSech bodech (0, a) potfebujeme obecné védét néco vic. Napiiklad
pokud vime, Ze fada v (8.6) konverguje na (0, a) stejnomérné, je jejim sou¢tem spojité funkce;
ta je ovSem skoro vSude na (0,a) rovna spojité funkci g, tedy prvni rovnost v (8.6) plati ve
vsech bodech, coz jsme chtéli védét. Zminéna stejnomérna konvergence je napiiklad disledkem
vy$si hladkosti funkce g, nebot plati:

geC((0,a)) = Z|’yn| < 00, (8.9)

odkud podle Weierstrassova kriteria obdrzime stejnomérnou konvergenci fady v (8.6). Vysledek
(8.9) budeme jesté potiebovat.

5Byl bych rad, kdybyste si z nasledujici diskuse odnesli jednak dojem, Zze kdybyste chtéli, uméli byste kazdy vypocet
provedeny touto metodou oduvodnit rigorézné, a jednak pocit, Ze neni nezbytné nutné, abyste to vzdy délali. ©®
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ad 2.

ad 3.

Provedeme nésledujici klicovy odhad ¢lent fady (8.7):

2E(y—b) _ o%E(b—y) 1 — e 2= (b-y)
ea €a n na e e nr
An = | B sin (lw) < |mle Y Znzx <clyle” =¥, (8.10)
e a’—¢ea 1 — e =a"b
—_————
=:Z

nebot vyraz Z je omezen konstantou ¢ > 0 (je n > 1 a tedy jmenovatel je odrazeny od nuly,
zatimco ¢itatel je omezeny shora). Pro pouziti Weierstrassova kriteria pro stejnomérnou konvergenci
je potfeba, aby vyraz vpravo v (8.10) byl dile odhadnut ¢leny konvergentni ¢iselné fady (tj. fady,
jejiz ¢leny nezavisi na y) . Kdyby platilo (8.9), stacilo by uvazit, e e~ Y| < 1, my vSak mame
obecné pouze omezenost koeficientt v, (viz (8.8)), a tedy obecné A, < ¢, kteryzto odhad nelze pro
y € (0,b) a omezena v, zlepsit. Proto se omezime pouze na y > ¢, coz ndm da

A, <clyle @ <ée 0, y>e, Ve >0, (8.11)

odkud plyne, ze fada (8.7) je stejnomérné konvergentni na (0, a) x (€, b) pro libovolné € > 0 a je tedy
lokélné stejnomérné konvergentni (dokonce) na (0,a) x (0, b).
Rady, které vzniknou formalnim prvnim & druhym derivovanim (podle = & y) za znamenim sumy
v (8.7) se budou lisit od fady v (8.7) zejména tim, Ze budou obsahovat ¢leny (%)k, kde k£ = 1,2
je pocet provedenych derivaci. Proto 1ze ¢leny téchto fad odhadnout naprosto stejnym postupem
pomoci

énfe 0, y>e, Ve >0, (8.12)

coz jsou opét ¢leny konvergentni ¢iselné fady. Bod 2 je tedy ukézan, dokonce i pokud plati pouze

g €C((0,a)).

Uz v pfedchozim bodé jsme naznaéili, Zze pokud by platilo > |v,| < oo (tj. napiiklad pro g €
C*((0,a))), 1ze odhad (8.11) upravit takto:

Ay <l e WY < c|vnl vy >0, (8.13)

coz déva kyzenou stejnomérnou konvergenci fady (8.7) na celém uzavieném obdélniku (0, a) x (0,b).
Pro obecné g € C({(0,a)) je nutno postupovat opatrnéji:

e Aproximujeme funkci g € C({0, a)) posloupnosti funkci® g,, € C1({0,a)), takovych, Ze g,,(0) =
gm(a) =0 a g, = g na (0,a).
2

e Postupem jako vyse odvodime, Ze pro V., = gm(2) sin (x%’) dx jsou funkce

O —nsa

> T y=b) _ gt (b-y)
ea ea . (nm
m(T,y) == Z Y~y _m SiD (7x> (8.14)
n=1

— € a

feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici na obdélniku (0,a) x (0,b) s okrajovou
podminkou g,,,(z) pro y = 0,2 € (0,a), a jinde nulovou.

e Lze ukdzat (viz pfednaska - napiiklad 1. véta Harnackova nebo Princip maxima), Ze potom
Um = u na (0,a) x (0,b), pfidemz u je klasickym FeSenim tlohy (8.1) u tim je nas problem
vyTesen.

6Rozmyslete si, ze to lze.

7Ovsem pozor, tato limitni funkce u pouze ,existuje“, ale pro obecné g € C((0,a)) nemusi byt vyjadfitelna fadou tvaru
(8.7). Pokud chcete mit FeSeni v tomto tvaru, musite takjakotak zadat okrajovou podminku g ,,0 néco lepsi“ nez pouze
spojitou. Tak co, sili ve vas pocit, zminény v poznamce pod carou ¢islo 57 ©



