Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy la
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Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
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Z faktu, ze lim n% = 0 pro a > 0, ze spojitosti tfeti odmocniny a z artimetiky limit plyne, ze
n—oo

(1)

lim n3b, =3, (2)

n—oo

coz je jedna z korektnich moznosti, jak vyjadiit slogan, ze b, se pro velkd n chova jako 1713“'
V rozvoji a, neni nutno poécitat vSechny ¢leny (ani by to nebylo zdhodno), bude stacit, kdyz si
ujasnime nejvyssi mocninu n v éitateli i jmenovateli. Proto piSme (podle binomické véty):
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kde auy, B jsou cela c¢isla. Odtud

. ap  —200
Am s = T b (4)
s vyuzitim aritmetiky limit a faktu, ze lim n® =0 pro a < 0. Celkové tedy podle (2), (4) mame:
n—oo
a
lim a,b, = lim —g 03, =4-3=12.
n—oo n—oo N
Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:
e Uprava tfetich odmocnin ........ .. .. .. i e 4 body
e Uprava rozdilu a podilu polynomul .............ccoiiiiiiiiiii 6 bodti
@ dOPOCILANT ...ttt 5 bodu
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtvodnéni:
e uvedeni, ze lim 4 =0proa >0 (Waniuby) «ovvvvreiiiiiiiiiiaiiiaii., 2 x 1 bod
n—oo
e spojitost tfetich odmocnin ........ ... i 1 bod
e aritmetika Limit ....... ... 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce

9 cotgx
lim | — arccosz .
z—0 \ 7T

(15 bodi)

Reseni : ProtoZe lim, .o % arccosx = 1, je na néjakém prstencovém okoli nuly funkce %arccosx
kladné, a proto je obecna mocnina za znamenim limity definovéna korektné,! tedy:
9 cotgx 5
A :=lim | — arccosx = lim eots@los(3 arccosz) _ B , (5)
z—0 \ T z—0

jak plyne ze spojitosti funkce exp, pokud ovSem existuje vlastni

2
B := lim cotg x log ( arccos x) .
z—0 ™
Maéme vsak

i 2 . log (g arccos ) 2 arccosx — 1
B = lim cotgzlog | —arccosz | = lim cosx - ——F= - I
z—0 T N~~~

z—0 Zarccosr — 1 sinx
=:L1(z) X
—L(2) =iLs()
Plati: lim,_,0 L1(z) = 1 (spojitost kosinu v nule), a dale lim, .o L2(x) = 1 (vyuZijeme zékladni
limitu pro logaritmus, lim,_.; loygf(zf) = 1, a faktu, Ze v limité slozené funkce v Lo(z) je vnitini
funkce, tj. %arccos x, prosta na okoli bodu 0). Limitu vyrazu Ls(x) spo¢teme naptiklad pouZitim
I’Hospitalova pravidla typu ,,%“:
2 1
lim %arcc‘osx— 1 VH lim T Ta? _ _27
z—0 sin z—0  CcosST m
kde ,,l’zH “ znaéi ,pokud existuje limita vpravo“. Celkové, podle véty o aritmetice limit, B = —%, a
tedy
2 cotgx )
lim ( arccos x) =e .
z—0 \ 7T
Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

e pouziti rozpisuna exp a log ......oii i 2 body

e vypocet pomoci zdkladni limity logaritmu, véetné odivodnéni (slozena fce) .. 5 bodu

e vypocet pomoci I’Hospitala typu ,,8“, véetné ovéreni, ze jde o tento typ ...... 5 bodt

e dokonceni, véetné argumentu o spojitosti exp ....... ..o 3 body

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtivodnéni:

e zikladni limita logaritmu, limita slozené funkce .............................. 1+ 1bod

e ovéreni, ze jde o 'Hospitala typu ,,%“ ........................................ 1 bod

@ SPOJIEOSE O D vttt 1 bod

Bodovéa srazka za num. chybu, ktera neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

1Také odtud vidime, ze limita, kterou mame spocitat je typu Bl



Priklad 3 : VysSetiete konvergenci fady

i <1-§n2" N \/n+2\4;ﬁ\/n+1>'

n=1

(15 bodi)

Reseni : Polozme

142 Vn+2-vn+1
Ty = g Y 1= n )
Neni tézké odhadnout, ze x,, ,,se chova pro velka n jako“ (%)n, a také, ze y, =

(6)

1
In(vnt2+v/n+I) nS€

chova pro velka n jako“ W =1

n3/4
Ptesnéji, pro x,, mame
) Tn o, 1427 3 1 B
P Bl Jim —— - o0 = lim (2n t 1> =1 (7)

zatimco pro ¥, mame
vA(R 1 1
limy+:lim " vn-yn = lim = —,

(8)

Ve vypoétech pouzivame véty o aritmetice limit, skutecnosti, ze lim 2" = oo a lim + = 0.
n—00 n—oo

Protoze fada ) ., (%)n konverguje (bud podle odmocninového kritéria nebo konstatovanim
o

faktu, ze jde o geometrickou fadu s kvocientem %), dale pak fada )~

znalosti, ze fada » > ; n% konveguje pravé tehdy, kdyz v > 1), a kone¢né protoze ¢leny vsSech ¢tyt

fad v (7), (8) jsou nezaporné, dostaneme dvojim pouzitim limitniho srovnavaciho kritéria, ze

1 771?’1/4 diverguje (s vyuzitim

oo o0
1427 Vn+2—vn+1
k j ti di je.
nEZI a3 onverguje, zatimco nEZI 7 iverguje

Prvni moznost zakonceni: Z vyse uvedeného jiz plyne, ze fada

i 1+2”+\/n+2—\/n+1 divereuic
3Tl \4/5 Vi g-.]?

nebot kdyby tato fada konvergovala, musela by (protoze rozdil dvou konvergenvnich fad je kon-

vergentni fada) konvergovat i fada ) -, <1J§3n + n+2€;;:/m ) -(HF) =, 7% , COZ

n=1

neni pravda.

Druha moZnost zakonéeni: Pro viechna pfirozena n plati 52 + V””{;ﬁv ntl “”2{% ntl
00 (x/n+2f\/n+1
4
n

a protoze fada ) >~ ; f) diverguje, diverguje podle srovnavaciho kritéria i fada, kterou

jsme meéli vysSettit.

Bodovéni pfi pouziti prvniho postupu pii vypocétu (pfi druhém budou body prerozdéleny):

® KONIVETZEIICE D 07 | Ty o ettt et et et e et e et 5 bodt
® dIVETZEIICE D o0 | Ui oot et et e 6 bodii
o divergence Y o7 (Tn 4 Un) «ovvrein 4 body
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:

e oduvodnéni: ) 7, (%)n konverguje a proc ............iiiiiiiiiii i 1+1 bod
e oduvodnéni: Y 7, n3—1/4 diVerguje a Pro . .....veerer i 1+1 bod
e odtvodnéni: zminky, ze lim,, 2% =0, limy, n% =0profB>0 ........... 1 bod

e odtvodnéni uziti limit. srov. krit.: limity (7), (8) jsou vlastni a nenulové ..... 1 bod

e odtivodnéni uziti limit. srov. krit.: jde o fady s nezapornymi Cleny ............ 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 4 : VysSetfete pribéh funkce definované predpisem
21
f(x) = arccos <0g:§> )
1+ log”x

kde log x (= Inx) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodi)

Reseni :

e , . , . 21

e Definiéni obor: musi platit x > 0 a zéroven —1 < 1og2oi-x+1 < 1. Odtud tedy D(f) = (0, +00).

e f jespojita na celém D(f), z tvaru defini¢niho oboru plyne, Ze nemé smysl uvazovat symetrie
(sudost, lichost, periodicitu), f > 0 na D(f), a dale je (napf.) f(1) = /2.

e Obor hodnot: f(z) =0< z =c¢, f(z) =7 < x = 1/e, funkce f je (mimo jiné) spojitd na
uzavieném intervalu (1/e, e), nabyva tedy i vSech mezihodnot mezi 0 a 7. Protoze funkce
arccos jinych hodnot nabyt nemize, je obor hodnot [0, 7.

2logx — 2
1+log? x L__loga

log =
jak pro x — 0+, tak pro z — +00, a protoze arccos(0) = 5, a navic funkce arccos je spojita
v nule, plyne z véty o limité slozené funkce
™ ™ f(z)

a:lg(I)IJr f(z) = 5 xk&noo flx) = 5 odkud rovnéz plyne IEIEOO = 0.

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru: protoze

konverguje k nule

Posledni dvé limity tedy zaroven fikaji, Ze piimka y = 5 je asymptotou v +oo.

e Prvni derivace: pro z € D(f') = (0,400) \ {1, €} je

fl@) = — 1 . %(10g2$+1)2—210g1‘-%10gm -
1 - ot (log™z + 1)
_ _\/m‘ 2 —2log?x B 2(log2x—1) _QSgn(log2x—1)
N \/m z(log? z + 1)2 _x(log2x+1)|log2x—1| B z(log?z+1)
Dale,
file)= Jim f@) =", [Le)= lm [r) =,
()= r@=e Q)= i r@ =,

protoZe f je spojitd v bodé e i v bodé 1/e a protoze piislusné limity derivaci existuji.
Funce f klesd na (1/e,¢€), roste na (0,1/e) a na (e, +00). V bodé 1/e je lokdlni maximum
hodnoty 7, v bodé e je lokalni minimum hodnoty 0. S ohledem na obor hodnot jde v obou
pripadech také o globalni extrémy. Hodi se téz spocitat si lir(r)lJr f'(x) = 400, 1 kdyz derivace
r—

f%.(0) neni definovana (f neni definovana v 0).

e Druhé derivace:?
1 ! logZz + 14 2logx
"(z) = 2sen(log?z —1 <>:—28n102x—1 =
@) gn (log ) x(log2x+1) gn (log ) :z2(log2:z+1)2
2 (logx + 1)2 9 1
———————— sgn(log“x —1), T #£ —e.
22(log? x + 1)2 gn (log ) 7 e

<0

f je tedy konvexni na (1/e,e) a konkavni na (0,1/e) a na (e, +00). Funkce nema inflexni
body.

2Nebojte se derivovat sgn, mimo body e a 1/e je to konstanta, tudiz ji lze vytknout z derivovaného vyrazu.



o Graf:
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Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

e definiCni ODOT ... . 1 bod
@ SPOJIEOSt Lottt 1 bod
e limity v krajich defini¢niho oboru .............c. i i 1 body
@ ASYINPEOTA .« ottt e 1 bod
e 0bor hodnot .. ... 1 bod
o Vypocet Prvil derivace .. .......ouiint ettt e 2 body
e jednostranné derivace (limity derivaci) vea l/e .......c.coiiiiiiiiiiiia.. 1 bod
e monotonie, lokalni extrémy .......... .. 2 body
o vypocet druhé derivace ..ot e 2 body
e konvexita, konkavita ....... ... 1 bod
O BTAl L 2 body

Nékteré casté chyby, kterych je dobré se pristé vyvarovat:
e neuvedeni bodti e a 1/e, pro které neplati obecny vzorec pro f’ resp. f”
e odmociiovani podle schématu ,,v/AZ = A, pfiGemz spravné je VA2 = |A|
e neovéreni jednostranné spojitosti pri vypoctu jednostranné derivace jako limity derivaci
e tvrdit, ze existuje jednostranna derivace v bodé, ve kterém neni funkce definovana




