PiseMkA z PDR I 20.12.2007

RESENI

Jednotlive kroky pri vypoctech strucné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. V vipoctim mai-
Zete pouzit vytisky ,programu cviceni” z webovské stranky cviciciho. Pisemka nebude
hodnocena zndmkou, pouze se bude hodnotit jako ,napsand®, pokud dosdhnete alespon
20 bodi z 33 moznych.

1. [10b] Naleznéte FeSeni rovnice 4uyzy — tyy + 4uy — 8uy — 7Tu = 0 pro u = u(z,y),
x € R, y € R. Reste nejprve obecné a poté naleznéte vsechna feseni, ktera spliuji
podminku u(z,0) = 0.

Protoze je 42 —4-0-(—1) = 16 > 0, je rovnice hyperbolické, tedy ptijde prevést
vhodnymi substitucemi az na tvar

vee — B2y = v,

kde o konstanté v pfedem nevime, jestli bude nebo nebude nenulova.

Substituce £ = x +y, n = x — 2y (jedna z moznych, které odstrani smiSeny ¢len
ve druhych derivacich) vede na rovnici

uge — 12wy, — 4ue + 20U, — Tu =0,
a zavedeni nové funkce v predpisem v = v - 368 vede k
?)55 — 47)7777 =0.

Jde tedy o pripad, ktery ptjde vyTesit explicite: feSenim vyse uvedené rovnice je
(napf. podle d’Alembertova vzorce)

v(&,m) = f(n+28) + g(n — 28),

kde f a g jsou libovolné dostatecné hladké funkce. Po provedeni zpétnych substituci
(n+2¢ = 3z, n—2§ = x+4y, %f + %77 = %x —1y) dostaneme obecné feseni pivodni
alohy ve tvaru

3.

u(z,y) =ez"Y (f(x) + g(z +4y)) .
Podminka u(z,0) = 0 dava pak 0 = u(z,0) = es” (f(z) +g(z)), odkud g(z) =
—f(z), a tedy vSechan FeSeni, ktera spliiuji danou okrajovou podminku, maji tvar

u(z,y) = €377 (f(z) — flz + 4y)) ,

pro dostateéné hladkou libovolnou funkci f.



2. [11b]
(a) Najdéte feSeni rovnice vedeni tepla na polopfimce, tj. feste rovnici
ou  0%u
o a0
které spliiuje 0,u(0,t) = 0 pro ¢t > 0, u(x,0) = gke—aa? pro xz > 0, kde o > 0,
keN.

(b) Zduavodnéte, jak jste zachazeli s poc¢ateéni podminkou u(z,0) pro x < 0 a
proc.

x>0, t>0,

(c) Urcete, pro jaké t; > 0 nabyva teplota v po¢atku své maximalni hodnoty, tj.
najdéte t; > 0, ze u(0,t1) = max;>o u(0,1).

RO . .y . . —ax? L
b) Pocatedni podminku rozsitime sudé na celé R, g(z) = |z|¥ e~**". Z teorie vime,
7e takovéto sudé rozsifeni zptisobi, Ze %(0, t) = 0 pro v8echna t > 0. Obecné to lze
nahlédnout takto: feseni rovnice vedeni tepla s pocateéni podminkou ¢ a nulovou

pravou stranou, je dano vzorcem

o 1 @
u(a:,t):/ 9(y) G(z—y,t)dy, kde G(z—y,t)= 2\/%6 W (1)

Pokud je tedy mozno proderivovat podle parametru x (v na$m piipadé to lze —

rozmyslete si), mame
oo
500 = [ ) G -wtydy =o. 2

protoze %—g(—y, t) je lichd v y pro vSechna t > 0, a integral vyjde nula diky tomu,
ze g je suda (pFesnéji: sudé rozsifend).
a) Reseni nasi tlohy je tedy podle (1)

ulost) = = / e e gy 3)

; ot ) ;

integral je mozno jisté jesté trochu upravit, to ale udélame az v dalsim kroku.
a) Podle (3) je

1 o k _—ay? _¥2 sudost 1 * k 7y2(a+i)
U(O,t):r/ﬁ ly|“ e eTar dy "= T v i) dy =
—0o0

_ ! F<k+1>_2kF(’“51) t*
wWrt(a+d) N 2 VE | (e
—_——

=:g(t)

oy o (00 k —B22 5. [5=62°] 1 oo k=1 o g k1
s vyuzitim znalosti 2f0 zVe dz = Tklfo s2 e®ds=—F+5T (T)
g3
O pribéhu u(0,t) rozhoduje pribéh funkce g(t), spocteme tedy
, tFE tF(k+1) th—1
g(t)= 14 k1 = w1 (b —dat)
t(1+4at) I+4at)"™ (1+4at) (1+4at)

funkce g tedy roste pro ¢t € (0,k/4ca) a klesd pro t € (k/4a,0), nabyva tedy
maxima v bodé t; = ve stejném bodé nabude svého maxima i funkce u(0, ).

&
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3. [12b] Najdéte Feseni rovnice vedeni tepla 2% — ‘9—% = 0 na omezeném intervalu
J p ot ox

(0,7), s okrajovymi podminkami u(0,t) = u(w,t) =0,

(a) pro pocateéni podminku u(x,0) = p(z) = z(r — z), z € (0,7); provedte
cely vypocet metodou rozdéleni proménnych, nemusite délat formalni diskusi
feSeni;

(b) pro pocateéni podminku u(z,0) = p(z) = sin®

uvédomte si, ze Fourierova fada funkce sin®

z, v € (0,7); (Napovéda:

x nema prili§ mnoho ¢lent)

(c) Bonus: ucinte odhad chovani feSeni u z bodu (b) v zavislosti na ¢ase, tj.
naleznéte odhad typu |u(z,t)| < f(t).

Fourierova metoda separace nés vede k ansatzu u(z,t) = X (x) T'(t), coz po dosa-
zeni do rovnice daval X T — X" T = 0, neboli
X" T
=m=A @
X T
kde A je konstanta. Okrajové podminky tlohy urcuji okrajové podminky pro X
ve tvaru X (0) = X (7m) = 0, rovnice pro X je z (4) rovna X” — A X = 0. Jedina
netrivialni (tj. neidenticky nulovd) feSeni této tilohy jsou pro A = —n? (jinak
feCeno, toto jsou vlastni ¢isla okrajové tlohy pro X), odpovidajici feSeni jsou
X, = a,sinnx.
Rovnice pro T se zminéngmi A je T = —n?T s obecnym FeSenim T}, = bne_"2t.
Prvni ¢ast vypoctu je tedy mozno ukoncit konstatovanim, ze ansatz pro feseni ve
tvaru nekonecné rady je

o0
u(z,t) = Z cne ™ sinna . (5)
n=1

a) Poc¢ateéni podminka u(z,0) = ¢(z) = x(m —x), x € (0, 7) ukazuje, Ze konstanty
o ., 92 rm . o
cn v (5) spliuji ¢, = 2 [ z(m—x) sinnx dz. Spocteme

T ber b 1 T 1 s
/ x(r—x) sinnxdr = [— —x(m—x) cos n:v} —|—/ (m—2x) cosnzdr =
0 0

n 0 n
=0
per p. 1 . T 2 g . 2 n
= [E(TF—QI') smnx}o _TL2/0 sinnx dr = ﬁ(l —(=1) ) )
=0
odkud
A m1l—(=1)" o . 8 o SI2E+1)z (o192
u<$7t):”;7ﬁe smmc:?T;)Me . (6)

Toto je formalné ziskané FeSeni, proto by nyni jesté spravné musela nasledovat
diskuse, zda vztahem (6) je skuteéné definovano feseni naseho problému.

!Teckou znaéime derivaci podle ¢, ¢arkou derivaci podle z.



b) Podobné jako v pfedchozim piipadé jsou koeficienty ¢, v (5) rovny Fourierovym
koeficient@im sinového rozvoje funkce sin® z. Plati vsak?

sindz = Zsinz — i sin 3z (7)
atedy ¢ = %, c3 = —% a vSechny ostatni koeficienty ¢, jsou nulové. Proto je
3 1
u(z,t) = Ze_t sinx — Ze_gt sin3x . (8)

Protoze jde o feseni ve tvaru sou¢tu konecné fady, je diskuse o kvalité jeji konver-
gence trividlni a vztah (8) skutecné definuje feseni (muzete se presvédcit dosaze-
nim).

c) Zaroven je z (8) vidét

3 1
max [u(z,t)| < Se 4+ —e ¥ <ce (9)
T 4 4

teplota tedy v tomto pfipadé klesa pro ¢ — oo k nule exponencielné.

2Naptiklad z Moivrovy véty (cosx + isin ac)3 = cos 3z + ¢sin 3z plyne
sin 3z = Im (cos z + isinz)® = 3cos” xsinz — sin® & = 3(1 — sin® z) sinz — sin® z = 3sinz — 4sin’

odkud plyne (7).



