
Písemka z 30.3.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 30.3.2007MA pro F, 5. semestr1. [9b℄ V prostoru S 0(R) naleznìte øe¹ení rovnie�y000 + k2y0 = Æ ; k > 0 ;které splòuje y(�x) = �y(x) pro x 6= 0.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 6 na stranì 89 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Pøíkladse ji¾ vyskytl v píseme, a to dne 15.1.2007. Øe¹í se standardní estou:� Vyøe¹ení rovnie s pravou stranou rovnou nule, metodou harakteristikého polynomu dá øe¹enítvaru 1 + 2e�kx + 3ekx� Abyhom zùstali v prostoru S 0, musí býty+(x) = a+ be�kx ; x > 0 ; y�(x) = + dekx ; x < 0 :� Podmínky spojitosti nulté a první derivae v nule, a skoku velikosti (�1) druhé derivae v nule dajítøi podmínky, lihost funke dává ètvrtou podmínku, jejih¾ øe¹ením dostaneme:a = d = 12k2 ; b =  = � 12k2 :� Celkovì tedyy+(x) = 12k2 (1� e�kx) ; x > 0 ; y�(x) = � 12k2 (1� ekx) ; x < 0 :o¾ lze zapsat souhrnnì jako y(x) = 12k2 signx(1� e�kjxj) :



Písemka z 30.3.2007 { øe¹ení 22. [10b℄(a) Najdìte øe¹ení rovnie vedení tepla na polopøíme�u�t � �2u�x2 = 0 ; x > 0 ; t > 0 ;které splòuje u(0; t) = 0 pro t > 0, u(x; 0) = U0 > 0 pro x > 0.(b) Odvoïte tvar Greenovy funke pro rovnii vedení tepla.() Zdùvodnìte, jak jste zaházeli s poèáteèní podmínkou u(x; 0) = U0 > 0 pro x < 0 v bodu (a) vý¹e,a proè.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 8 na stranì 261 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Pøíkladse ji¾ vyskytl v píseme, a to dne 12.1.2007. Pøi øe¹ení je asi nejlep¹í zvolit poøadí bodù (b), (), (a), tj.kdy¾ u¾ se to má i odvodit, tak si to nejprve odvodíme, a pak budeme aplikovat.(b) Hledáme funki G = G(x; t) takovou, ¾e �G�t ;�G 2 C(Rm � (0;1)), která je naví pomalu rostouív nekoneènu, aby byla prvkem prostoru S 0. Tato funke musí splòovat�G�t � a2�G = 0 ; x 2 Rm ; t > 0 ; (1)G(x; 0) = Æ ; (2)pøièem¾ podmínka (2) se myslí tak, ¾e G(x; t) ! Æ ve smyslu distribuí, pro t ! 0+. Pou¾ijemeFourierovu transformai v promìnné x, a (1), (2) pøejde v� bG�t (�; t) + 4�2j�j2a2 bG(�; t) = 0 ; � 2 Rm ; t > 0 ; (3)bG(�; 0) = 1 : (4)Pro pevné � 2 Rm jde o obyèejnou difereniální rovnii v promìnné t s poèáteèní podmínkou prot = 0, jejím¾ øe¹ením je bG(�; t) = e�4�2j�j2a2t : (5)Vyu¾ijeme sudosti funke vpravo v (5), díky které je inverzní Fourierova transformae rovna dopøednéFourierovì transformai, kterou tedy aplikujeme na pravou stranu v (5). Výpoèet nemusíme provádìt,nebo» víme (zpamìti nebo z taháku), ¾e\e��j�j2 = ����m2 e��2jxj2� : (6)Proto G(x; t) = 1(4�a2t)m2 e� jxj24a2t ; x 2 Rm ; t > 0 (7)je námi hledaná funke.() Víme, ¾e øe¹ení rovnie vedení tepla s nulovou pravou stranou a s poèáteèní podmínkou g je dánovztahem u(x; t) := G(x; t) ?x g(x) ;o¾ v jedné prostorové dimenzi dáváu(x; t) = 12ap�t Z 1�1 g(y) e� jx�yj24a2t dy : (8)Je-li g lihá funke, dostáváme odtud speiálnì pro hodnotu u(0; t):u(0; t) = 12ap�t Z 1�1 g(y) e� jyj24a2t dy = 0 8t > 0 ; (9)nebo» integrujeme souèin lihé g(y) a sudé (e� jyj24a2t ) funke pøes elou reálnou osu. Odtud také naopakplyne, ¾e pokud heme vlastnost (9) vynutit, lze to uèinit tím, ¾e funki g uèiníme lihou.



Písemka z 30.3.2007 { øe¹ení 3(a) V podstatì ji¾ jde jen o roz¹íøení funke g li¹e a aplikai vzore (8) s a = 1. Dostanemeu(x; t) = � 12p�t Z 0�1 U0e� jx�yj24a2t dy + 12p�t Z 10 U0e� jx�yj24a2t dy : (10)Proto¾e (jak vidíte nebo jste shopni odùvodnit) nejsou integrály v (10) vyjádøitelné pomoí elemen-tárníh funkí, je toto vlastnì u¾ výsledek. Niménì troha úprav do èitelnìj¹ího tvaru není nikdyna ¹kodu. Zde napøíklad pomohou substitue x�y2pt = s, které umo¾ní výsledek upravit na tvaru(x; t) = 2U0p� Z x2pt0 e�s2 ds ; (11)je tedy øe¹ení rovno (a¾ na násobek) tzv. þerrorfuntionÿ.3. [11b℄ Uva¾ujte omezené øe¹ení u rovnie �u = 0 v oblasti 
 � R2 , splòujíí podmínku u = g na hranii
, kde 
 := f[x; y℄ ; x > 0 ; y > 0 ; x2 + y2 > a2 g ; pro a > 0 ;a funke g je de�novaná takto:g = 8<: 1 na x2 + y2 = a2 ; x > 0 ; y > 0 ;0 na zbytku hranie.Naleznìte hodnoty tohoto øe¹ení na mno¾inì f[x; y℄ 2 
 ; x = yg.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 22 na stranì 155 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Jezlehèen tím, ¾e øe¹ení se nepoèítá v¹ude, ale jen na ose prvního kvadrantu. Pøíklad se ji¾ vyskytl v píseme,a to dne 12.2.2007.Nejprve zobrazením z2 zobrazíme zadanou oblast na horní polorovinu bez pùlkruhu o polomìru a2 a støedu0, o¾ je jak dìlané na ®ukovského zobrazení 12 (z + a4=z). Celkové zobrazení je tedy1f(z) = 12�z2 + a4z2� :Poèáteèní podmínka se pøenese na harakteristikou funki intervalu (�a2; a2), a expliitní výpoèet v hornípolorovinì dá øe¹ení v(�; �) = 1� artg�� + a2� �� 1� artg�� � a2� �(spoètìte si podrobnì).Vyjádøení promìnnýh � a � pomoí x a y vyhází ze vztahu12�(x+ iy)2 + a4(x+ iy)2� = f(x+ iy) = � + i� ;o¾ pro x = y dává po úpravì2ix2 + a42ix2 = 2(� + i�) ) � = 0 ; � = x2 � a44x2 ;a tedy u(x; x) = 1� artg a2x2 � a44x2 !� 1� artg �a2x2 � a44x2 ! = 2� artg 4x2a24x4 � a4na zadané mno¾inì.1Ve skripteh se pøíklad øe¹í pomoí lineárního lomeného zobrazení - porovnejte.


