
Písemka z 16.3.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 16.3.2007MA pro F, 5. semestr1. [7b℄ Spoètìte distribui T = xkÆ(n) ; k; n 2 N [ f0gkde x 2 R. (Pod termínem þspoètìte distribuiÿ se rozumí þnaleznìte její o nejjednodu¹¹í vyjádøeníÿ.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 14 na stranì 31 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿNejprve vyu¾ijeme de�nie násobení distribue hladkou funkí, a pravidla o derivování distribue:xkÆ(n)(') = Æ(n)(xk') = (�1)nÆ�(xk')(n)� : (1)Výraz uvnitø zderivujeme pomoí Leibnizovy formule:(xk')(n) = nXj=0�nj��xk�(j) '(n�j)(x) : (2)V této hvíli se vyplatí se na výraz (2) hvíli dívat: proto¾e je tento výraz þuvnitø Diraovy distribueÿ,bude nulový v¾dy, kdy¾ v nìm bude obsa¾ena kladná monina x, tj. tehdy, kdy¾ poèet j derivování xkbude men¹í ne¾ k. To ov¹em nastane v pøípadì n < k v¾dy (nebo» j � n < k), a proto jexkÆ(n) = 0 pro n < k : (3)©ane na nenulové èleny je tedy jen pro n � k. Výrazy za sumou v (2) v¹ak budou nulové nejen pro j < k,ale i pro j > k, proto¾e pak se xk þzderivuje a¾ do nulyÿ. Jediný nenulový èlen v souètu vpravo ve (2)tedy dostaneme pro j = k, a to�nk��xk�(k) '(n�k)(x) = n!k! (n� k)! k! '(n�k)(x) = n!(n� k)! '(n�k)(x) :Pak podle (1), pro n � k:xkÆ(n)(') = (�1)nÆ�(xk')(n)� = (�1)nÆ� n!(n� k)! '(n�k)(x)� = (�1)2n�k n!(n� k)!Æ(n�k)�'� : (4)Celkovì tedy xkÆ(n) = 8<: 0 pro n < k ;(�1)2n�k n!(n�k)!Æ(n�k) pro n � k ;speiálnì xnÆ(n) = (�1)nn! Æ ; (5)o¾ je mo¾ná doela zajímavé (¾e se derivae Diraa dají odstranit pøenásobením).



Písemka z 16.3.2007 { øe¹ení 22. [11b℄ V prostoru S 0(R3 ) øe¹te rovnii��u+ 2aru+ (b2 � jaj2)u = Æ ; a 2 R3 ; b 2 R ; b > jaj :(Návod: zaveïte novou funki pøedpisem u(x) = v(x) ea�x, nezapomeòte transformovat i derivae.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 25 na stranì 90 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ, navíse velmi podobný pøíklad u¾ poèítal: pøíklad è.1 z písemky, která byla 12.1.2007. Prosím, poèítejte si starépísemky, proto dávám jejih øe¹ení na web.Doporuèená substitue u(x) = v(x) ea�x je podstatná: zbaví nás (jak uvidíme) èlenu aru. Kdybyhomsubstitui ignorovali a pokusili se rovnou fourierovsky transformovat, dostali byhom transformaí tohotoèlenu výrazy aj�jbu. Problém je, ¾e taková transformovaná funke není sfériky symetriká (musela byobsahovat pouze èleny j�j), a tedy pro zpìtnou Fourierovu transformai byhom nemohli pou¾ít zjedno-du¹ujíí vzoreèek, pou¾ívajíí pouze jednorozmìrný integrál. Museli byhom integrovat v R3 . Netvrdím,¾e to nejde, jenom by to bylo mnohem pranìj¹í.Ti, kteøí vyu¾ili nápovìdy, a nebáli se pøepoèítat�u = (�v + 2arv + jaj2v) ea�x2aru = (2arv + 2jaj2v) ea�xzjistili, ¾e pùvodní rovnie pøe¹la v ��v + b2v = e�a�xÆ = Æ : (6)Poslední rovnost není ¹patné odùvodnit: e�a�xÆ(') = Æ(e�a�x'(x)) = '(0) = Æ(').V rovnii (6) u¾ skuteènì hybí èlen s gradientem. Její Fourierova transformae dá(4�2j�j2 + b2) bv = 1 ; (7)odkud bv(�) = 14�2j�j2 + b2 : (8)Inverzní Fourierovu transformai spoèteme, jako mnohokrát pøedtím, s vyu¾itím tøí úvah: sfériká symetrieukazuje, ¾e F�1 = F , zároveò to ukazuje, ¾e lze pou¾ít vzore pro F.T. sfériky symetriké funke v R3 ,a koneènì se vyu¾ije výpoèet vzniklého integrálu pomoí residuové vìty:v(x) = 2jxj Z 1�00 r sin 2�rjxj4�2r2 + b2 dr = 1jxj Im 2�iRes ib2� ze2�izjxj4�2z2 + b2 == 1jxj Im 2�i e2�izjxj8�2 ����z= ib2� = e�bjxj4�jxj :Úplnì korektní postup by si je¹tì vy¾ádal zmínku o Jordanovì lemmatu, díky kterému lze uvedený residu-ový výpoèet provést, a také poznámku, ¾e transformovaná funke (8) není z L1(R3 ), ale je z L2(R3 ), protose integrál poèítá v zobenìném slova smyslu (jako limR!1 R R�R), ale ¾e to se právì dìlá pøi výpoètehpomoí residuové vìty (symboliky zde zahyeno pomoí þ1�0ÿ), a tak je v¹e v poøádku. Ti vnímavìj¹ítaké mohli konstatovat, ¾e výsledná funke v(x) není spojitá, jak by být musela, kdyby byla funke bv(�)z L1(R3 ).Na závìr nesmíme zapomenout na zpìtnou substitui:u(x) = v(x) ea�x = e�bjxj+a�x4�jxj :



Písemka z 16.3.2007 { øe¹ení 33. [12b℄ Neh» a > 0 a de�nujme 
 := f[x; y℄ 2 R2 ; y > 0g n �f0g � h0; ai�. Neh» funke g(x; 0) = 0pro x 2 R, a neh» g = 1 na zbytku hranie 
. Neh» koneènì u(x) je omezené øe¹ení rovnie�u = 0 v 
s okrajovou podmínkou u = g na hranii 
 :Naleznìte hodnoty u(0; y) pro y > a.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 15 na stranì 154 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿPøíklad byl rovnì¾ poèítán na pøedná¹e.Zobrazení, která oblast pøevedla na horní polorovinu, byla po øadì tato: z2 (rozevøení úhlu 180o naúhel 360o, úseèka vedouí z poèátku do bodu ai se pøevede na úseèku vedouí z poèátku do bodu �a2),z + a2 (posunutí bodu �a2 do poèátku), pz (zpìtné sevøení úhlu 360o na úhel 180o, úseèka vedouí zpoèátku do bodu ai se nám transformovala na úseèku vedouí z bodu �a do bodu a). Celkové správnìslo¾ené zobrazení je tedy f(z) =pz2 + a2 :Okrajová podmínka se pøenesla na harakteristikou funki intervalu h�a; ai, dalo se tedy øe¹ení spoèítat(opìt postupem z pøedná¹ky) jakov(�; �) = �� Z a�a ds(� � s)2 + �2 = 1� �artg � + a� � artg � � a� � : (9)Øe¹ení nás zajímalo jen pro x = 0, y > a, tedy prof(0 + iy) =p(0 + iy)2 + a2 =pa2 � y2 = ipy2 � a2 = i� ;a proto � = 0. V¹imnìte si, ¾e nerovnost y > a nám pomohla pøi rozhodnutí, jak odmonit. Dosazenímtìhto dvou hodnot do (9) dostanemeu(0; y) = 2� artg apy2 � a2 ; y > a : (10)Kdo naví napsal, ¾e øe¹ení je urèeno jednoznaènì díky slùvku þomezenéÿ v zadání úlohy, mohl opìtzískat jeden bonusový bod naví, o¾ mi nìkteøí z vás rovnou pøipomnìli, abyh snad nezapomnìl. ,


