
Písemka z 12.2.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 12.2.2007MA pro F, 5. semestr1. [8b℄ Pro k > 0 naleznìte v prostoru S 0(R3 ) øe¹ení rovnie�2u+ k4u = Æ :Dvojitý Laplaeùv operátor je de�nován takto: �2u := �(�u).Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 18 na stranì 90 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿSrovnejte s tøetím pøíkladem písemky z 29.1.2007. Tento je podobný, mo¾ná o hloupek jednodu¹¹í. Kdosi pøepoèítává pøedhozí písemky (a zejména se pouèí, jak se substituí zbavovat nepøíjemnýh konstanttypu 4�2j�j2), nemìl by zde mít problém.Øe¹ení tohoto pøíkladu se dá vlastnì vzít jako opy-and-paste zmínìného pøíkladu, a provést drobnéopravy: standardnì Fourierovou transformaí podle promìnné x dostanemebu(�) = 1(2�j�j)4 + k4 :Inverzní Fourierova transformae je díky sfériké symetrii rovna dopøedné transformai, a proto¾e jsme vetøeh dimenzíh, lze pou¾ít vzore pro F.T. radiálnì symetriké funke:u(x) = u(jxj) = 2jxj Z 10 r sin(2�rjxj)(2�r)4 + k4 dr = 1jxj Im Z 1�1 re2�irjxj(2�r)4 + k4 dr :Nezapomínejte na sudé roz¹íøení integrálu a tudí¾ ztrátu dvojky v èitateli zlomku pøed integrálem. Dále sedost z vás (opìt) vrhlo v této hvíli hned na reziduovou vìtu, o¾ není hyba, ale je to tro¹ku prané. Tvarjmenovatele integrálu vybízí k substituování a tím k jeho zjednodu¹ení, napøíklad substitue 2�r = kz dáu(x) = 14�2k2jxj Im Z 1�1 zeikzjxjz4 + 1 dz ;o¾ se poèítá mnohem líp. Spoèíst správnì koøeny jmenovatele je zde je¹tì jednodu¹¹í ne¾ ve zmiòovanémpøíkladu z 29. ledna (srovnejte). Zde jsou 4 koøenyz1;2;3;4 = �p22 � ip22 :Pøi pou¾ití reziduové vìty se uplatní jen koøeny v horní polorovinì, o¾ jsouz1;2 = �p22 + ip22 ;a proto¾e jde o jednoduhé koøeny, dosazují se pøi výpoètu tyto koøeny do výrazu (který vznikne z výrazuza integraèním znamením) zeikzjxj4z3 = eikzjxj4z2 ;z vlastností koøenù ov¹em plyne, ¾e z21 = i, z22 = �i. Kdy¾ se to elé dá dohromady, dostane seu(x) = 14�2k2jxj Im 2�i eikjxj�p22 +ip22 �4i � eikjxj��p22 +ip22 �4i ! = : : : = 14�k2jxj sin p2kjxj2 e�p2kjxj2 :



Písemka z 12.2.2007 { øe¹ení 22. [10b℄ Spoètìte Fourierovu transformai funke f(x) = e�kjxj, k > 0, kde x 2 R2 . Pozor, jsme v prostorudimenze 2.(Návod: Pou¾ijte vzore pro transformai takovýhto symetrikýh funkí, a poté integrální vyjádøeníjedné speiální funke, která se v nìm vyskytuje.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 30b na stranì 33 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿNapovìzený postup (pou¾ití sfériky symetrikého vzore v R2 a dosazení integrálního vyjádøení nultéBesselovy funke) vede postupnì k integráluI :=\e�kjxj(�) = 2� Z 10 re�krJ0(2�rj�j) dr = Z 10 re�kr Z 2�0 e2�rij�j sin t dt dr :Prohození integraèního poøadí (tj. Fubiniho vìta - urèitì byste umìli odùvodnit její pou¾ití ,) dáI = Z 2�0 Z 10 re�kre2�rij�j sin t dr dt = Z 2�0 Z 10 re�r dr dt ;kde � = �k+2�ij�j sin t. Dùle¾ité je zejména, ¾e Re(�) < 0, o¾ umo¾ní vnitøní integrál spoèítat metodouper partes:Z 10 re�r dr = � 1�re�r�10 � 1� Z 10 e�r dr = 0� 1� � 1�e�r�10 = 1�2 = 1(2�ij�j sin t� k)2 ;a tedy hledaný integrál jsme upravili na tvarI = Z 2�0 dt(2�ij�j sin t� k)2 :Kdo dopoèítal a¾ sem, obdr¾el polovinu bodù, tj. 5 z 10. Zbytek je toti¾ trohu tehniký a opírá se oznalost z minulého semestru, toti¾, ¾e víte, jak se pomoí reziduové vìty spoèítá integrál z raionální funkev sineh a kosineh pøes elou periodu. Pøipomenu, ¾e se za sinus dosadí 12i (z � 1z ), za dt se vezme dziz apoèítá se 2�i-krát souèet v¹eh reziduí z takto vzniklého výrazu v bodeh jzj < 1 (jen uvnitø jednotkovékru¾nie!). To po úpravì dá (proveïte podrobnì)I = 2�j�j2 Xjzj<1Res z(z2 � k�j�jz � 1)2 : (1)Pou¾ujeme-li napøíklad pro zjednodu¹ení oznaèení � := k�j�j , vyjdou koøeny jmenovatelez1 = 12�� �p�2 + 4� ; z2 = 12�� +p�2 + 4� :Uvnitø jednotkového kruhu le¾í jen z1, a je to dvojnásobný koøen, poèítáme tedyRes z=z1 z�(z � z1)(z � z2)�2 =  z(z � z2)2!0�����z=z1 = (z1 � z2)2 � 2z1(z1 � z2)(z1 � z2)4 == (z1 � z2)� 2z1(z1 � z2)3 = � z1 + z2(z1 � z2)3 = �p(�2 + 4)3 = k�2j�j2p(k2 + 4�2j�j2)3 ;a tedy po pøenásobení koe�ientem 2�j�j2 (viz (1)) dostaneme:\e�kjxj(�) = 2�kp(k2 + 4�2j�j2)3 :



Písemka z 12.2.2007 { øe¹ení 33. [12b℄ Uva¾ujte omezené øe¹ení u rovnie �u = 0 v oblasti 
 � R2 , splòujíí podmínku u = g na hranii
, kde 
 := f[x; y℄ ; x > 0 ; y > 0 ; x2 + y2 > a2 g ; pro a > 0 ;a funke g je de�novaná takto:g = 8<: 1 na x2 + y2 = a2 ; x > 0 ; y > 0 ;0 na zbytku hranie.Naleznìte hodnoty tohoto øe¹ení na mno¾inì f[x; y℄ 2 
 ; x = yg.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 22 na stranì 155 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Jezlehèen tím, ¾e øe¹ení se nepoèítá v¹ude, ale jen na ose prvního kvadrantu.Nejprve zobrazením z2 zobrazíme zadanou oblast na horní polorovinu bez pùlkruhu o polomìru a2 a støedu0, o¾ je jak dìlané na ®ukovského zobrazení 12 (z + a4=z). Celkové zobrazení je tedy1f(z) = 12�z2 + a4z2� :Poèáteèní podmínka se pøenese na harakteristikou funki intervalu (�a2; a2), a expliitní výpoèet v hornípolorovinì dá øe¹ení v(�; �) = 1� artg�� + a2� �� 1� artg�� � a2� �(spoètìte si podrobnì).Vyjádøení promìnnýh � a � pomoí x a y vyhází ze vztahu12�(x+ iy)2 + a4(x+ iy)2� = f(x+ iy) = � + i� ;o¾ pro x = y dává po úpravì2ix2 + a42ix2 = 2(� + i�) ) � = 0 ; � = x2 � a44x2 ;a tedy u(x; x) = 1� artg a2x2 � a44x2 !� 1� artg �a2x2 � a44x2 ! = 2� artg 4x2a24x4 � a4na zadané mno¾inì.

1Ve skripteh se pøíklad øe¹í pomoí lineárního lomeného zobrazení - porovnejte.


