
Písemka z 5.2.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 5.2.2007MA pro F, 5. semestr1. [8b℄ Najdìte inverzní Laplaeovu transformai L�1F funkeF (p) = p3p4 + a4 + p2p2 + a2 ; a > 0 :Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 38 na stranì 33 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Pøíkladje ov¹em doplnìn o èlen p2p2+a2 , abyste opìt museli poèítat i v distribuíh.� Pro výpoèet L�1 � p2p2+a2� je mo¾né pou¾ít dvì metody, buï zlomek upravíte tak, aby stupeò èitatelebyl men¹í ne¾ stupeò jmenovatele, tj. napøíkladL�1� p2p2 + a2� = L�1 �1� a2p2 + a2� = Æ � a2L�1� 1p2 + a2� :Výraz, který se má invertovat (po pøenásobení oním a2), vyjde a sinax, o¾ jste buï dohledali vtabule inverzí pro Laplaeovu transformai, nebo jste snadno spoèetli pomoí reziduové vìty.Druhá metoda spoèívá v pou¾ití vzore pro invertování v distribuíh, a sieL�1F (p) = ddt ����S0 L�1F (p)p ;pokud výraz F (p)p je invertovatelný v klasikém smyslu. Co¾ zde je, proto¾e F (p)p = pp2+a2 . Tentovýraz se invertuje opìt buï dohledáním v tabulkáh (je to osax), nebo souètem pøes dvì rezidua(= koøeny jmenovatele). Dùle¾itý krok je zderivování osax ve smyslu distribuí, je tøeba si toti¾uvìdomit, ¾e funke osax je vlevo od nuly roz¹íøená nulou, o¾ pøi derivování ve smyslu distribuídá Diraa v nule díky skoku v tomto bodì. Výsledek je tedy opìt stejný, neboli:L�1 � p2p2 + a2� = Æ � a sinat :� Invertování p3p4+a4 je pøíklad na standardní zaházení s reziduovou vìtou. Trohu prái mo¾ná dávýpoèet 4 koøenù jmenovatele, ale s pou¾itím komplexní exponeniály je hned vidìt, ¾e to jsou ae��i4 ,ae� 3�i4 , tedy: z1;2;3;4 = ap22 (�1�i). Sèítáme rezidua v tìhto bodeh, z výrazu p3epxp4+a2 , a proto¾e jsouv¹ehny koøeny jednoduhé, dosazujeme do èitatele a do derivae jmenovatele, která je 4p3. Výrazp3 se tedy krátí a ve �nále dosazujeme ètyøi koøeny pouze do 14epx, hledaná inverze je tedyXp=z1;2;3;4 14epx = 14 �e axp22 (1+i) + e axp22 (1�i) + e axp22 (�1+i) + e axp22 (�1�i)� :Pokud vytknete reálné èásti exponeniál, najdete v komplexníh exponenieláh dva stejné kosiny,které opìt mù¾ete vytknout, a zbylé reálné exponeniály dají hyperboliký kosinus. Nemuselo se tonutnì upravit a¾ do tohoto tvaru, vlastnì u¾ tvar vý¹e napsaný je správné øe¹ení, ale mo¾ná není na¹kodu si v¹imnout, ¾e jeho nejjednodu¹¹í tvar je tedy:osh axp22 os axp22 :Celkem pak L�1 � p3p4 + a4 + p2p2 + a2� = Æ � a sinat+ osh axp22 os axp22 :



Písemka z 5.2.2007 { øe¹ení 22. [10b℄ V prostoru S 0(R) øe¹te rovnii�y(4) + k2y00 = Æ ; k > 0 ;s podmínkami y(�x) = y(x) pro x 6= 0, y(0) = 0.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 7 na stranì 89 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Øe¹í sestandardní estou:� Vyøe¹ení rovnie s pravou stranou rovnou nule, metodou harakteristikého polynomu dá 4 koøeny:0; 0;�k, a tedy obené øe¹ení je tvaru �1 + �2x+ �3e�kx + �4ekx.� Abyhom zùstali v prostoru S 0, musí býty+(x) = 1 + 2x+ 3e�kx ; x > 0 ; y�(x) = d1 + d2x+ d3ekx ; x < 0 :� Podmínky spojitosti nulté, první a druhé derivae v nule, a skoku velikosti (�1) tøetí derivae v nuledají ètyøi podmínky, sudost funke dává pátou podmínku, a podmínka y(0) = 0 je ¹está podmínkapro ¹est neznámýh koe�ientù. Jejih øe¹ením dostaneme:3 = d3 = 12k3 ; 1 = d1 = � 12k3 ; 2 = �d2 = 12k2 :� Celkovì tedyy+(x) = x2k2 + 12k3 (e�kx � 1) ; x > 0 ; y�(x) = � x2k2 + 12k3 (e�kx � 1) ; x < 0 :o¾ lze zapsat souhrnnì jako y(x) = jxj2k2 + 12k3 (e�kjxj � 1) :3. [12b℄ Naleznìte omezené øe¹ení u rovnie �u = 0 v oblasti 
 � R2 , splòujíí podmínku u = g na hranii
, kde 
 je doplnìk uzavøeného kruhu o støedu v poèátku a polomìru a > 0, a funke g je de�novanátakto: g =8<: 1 na polokru¾nii x2 + y2 = a2 ; y > 0 ;�1 na polokru¾nii x2 + y2 = a2 ; y < 0 :(Návod: zkuste lineární lomené zobrazení.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 18 na stranì 154 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ� Z instruktá¾níh dùvodù popí¹u nalezení transformujíího zobrazení hodnì podrobnì: Napovìzenézobrazení bylo lineární lomené. To pøevádí kru¾nie na kru¾nie nebo pøímky. Je tedy jasné, ¾ekdy¾ pøevedeme na¹i kru¾nii na reálnou osu, bude vnìj¹ek kruhu pøeveden buï na horní nebo nadolní polorovinu. Reálná osa, na kterou heme kru¾nii pøevést, má dva význaèné body, nulu anekoneèno. Pøevedením napøíklad bodu a na nulu a bodu �a na nekoneèno plníme èást na¹ehopøedsevzetí. Takové lineární lomené zobrazení musí být tvaruf(z) = �z � az + ase zatím neznámým koe�ientem �. Ten urèíme tak, abyhom pøevedli vnìj¹ek kruhu rovnou nahorní polorovinu: kdy¾ budeme estovat po kru¾nii z bodu a do bodu �a pøes bod ia, budeme mítoblast 
 po pravé rue. Z toho plyne, ¾e pøi estování po pøenesené hranii, z bodu 0 (obraz bodu



Písemka z 5.2.2007 { øe¹ení 3a) do bodu 1 (obraz bodu �a), musíme jít z bodu 0 þdolevaÿ, abyhom mìli horní polorovinu taképo pravé rue. Tj. bod ia se musí pøenést na nìjaké záporné èíslo, tøeba na �1, o¾ dává�ia� aia+ a = �1 ) � = i ;a tedy elkovì máme zobrazení f(z) = iz � az + a :� Proto¾e jsme si právì ujasnili, ¾e horní pùlkru¾nie se pøevede na zápornou reálnou osu, je obrazemdolní pùlkru¾nie kladná reálná osa, a tedy poèáteèní podmínka v pøenesené oblasti je �signx, a¹ení v pøenesené oblasti je po dosazení do vzore snadno spoèítatelné jakov(�; �) = � 2� artg �� :� Pøepoèítání promìnnýh by nemìlo èinit problém: f(x+ iy) = � + i� dáváix+ iy � ax+ iy + a = � + i� ;roz¹íøení zlomku vlevo èíslem komplexnì sdru¾eným ke jmenovateli umo¾ní snadný výpoèet jehoreálné a imaginární èásti, o¾ dá� = � 2ay(x+ a)2 + y2 ; � = x2 + y2 � a2(x+ a)2 + y2 :Celkovì tedy u(x; y) = 2� artg 2ayx2 + y2 � a2 :A opìt: kdo napsal, ¾e díky pøedpokladu omezenosti øe¹ení je takové øe¹ení právì jedno, dostalbonusový bod naví ,.


