
Písemka z 22.1.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 22.1.2007MA pro F, 5. semestr1. [6b℄ Spoètìte Fourierovu transformai funke f(x) = e�kjxj, k > 0, kde x 2 R3 .Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 30 a) na stranì 33 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿFunke je z prostoru L1(R3 ), sfériky symetriká, tedy se pou¾ije vzore pro Fourierovu transformaitakovýh funkí. Vzniklý jednorozmìrný integrál se snadno spoète pomoí per partes. Kdo hodil napøedná¹ky, v¹iml si mo¾ná, ¾e se tam tento nepøíli¹ slo¾itý výpoèet skoro elý pøedvedl, kromì toho vþtaháíhÿ je výsledek. ,Výsledek: \e�kjxj(�) = 8�k(k2 + 4�2j�j2)2 :2. [12b℄ Najdìte radiální øe¹ení u(x; t) = v(r; t), r = jxj, rovnie vedení tepla�u�t ��u = 0 ; x 2 K 12 (0) � R3 ; t > 0 ;(tzv. hladnutí tøírozmìrné koule), které splòujev�12 ; t� = 0 pro t > 0 ; v(r; 0) = 12 � r pro r 2 �0; 12� :Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 17 na stranì 262 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ,Ve skripteh je ov¹em hyba v jeho øe¹ení, které má vypadat takto:� Standardnì se pøepoèítá rovnie pro novou funki v a dostane se�v�t � ��2v�r2 + 2r �v�r� = 0 :� Zavedením nové funke w = r � v pøejde dále úloha na�w�t � �2w�r2 = 0s podmínkamiw�12 ; t� = 0 pro t > 0 ; w(r; 0) = r�12 � r� pro r 2 �0; 12� :Jde tedy o øe¹ení rovnie vedení tepla na omezeném intervalu. Druhá z podmínek se díky w = r �v (atedy w je nulové v nule, pokud v tam bylo omezené, o¾ pøedpokládáme) roz¹iøuje li¹e na 
� 12 ; 0�,tedy na tomto intervalu má hodnotu r( 12 + r), a dále periodiky. Pro tuto poèáteèní podmínku jenutno spoèítat Fourierovu øadu (a zde je ta hyba ve skripteh), která vyjde:g(r) = 1Xn=1��(�1)n � 1��3n3 sin 2�nr = 2�3 1Xn=1 sin 2�(2n� 1)r(2n� 1)3 ;a tedy øe¹ení je w(r; t) = 2�3 1Xn=1 sin 2�(2n� 1)r(2n� 1)3 e�4�2(2n�1)2t ;tj. pro funki u: u(x; t) = v(r; t) = 2r�3 1Xn=1 sin 2�(2n� 1)r(2n� 1)3 e�4�2(2n�1)2t :



Písemka z 22.1.2007 { øe¹ení 23. [12b℄ Pro b > 0 polo¾me 
 := R � (0; b) nG, kde G = (�1; 0i� f b2g. Neh» funke g(x; 0) = g(x; b) = 0pro x 2 R, a dále neh» g(x; b2�) = g(x; b2+) = 1 pro x � 0. Neh» koneènì u(x) je omezené øe¹ení rovnie�u = 0 v 
s okrajovou podmínkou u = g na hranii 
 :Naleznìte hodnoty u(x; b2 ) pro x > 0.(Návod: zaènìte zobrazovat exponenielou.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 16 na stranì 154 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿZobrazení, která oblast pøevedla na horní polorovinu, byla po øadì tato: e�zb (èásteènì napovìzené { a tímjste se dostali do situae, kterou jsme na pøedná¹e øe¹ili . . . ), dále z2, z+1, pz. Celkové správnì slo¾enézobrazení je tedy f(z) =qe 2�zb + 1 :Proto¾e okrajová podmínka se pøenesla na harakteristikou funki intervalu h�1; 1i, dalo se øe¹ení spoèítat(opìt postupem z pøedná¹ky) jakov(�; �) = 1� �artg � + 1� � artg � � 1� � : (1)Øe¹ení nás zajímalo jen pro x > 0, y = b2 , tedy prof(x+ ib=2) =qe 2�xb � e�i + 1 =q1� e 2�xb = iqe 2�xb � 1 = i� ;a proto � = 0. Dosazením tìhto dvou hodnot do (1) dostanemeu(x; b=2) = 2� artg 1pe 2�xb � 1 ; x > 0 : (2)Kdo naví napsal, ¾e øe¹ení je urèeno jednoznaènì díky slùvku þomezenéÿ v zadání úlohy, mohl získatjeden bonusový bod naví. ,


