
Písemka z 15.1.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 15.1.2007MA pro F, 5. semestr1. [9b℄ V prostoru S 0(R) naleznìte øe¹ení rovnie�y000 + k2y0 = Æ ; k > 0 ;které splòuje y(�x) = �y(x) pro x 6= 0.Komentáø k øe¹ení:Jde o pøíklad 6 na stranì 89 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ Øe¹í se standardní estou:� Vyøe¹ení rovnie s pravou stranou rovnou nule, metodou harakteristikého polynomu dá øe¹enítvaru 1 + 2e�kx + 3ekx� Abyhom zùstali v prostoru S 0, musí býty+(x) = a+ be�kx ; x > 0 ; y�(x) = + dekx ; x < 0 :� Podmínky spojitosti nulté a první derivae v nule, a skoku velikosti (�1) druhé derivae v nule dajítøi podmínky, lihost funke dává ètvrtou podmínku, jejih¾ øe¹ením dostaneme:a = d = 12k2 ; b =  = � 12k2 :� Celkovì tedyy+(x) = 12k2 (1� e�kx) ; x > 0 ; y�(x) = � 12k2 (1� ekx) ; x < 0 :o¾ lze zapsat souhrnnì jako y(x) = 12k2 signx(1� e�kjxj) :2. [10b℄ Najdìte inverzní Laplaeovu transformai L�1F funkeF (p) = 1 + abp2 (p2 + a2) (p2 + b2) + p3(p+ 1)2 ; b > a > 0 :Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 39 na stranì 33 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿ, který jezlehèen tím, ¾e je ve skripteh uvedený zlomek upraven, a ztí¾en pøidáním èlenu p3(p+1)2 , abyh se podíval,jak derivujete ve smyslu distribuí. ,Onen pøidaný èlen se invertuje takto: L�1 � p3(p+1)2 � = d2dt2 ���S0 L�1 � p(p+1)2�, kde inverzeL�1 � p(p+ 1)2� = Resp=�1 pept(p+ 1)2 = (pept)0��p=�1 = e�t � te�tje standardní reziduový výpoèet. Dùle¾ité je si uvìdomit, ¾e výsledná funke je vlevo od nuly roz¹íøenánulou a tedy pøi derivování ve smyslu distribuí dá èlen e�t Diraa v nule díky svému skoku v tomto bodì,zatímo te�t je v nule spojité a ¾ádný Dira nevznikne. Tedy je (èárka budi¾ derivaí ve smyslu distribuí)L�1� p3(p+ 1)2� = (e�t � te�t)00 = (Æ � e�t � e�t + te�t)0 = Æ0 � 2Æ + 3e�t � te�t ;a tedy elý výsledek (pro první èást se podívejte do skript) je:L�1[F (p)℄(t) = Æ0 � Æ + e�t(3� t) + tab + abb2 � a2 � sin btb3 � sin ata3 � :



Písemka z 15.1.2007 { øe¹ení 23. [11b℄ Pro a > 0 polo¾me G := Ka(0) [ (f0g � (�1;�ai), tj. G je kruh se støedem v poèátku as polomìrem a, sjednoený se zápornou imaginární osou. Dále buï 
 := R2 n G, tj. doplnìk uzávìrumno¾iny G. Neh» funke g(x) = 1 na hranii kru¾nie Ka(0) a g(x) = 0 na zbytku hranie oblasti 
.Neh» koneènì u(x) je omezené øe¹ení rovnie�u = 0 v 
s okrajovou podmínkou u = g na hranii 
 :Naleznìte hodnoty u(0; y) pro y > a.(Návod: zaènìte konformním zobrazením f(z) = iz.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 21 na stranì 155 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿZobrazení iz otoèí oblast o 90 stupòù proti smìru hodinovýh ruèièek, poté zobrazení pz oblast þrozevøeÿ,tak¾e vznikne þ®ukovovatelnýÿ , pro�l, a koneènì zobrazení 12 (z + a=z) v¹e zobrazí na horní polorovinu.Problém èasto èiní správné slo¾ení tìhto zobrazeni. Pravidlo je, ¾e to zobrazení, které aplikujete jakoprvní, musí být ve va¹em slo¾eném zobrazení þnejhloubìjiÿ. Tedy elkovì je správné konformní zobrazeníf(z) = 12 �piz + apiz� :Dále standardnì: poèáteèní podmínka se pøenese jako harakteristiká funke intervalu h�pa;pai, o¾ dápo dosazení do vzore øe¹ení na horní polorovinìv(�; �) = 1� �artg � +pa� � artg � �pa� � :Pro výpoèet øe¹ení v bodeh (0; y) potøebujeme hodnoty f jen pro z = 0 + iy, o¾ dáváf(iy) = 12 �p�y + ap�y� = 12 �ipy � i apy� = iy � a2py = � + i� ;odkud � = 0, � = y�a2py , a tedy po dosazení a úpravìu(0; y) = 2� artg 2pyay � a :Kdo naví napsal, ¾e øe¹ení je urèeno jednoznaènì díky slùvku þomezenéÿ v zadání úlohy, mohl získatjeden bonusový bod naví. ,


