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ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 31.3.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Pro p > —1, ¢ > —1 spoctéte integral

1 P _
F(p,q) = / sin(ln ) ml T dz.
0

nr

Reseni: Pro pevné ¢ > —1 zderivujeme podle proménné p, nejprve formalné:!

1
881;(;0,(1):/0 zPsinlnz de. (1)

Po substituci Inxz = g, tj. x = e¥, dr = e¥ dy dostaneme

OF 0 0
aﬁ(?;Q) = / epy'Siny'eydyZ/ e(p+1)ysinydy:
P oo -
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Odivodnéni derivovéani: predevsim je pro pevné ¢ > —1 hodnota F(gq,q) = 0 (tedy integral konverguje pro
jedno pevné p = q), a zderivovana funkce m4 integrabilni majorantu (na intervalu (—oo, 0)!)

‘e(p+1)y siny‘ < ety vy >po> -1,

derivovat tedy lze pro vSechna takova p. Protoze vSak py > —1 mtze byt libovolné pevné, je nas vypocet
odiivodnén pro v8echna p > —1. Z (2) plyne, Ze

F(p,q) = —arctg (p + 1) + f(q), (3)

kde f(q) je libovolna dostatené hladké funkce. Protoze vsak F(q,q) = —arctg (¢+1)+ f(q) = 0 pro kazdé
pevné ¢ > —1, mame f(q) = arctg (¢ + 1), a tedy

F(p,q) = arctg (¢ + 1) —arctg (p+ 1), p>—1, ¢g>—1. (4)

IDoufam, Ze jste je§t& nezapomnéli, e derivace z? podle p nenf pzP~!, ale zP In x.
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2. [9b] Spoctéte (pfimo nebo pouZitim nékteré z vhodnych vét) plosny integrél

/ zyzdydz + y*z dz dy
s

kde S je ,,vnéjsek“ povrchu utvaru, uré¢eného nerovnostmi “”4—2 +92<1,2< ”“;TQ +92,2>0.

Reseni:

Samoziejmé muzete pocitat uvedeny plosny integral piimo, uvédomte si vSak, ze vas ¢ekaji tii integraly:
pres eliptickou podstavu objektu, pres ,svislé boky“ eliptického valce, a pres ,,horni parabolickou pokli¢ku*
(udélejte si geometrickou predstavu). Lépe nez tii plosné integraly je poCitat jeden objemovy, uzijeme-li

identity:
/ TdS = / divT dV .
S

Samozrejme fSTdS = [¢Tidydz + Trdzdx + Ts dv dy. V naSem piipadé je tedy T = (zyz,0,y22), a
proto divT = yz +y? a

oty
A::/xyzdydz+y2zda:dy:/ yz+y2dV:// (/ yz+y2dz> dx dy .
s 1% 22 1y2<1 \Jo

Posledni rovnost reflektuje vypocet objemového intergralu pomoci Fubiniho véty: primétem télesa je
eliptickd podstava, a pro kazdy bod z této podstavy integrujeme podle z mezi 0 a
do zadéani na nerovnosti pro z). Tedy:

2 2
A= // 2( +y) +y2<i+y2>d:vdy.
+y2<1

Pro vypocet dvojného integralu pres elipsu se hodi modifikované polarni soufadnice x = 2rcosp, y =
rsin @ s jakobianem 2r. Pak

2m 2 1
A= / / (rsmgp (r*)? +r? sin2<p-r2> drdp = 0+/ / 2rS sin® @ dr dy
o Jo

nebot ¢ast integralu je nulova diky clenu fozﬁ sin ¢ dyp. Celkové tedy

z*

"=+ y? (podivejte se

1 2m
A:§/0 sin2<pd<p:§.




Pisemka z 31.3.2006 — reSeni 3

3. [6b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

1 2
1+ 2 2
®(y) ;:/ 2zy + y'")dz,
o ( 2 )

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C*({0,1)),y(0) = 0,y(1) = 1}. Najdéte viechna feseni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, ktera z feseni E-L
rovnice jsou lokalnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni: Ozna¢ime-li L(z,y,y') = 2zy + 1+29”2y’2, mame % =21 a g;, = (1 + z?)y’. Euler-Lagrangeova

rovnice ma obecné tvar

doL_oL
dr dy' Oy’
tedy v nasem piipadé
(1+2%)y") =2z.

Proderivovani vlevo by situaci podstatné zkomplikovalo, lépe je integrovat a obdrzet postupné

(1+2%)y = 2*+e¢,
, 2 + ¢ c—1
YT Ty +1+m2’
y = z+(c—1)arctgz +d.

Z podminky y(0) = 0 ov8em plyne d = 0, naceZ z podminky y(1) = 1 plyne ¢ = 1. Dostaneme tak jediné
feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice na prostoru X:

y==zx.

Dodateé¢na tvaha za 2 bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjistovani lokdlnich extrémt. Spoctéme pro yo(z) = x:

62L ! 2
P(x) = 3(y,)2(fc,yo(:v),yo(w)) =(1+27)>0 v (0,1).
Dale spocteme \ )
8*L d O°L
Q(r) = 672/2(357310(5”)’1/6(3”)) - %m(ﬂ%yo(m)ayé(m)) =0,

pomocnd rovnice pro funkci w se tedy redukuje na
(14 2%)'(z) = 1 = w(z) = crarctgx + ¢3 .

Podminka w(0) = 0 fiké, ze co = 0 a tedy w(z) = cjarctgz. Ma-li navic w nebyt identicky nulova,
musi byt ¢; # 0. Pak uz oviem w nemd Zadny nulovy bod v (0,1). Protoze navic yo(z) € C%({0,1))
(nezapominejte ani na tuto podminku - podivejte se na pfislusnou vétu), je funkce yo(z) = z lokdlnim
minimem funkciondlu ®.
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4. [7b] Funkee f spliwje: f(z) = Ona (—m,—7/2), f(z) = z na (0,7/2), navic je suda a 27-periodickd na R.
Rozvinte ji do Fourierovy fady, urcete, jakym zptsobem tato rada konverguje a k jaké funkci. Dosazenim
x = § do Fourierovy fady sectéte pfisluSnou ¢iselnou fadu.

Reseni: Ze sudosti dostavame

2 ™
b, =0, ao—f/ rdr = —,
T Jo
a dale
2 [T 1 ™ . TN
ap = — mcosnmdx:---:—z(200s—+7ms1n——2).
T Jo ™ 2 2

Fourierova rada mé proto tvar

Fy(z) =

ool

>
1 ™ ™
E — (2cos — si ——2)cos ,
+n:1 2 ( 9 + 7n sin 5 nx

a protoze zadané funkce (ozna¢me ji f) je funkce po ¢éstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami
hodnot funkce i derivaci ve vSech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rfada bodové pro vSechna
x € R a plati

flz+) + f(z—)

Fy(z) = 5

pro viechna z € R. (5)

P1i dosazeni bodu z = Z do (5) tedy na pravé strané rovnosti dostaneme I, nacez dostaneme
2 4

=1
g+7lz:17m?(2COS?+WnSin?_2)COS7?:Z'

Protoze sin 75* cos 73t = %sin mn = 0 pro vSechna n € N, mame odtud

i cos® T —cos 2
n2 T 16’
n=1

coz je jedna z moznych forem vysledku. Je viak mozno si je§té uvédomit, ze vyraz cos? 5t — cos I je

nenulovy pouze pro n = 4k + 2, a pak mé hodnotu 2, tedy

oo < o0 5
2 2 1 2

St ¢ Yamr

= (4k + 2) 16 = (2k+1) 8

coz je jednodussi a prehlednéjsi forma vysledku.



