
Písemka z 31.3.2006 { øe¹ení 1
Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 31.3.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Pro p > �1, q > �1 spoètìte integrál
F (p; q) = Z 1

0
sin(lnx) xp � xqlnx dx :

Øe¹ení: Pro pevné q > �1 zderivujeme podle promìnné p, nejprve formálnì:1
@F@q (p; q) = Z 1

0
xp sin lnx dx : (1)

Po substituci lnx = y, tj. x = ey, dx = ey dy dostaneme
@F@p (p; q) = Z 0

�1
epy � sin y � ey dy = Z 0

�1
e(p+1)y sin y dy =

= Im Z 0

�1
e(p+1+i)y dy = Im 1p+ 1 + i = �1(p+ 1)2 + 1 : (2)

Odùvodnìní derivování: pøedev¹ím je pro pevné q > �1 hodnota F (q; q) = 0 (tedy integrál konverguje projedno pevné p = q), a zderivovaná funkce má integrabilní majorantu (na intervalu (�1; 0)!)���e(p+1)y sin y��� � e(p0+1)y 8p � p0 > �1 ;
derivovat tedy lze pro v¹echna taková p. Proto¾e v¹ak p0 > �1 mù¾e být libovolné pevné, je ná¹ výpoèetodùvodnìn pro v¹echna p > �1. Z (2) plyne, ¾e

F (p; q) = �arctg (p+ 1) + f(q) ; (3)
kde f(q) je libovolná dostateènì hladká funkce. Proto¾e v¹ak F (q; q) = �arctg (q+1)+f(q) = 0 pro ka¾dépevné q > �1, máme f(q) = arctg (q + 1), a tedy

F (p; q) = arctg (q + 1)� arctg (p+ 1) ; p > �1 ; q > �1 : (4)

1Doufám, ¾e jste je¹tì nezapomnìli, ¾e derivace xp podle p není pxp�1, ale xp lnx.
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2. [9b] Spoètìte (pøímo nebo pou¾itím nìkteré z vhodných vìt) plo¹ný integrálZ

S
xyz dy dz + y2z dx dy

kde S je þvnìj¹ekÿ povrchu útvaru, urèeného nerovnostmi x2
4 + y2 � 1, z � x2

4 + y2, z � 0.
Øe¹ení:Samozøejmì mù¾ete poèítat uvedený plo¹ný integrál pøímo, uvìdomte si v¹ak, ¾e vás èekají tøi integrály:pøes eliptickou podstavu objektu, pøes þsvislé bokyÿ eliptického válce, a pøes þhorní parabolickou poklièkuÿ(udìlejte si geometrickou pøedstavu). Lépe ne¾ tøi plo¹né integrály je poèítat jeden objemový, u¾ijeme-liidentity: Z

S
~T d~S = Z

V
div ~T dV :

Samozøejmì RS ~T d~S = R
S T1 dy dz + T2 dz dx + T3 dx dy. V na¹em pøípadì je tedy ~T = (xyz; 0; y2z), aproto div ~T = yz + y2, a

A := Z
S
xyz dy dz + y2z dx dy = Z

V
yz + y2 dV = ZZ

x2
4 +y2�1

 Z x2
4 +y2

0
yz + y2 dz! dx dy :

Poslední rovnost re
ektuje výpoèet objemového intergrálu pomocí Fubiniho vìty: prùmìtem tìlesa jeeliptická podstava, a pro ka¾dý bod z této podstavy integrujeme podle z mezi 0 a x2
4 + y2 (podívejte sedo zadání na nerovnosti pro z). Tedy:

A := ZZ
x2
4 +y2�1

y2
�x24 + y2�2 + y2�x24 + y2� dx dy :

Pro výpoèet dvojného integrálu pøes elipsu se hodí modi�kované polární souøadnice x = 2r cos', y =r sin' s jakobiánem 2r. Pak
A := Z 2�

0

Z 1

0
2r�r sin'2 � (r2)2 + r2 sin2 ' � r2� dr d' = 0 + Z 2�

0

Z 1

0
2r5 sin2 'dr d' ;

nebo» èást integrálu je nulová díky èlenu R 2�0 sin'd'. Celkovì tedy
A = 13 Z 2�

0
sin2 'd' = �3 :
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3. [6b] Najdìte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionálu

�(y) := Z 1

0

�2xy + 1 + x22 y02� dx ;
který je de�nován na prostoru X := fy 2 C1(h0; 1i); y(0) = 0; y(1) = 1g. Najdìte v¹echna øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Umìli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, která z øe¹ení E-Lrovnice jsou lokálními minimy daného funkcionálu?
Øe¹ení: Oznaèíme-li L(x; y; y0) = 2xy + 1+x2

2 y02, máme @L
@y = 2x a @L

@y0 = (1 + x2)y0. Euler-Lagrangeovarovnice má obecnì tvar ddx @L@y0 = @L@y ;
tedy v na¹em pøípadì ((1 + x2)y0)0 = 2x :Proderivování vlevo by situaci podstatnì zkomplikovalo, lépe je integrovat a obdr¾et postupnì

(1 + x2)y0 = x2 + c ;
y0 = x2 + c1 + x2 = 1 + c� 11 + x2 ;y = x+ (c� 1) arctg x+ d :

Z podmínky y(0) = 0 ov¹em plyne d = 0, naèe¾ z podmínky y(1) = 1 plyne c = 1. Dostaneme tak jedinéøe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na prostoru X:
y = x :

Dodateèná úvaha za 2 bonusové body:Zkusíme Jacobiho metodu zji¹»ování lokálních extrémù. Spoètìme pro y0(x) = x:
P (x) = @2L@(y0)2 (x; y0(x); y00(x)) = (1 + x2) > 0 v h0; 1i :

Dále spoèteme Q(x) = @2L@y2 (x; y0(x); y00(x))� ddx @2L@y@y0 (x; y0(x); y00(x)) = 0 ;
pomocná rovnice pro funkci ! se tedy redukuje na

(1 + x2)!0(x) = c1 ) !(x) = c1arctg x+ c2 :Podmínka !(0) = 0 øíká, ¾e c2 = 0 a tedy !(x) = c1arctg x. Má-li navíc ! nebýt identicky nulová,musí být c1 6= 0. Pak u¾ ov¹em ! nemá ¾ádný nulový bod v (0; 1i. Proto¾e navíc y0(x) 2 C2(h0; 1i)(nezapomínejte ani na tuto podmínku - podívejte se na pøíslu¹nou vìtu), je funkce y0(x) = x lokálnímminimem funkcionálu �.
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4. [7b] Funkce f splòuje: f(x) = 0 na (��;��=2), f(x) = x na (0; �=2), navíc je sudá a 2�-periodická na R.Rozviòte ji do Fourierovy øady, urèete, jakým zpùsobem tato øada konverguje a k jaké funkci. Dosazenímx = �
2 do Fourierovy øady seètìte pøíslu¹nou èíselnou øadu.

Øe¹ení: Ze sudosti dostáváme bn = 0 ; a0 = 2� Z �

0
x dx = �4 ;

a dále an = 2� Z �

0
x cosnx dx = � � � = 1�n2 �2 cos �n2 + �n sin �n2 � 2� :

Fourierova øada má proto tvar
Ff (x) = �8 + 1X

n=1

1�n2 �2 cos �n2 + �n sin �n2 � 2� cosnx ;
a proto¾e zadaná funkce (oznaème ji ef) je funkce po èástech C1 s vlastními jednostrannými limitamihodnot funkce i derivací ve v¹ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova øada bodovì pro v¹echnax 2 R a platí

Ff (x) = ef(x+) + ef(x�)2 pro v¹echna x 2 R: (5)
Pøi dosazení bodu x = �

2 do (5) tedy na pravé stranì rovnosti dostaneme �
4 , naèe¾ dostaneme

�8 + 1X
n=1

1�n2 �2 cos �n2 + �n sin �n2 � 2� cos �n2 = �4 :
Proto¾e sin �n

2 cos �n
2 = 1

2 sin�n = 0 pro v¹echna n 2 N, máme odtud
1X
n=1

cos2 �n
2 � cos �n

2n2 = �216 ;
co¾ je jedna z mo¾ných forem výsledku. Je v¹ak mo¾no si je¹tì uvìdomit, ¾e výraz cos2 �n

2 � cos �n
2 jenenulový pouze pro n = 4k + 2, a pak má hodnotu 2, tedy

1X
k=1

2(4k + 2)2 = �216 ) 1X
k=1

1(2k + 1)2 = �28 ;
co¾ je jednodu¹¹í a pøehlednìj¹í forma výsledku.


