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ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 10.2.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Urcete, pro které hodnoty a € R je koneény integral
% 1 — gmaa’

0 xrce

a spocCtéte jej pro tyto hodnoty.

Reseni: Defini¢ni obor funkce J uréime v pritbéhu vypoétu. Zderivujeme formalné podle proménné a:
0 w2e—aw2 o0
J'(a) = / o 4T = / e dr. (1)
0 ree 0

Vidime, ze integral, ktery jsme obdrzeli, je kone¢ny pro a > —1. Pro tato a polozime va+ 1z = y, tj.
va+ 1dz = dy, a dostaneme

Ooe,y2 dy _ VLS '
0 \/a—|—1 2\/&-}—1

Odtvodnéni derivovani: zderivované funkce méa integrabilni majorantu

J'(a) =

(2)

‘ef(aﬂ)ﬁ < e~(aotDz® ¢ L(0,00) Va>ag> -1,

derivovat tedy lze pro vSechna takové a. Protoze vSak ay > —1 miize byt libovolné pevné, je nas vypocet
odtivodnén pro vSechna a > —1. Samoziejmé jesté nesmime zapomenout najit jedno pevné a > —1, pro
které je kone¢ny ptvodni integral J(a). Je v8ak J(0) = 0, a tedy i tato podminka je splnéna. Z (2) pak
plyne, Ze

J(a) =/m(a+1)+ec, a>—1.

Protoze v8ak 0 = J(0) = /7 + ¢, mdme ¢ = —/7, a tedy
J(a)=vr(Va+1-1), a>-—1. (3)

Kdo dopocetl az sem, dostal 6 bodi z 8.

Pro ty lepsi (a v8imavéjsi) byla jesté neviditelné nastraZzena otézka, zda definiéni obor funkce J nemuze
byt Sirsi. Pro a < —1 je J(a) nekoneéné (exponenciela v €itateli pfevazi exponencielu ve jmenovateli a pii

integrovani u nekonec¢na to vyusti v nekonecény integral). Pro a = —1 v8ak je integral
(o) 1 z2 K z2 (o]
—e€ 1—e¢ 2 1 2
xz2e” x? 2
0 0 K
—— | ——
vlastni limita u 0 integrabilni u oo

konecny. Defini¢ni obor funkce J je tedy {a > —1}. KdyZ ukdzeme, Ze J(a) je spojitd v —1 zprava, tj.
2

kdyZ najdeme integrabilni majorantu k funkeci 1;6_” pro a € (—1,—1+¢), bude bude vzorec (3) platny

2¢w2
i pro a = —1. Rozpis (4) v8ak napovi, jak takovou majorantu sestrojit: na intervalu (0, K):
2 2
1—eae 1—eae e e e
W :‘ W '(_a)e SC'|G€ |<C'e 5 V|a|<1,
———
omezené diky vl. limité&
a na intervalu (K, 00):
2
1-— e_w 1 _ 2 —(a—l—l)wz 1
T | 3372'\(6 —i ), gm—z-Qc, Va > —1

omezené u nekoneéna

Proto na zavér mame:
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2. [9b] Spoctéte povrch ,olky“, kterd vznikne jako prunik koule o stiedu [0, 0, 1] a poloméru 1 s kouli o
stiedu [0,0, —1] a poloméru /5.

Reseni:

Piiklad je trochu jednodussi variantou piikladu z minulé pisemky (porovnejte). Povrch ,Cocky“ sestava
ze dvou ¢asti: horni, Si, a spodni S5. Obé ¢asti povrchu budeme parametrizovat explicitnim predpisem,
ktery bude definovdn na primétu P,, ,cocky“ do roviny zy. Ze zadani tlohy plyne, Ze obé koule maji
povrchy, charakterizované rovnicemi

P2y (z-1)2=1, a 22+ +(z+1)*=5.
Prinik téchto povrchi tedy spliiuje obé rovnice soucasné. Jejich odectenim dostaneme
(z4+1)? = (2 —-1)* =4, = z=1,

obé koule se tedy protinaji ve vysce z = 1, kterd je rovna poloméru ,horni* koule Odtud plyne, ze
,spodni® ¢4st ¢ocky, S, mé povrch roven piesné poloviné povrchu ,horni“ koule, tj. 1 - 47 - 12 = 2.
Primét P,, je kruh, jehoz polomér je tedy také 1, proto Py, = {2 +y? < 1}, a

= Js=]]
S1 24y2<1

kde ¢ je parametrizace plochy Sy, kterd je soucasti ,spodni“ koule:

prx=x,y=y, 2=+b—a>—y>—1.

Odtud pfimym vypoctem dostaneme

&px&pH dzdy, (6)

9 Op  _ z y 1
Oor Oy V-2 =y -2 —y2 )

2
Sy = // ”H;y +1da:dy_\f// __dwdy
2py2<t (DX 24142<1 /D — 22 — 92

Zavedenim poldrnich souradnic x = V5r cosa, x = V5rsina s Jakobidnem 5r se podminka z? 4+ 92 < 1
zméni na 572 < 1 a tudiz

2T 1
S1 = / /f 5v5r drda—IOﬂ'/fLTZ—IOﬂ'[ \/l—rhf—IOﬂ'(l—jg).
1-r

a tedy

Celkovy povrch ,,cocky“ je tedy roven

S:27T+107r<1—55> :127r—207§:4w(3—\/5).
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3. [6b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

3
®(y) == / syy"” — 4y’ da,
1

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C'((1,3)),y(1)=1,y(3)=0}. Najdéte viechna feSeni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, ktera z feseni E-L
rovnice jsou lokalnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
Ozna¢ime-li L(z,y,y') = 5yy’® — 4zy''?, mame % =5y a g?f, = 45yy'® — 40zy"”. Euler-Lagrangeova
rovnice ma obecné tvar

d OL 0L

dz oy’ Oy’

tedy v nasem pripadé
19

(45yy" — 40zy"")" = 5y
Po proderivovani a tipravé dostaneme
360y"y" (y — xy') = 0.

ReSenim této rovnice vyjde, ze viechna fefeni maji tvar y = c¢;x + ¢» a z okrajovych podminek dostaneme
jediné feseni Euler-Lagrangeovy rovnice

Toto FeSeni budeme déle znadit yo(z).

Dodate¢né avahy za bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjiStovani lokalnich extrémt. Spoctéme pro yo(z)

8%L , 135
P(w)=W(x,yo(a:),y0(x))_...———<0 v (1,3),

32
a protoZe nutnou podminkou minima je P(z) > 0 v (1,3), nemiize byt nalezené feSeni minimem daného
funkcionéalu. MiiZe to v8ak byt tieba lokalni maximum funkciondlu ®, coz vySetifime jako minimum funk-
ciondlu (—®). Zména znaménka u ® a tedy i u L zptsobi i zménu znaménka u P, nutnd podminka minima
je tedy splnéna. Déle spocteme

Q) = G . 90(e) (@) = 5 (0 (2). ) = 0,

pomocnd rovnice pro funkci w se pak redukuje na

W'(z) =0 = w(z) =c + .
Tato funkce ma tu vlastnost (rozmyslete si), Ze pokud je identicky nenulovd a pfitom w(1) = 0, pak
uz w(x) # 0 pro viechna z € (1, 3). Protoze navic yo(z) € C?((1,3)) (nezapominejte ani na tuto pod-

minku - podivejte se na pfislusnou vétu), je funkce yo(z) lokdlnim minimem funkciondlu (—®) a tedy
lokalnim maximem funkciondlu ®.
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4. [7b] Méjme f(z) = cos3z na (- ¢, ), f(z) = 0na (-7, —%) a (§,m) a dale periodicky s periodou 2.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Napiste Parsevalovu rovnost a vypocétem urcitého integralu v ni sectéte prislusnou ciselnou fadu.

Reseni: Funkce je sudé, tedy:

2 (¥ 2 &2
aozf/ cos 3z dxr = [sin?)m] =—,
T Jo 3r 0 3

a dale

™

& &
Tay = 2/ cos 3z cos nx dx = / (cos(3+n)x + cos(3—n)z) dx .
0 0

Je vidét, ze vypocet bude vypadat jinak pro n = 3 a jinak pro n # 3. Pro n = 3 mame

™

© 1r . T T T
7ra3—/0 (c0s6m+1)d:v—6[sm6x]0 +E_E’
zatimco pro n # 3 je
1 § 1 §
Ty = m[sin(i‘)—i—n)w]o6 + ﬂ[sin@—n)w]; =
1 1 1
= T sm(3-|-n)% + 3, sm(3—n)% = 3 cos ng + 3., cos ng =

Fourierova rada mé proto tvar

i cos M cosnx

1 1 6
Ff(:c):—-l-fcos?)x-l-; 9z

3m 6 n=1,n#3

a protoze zadana funkce je po ¢astech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

(o)

-« v <« 2 5 2 _ al 9 ‘oz,
Parsevalova rovnost (v naSem piipadé 2 [® cos? 3z dr = % + Y " a2) dava:

12 1 36 = cos®Zt
ST TH e 2 o

pripadné:
i cos® BT 52 1
_2\2 BET-O N
Lt (9 — n?) 1296 162




