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ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 30.1.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Spoctéte

1.6 _ ,.a 1
I(a,b):/ r-e sinln — dz , a>-1, b>—-1.
o Inz T

Reseni: Pro pevné a > —1 zderivujeme podle proménné b, nejprve formalné:!

oI L |

%(a,b) = /o x smln;dw. (1)
Po substituci ln% =—Ilnz =y, tj. x =e7Y, dv = —e Y dy dostaneme
T 0 o]
a—(a,b) = —/ e . siny-e Vdy = / e Ot giny dy =
b o 0
R -1 1

=1 ==y gy =1 = : 2
m/o ¢ L e (U R | @)

Odivodnéni derivovani: predevsim je pro pevné a > —1 hodnota I(a,a) = 0 (tedy integral konverguje pro
jedno pevné b = a), a zderivovand funkce ma integrabilni majorantu

‘e_(b"‘l)y siny‘ <e oty wh >y > 1,

derivovat tedy lze pro vSechna takova b. Protoze vsak by > —1 miize byt libovolné pevné, je nas vypocet
odivodnén pro vSechna b > —1. Z (2) plyne, Ze

I(a,b) = arctg (b + 1) + f(a), (3)

kde f(a) je libovolnd dostateéné hladké funkce. ProtoZe vSak I(a,a) = arctg (a + 1) + f(a) = 0 pro kazdé
pevné a > —1, mame f(a) = —arctg (a + 1), a tedy

I(a,b) = arctg (b + 1) — arctg (a + 1), a>-1, b>-1. (4)

"Doufam, Ze jste je§td nezapomnéli, e derivace x* podle b neni bz?~', ale zb In .
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2. [7b] Spoctéte (pfimo nebo pomoci vhodné véty) plosny integral

/xdydz+ydzdm+zdxdy,
s

v

kde S je ,vné&js“ strana boéni stény komolého kuzele 22 + y% = 22, 0 < h < z < 2h.

Reseni, moZnost I:

P#{mo zparametrizujeme bo¢ni sténu (plast) komolého kuZele: zobrazeni ¢ je definovano takto: © = x,y =
Y,z = /22 + 92, a to na mezikruz h? < 22 + y? < (2h)?, které je primétem plasté komolého kuzele do
roviny zy. Normalovy vektor pak bude

Sﬂmxﬁpy: ]-707L X OalaL = - al =9 Y 71 .
/22 + Y2 /22 + Y2 \/xz + 2 \/xz + 12
Tento normélovy vektor v§ak mé orientaci ,,dovniti“ do kuzele (jeho tieti soufadnice je kladnd), vezmeme
“nv : y 2
proto vektor opacny, (\/ﬁ’ T —1), a tedy

2 2

/mdydz+ydzd:v+zdwdy:// * + y — V2 +y? | dedy=0.
s me<artyr<em \Va2 +y? Va? +y?

Reseni, moznost II: Pouzijeme Gaussovu vétu. Podle ni je integral pies cely povrch roven objemovému
integralu z divergence piislusného vektorového pole. Zde T= (z,y, z), tedy divT = 3, proto je objemovy
integral roven trojnasobku objemu komolého kuzele, tj. 3 - %(W(Qh)2 -2h — wh? - h) = Trh®. To je viak
vysledek integrace pres cely povrch, proto musime odecist hodnoty plosnych integral pies obé podstavy.
To vsak neni slozité, postupem jako vyse dostaneme, Ze integral pies spodni podstavu I'; je roven:?

/ xdydz +ydzde + zdx dy = // (=2)|,—p, dzdy = (=h) - wh> = —7h?,
I m2+y2 Shz
zatimco integral pres horni podstavu I'y je roven:

/ xdydz +ydzdr + zdz dy = // (+2)|,_op, dzdy = (2h) - 7(2h)* = 87h?,
Ty x24y2<(2h)?

je tedy integral pfes obé podstavy 7mh? a proto musi byt

/wdydz+ydzdm+zdmdy:0.
s

Reseni, moznost III:

2Nebo jinak, ndzorndji: zadany integral je tvaru fs 7 d§, nacez si stacilo v8imout, Ze 7LldS vzdy na celé integrované
ploSe. Tudiz se integruje neustdle nula a vysledek je taky takovy. I tohle se dalo uznat za spravny
3P¥islugné normélové vektory jsou pro I'y vektor (0,0,—1) a pro I'y vektor (0,0, 1), pochopitelng.
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3. [8b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

1
d(y) := / ((2 —n)zy'" + nyy'(nfl)) dz,
0

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C*({0,1)),y(0) = 3,y(1) = 0}. Najdéte viechna feseni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru s ohledem na parametr tlohy n € N. Uméli byste (za 2 bonusové
body) rozhodnout, kterd z feseni E-L rovnice jsou lokdlnimi minimy daného funkcionélu?

Reseni:
Oznacime-li L(x,y,y') = ((2 —n)zy'" + nyy'("_l)), mame % = ny'(n_l) a g;’, =(2- n)n;vy'(n_l) +
n(n — l)yy'(nfz). Euler-Lagrangeova rovnice ma obecné tvar

d 0L oL

dz oy’ Oy’

tedy v naSem pripadé mame pro n = 1 ,rovnici“ 1 = 1, které vyhovuji vSechny funkce z prostoru X.
Stejné tak pro n = 2 dostavame E-L ,rovnici“ 2y' = 2y’, které rovnéz vyhovuji vSechny funkce z prostoru
X. Konec¢né pro n > 3 mame po proderivovani a upravé E-L rovnici:

y'y' " (y - :ry’) =0,

tedy plati bud y" = 0 nebo y — zy’ = 0, pro n > 3 jesté mame navic piipad y’ = 0. Resenim tedy jsou bud
funkce typu y = ax + b nebo y = cx. Po¢atenim podminkdm vyhovuje jedind funkce, a sice y = 3(1 — x).
Tedy shrnujeme:

n=1 = E-L rovnici s okrajovymi podmnikami vyhovuji vSechny funkce prostoru X,
n=2 = E-L rovnici s okrajovymi podmnikami vyhovuji vS§echny funkce prostoru X,
> = y=31-=z).

Dodateéna tivaha za 2 bonusové body: Pro n = 11 n = 2 vychazi pro libovolnou y € X

P(z) = a‘?y@(:n,y(m),y'(x)) ~0,

a proto nebudeme umét rozhodnout touto metodou o lokdlnim extrému.
Pro n > 3 je pro yo(z) = 3(1 — ):

P(z) = a?yll)lg(m,yo(x),y(’)(m)) =n(n—1)(n—2)(-1)""33"2,

Q(z) =0,

pomocnd rovnice pro funkci w se tedy redukuje na
w'(z) =0 = w(x)=cz+co.

Podminka w(0) = 0 fikd, ze ¢a = 0 a tedy w(x) = ¢iz. Ma-li navic w nebyt identicky nulové, musi byt
c1 # 0. Pak uz oviem w nemd zadny nulovy bod v (0,1). Protoze navic yo(z) € C*>({0,1)) (nezapominejte
ani na tuto podminku - podivejte se na p¥islunou vétu), je funkce yo(x) = 3(1 — x) pro lichd n > 3
lokdlnim minimem funkcionalu ® a pro sudé n > 3 lokdlnim maximem tohoto funkcionalu.
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4. [7b] Méjme f(z) = |z|(1 — |z|) na (—1,1) a déle periodicky s periodou 2.

1. Rozvinte tuto funkci do 2-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna rada
a proc.

2. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypocétem urcitého integralu v ni sectéte prislusnou
¢iselnou radu.

Reseni: Funkce je sud4, tedy b, = 0, dale vidime, Ze na intervalu (0, 1) se rovné funkci z(1 —z) = = — 22,

Protoze perioda ¢ = 2, je koeficient pred integralem 2 = 2 = 1, diky sudosti vSak miizeme také brat
dvojnésobek integralu pres polovi¢ni periodu, tedy:

1
. 1 1 1

a0:2/ x—mzd:r:2<—):,
0 2 3 3

pripadné s onou dvojkou zachézet takto:

1 1 1
Qg
— = (x — 2?) cosmnrdr = [ xcosmnazdr — | z°cosmnzdr =
2 0 0 0
1 1 1 1
B 1 . 1 . 1, . 2 . _
= —zxsinTnx| — — sintnrzdr — |—zx°sintnz| + — rsinmTnx dr =
™ o T Jg ™ o TN Jg

1 1
1 2 1 1 . 1
——cosmnz| + — | |-—=xzcosmnz| + —— [sinmnz], | =
(mn)? o ™ ™ o (mn)?

(-1)n—1 22 (1) = — (—1)2” +1

w2n2 w2n2 w2n2

tedy
2((—1)" + 1)
an = — 202 :

Fourierova rada mé proto tvar
1 2 x(-)n+1
Fy(z) = 6 = Z ucoswnx,

a protoze zadan4 funkce po ¢astech C! s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro véechna « € R.

2 -
Parsevalova rovnost (v naSem pfipadé 2 fol |f(2)|?de =%+ 3,7, a2) dava:

1 o'}
1 4 (=)™ +1)2
2 21— 2)?de = — 72 ~ )
/0 v (1-2) dr 18+7T4 —~ n* ’

tedy po upravé



