Pisemka z 23.1.2006 — reSeni 1

ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 23.1.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Spoctéte

F(a) = s dx, a>-—1.

/5 In(1 + asin®z)
0

Reseni: Nejprve formalné zderivujeme podle proménné a:

s

2 dx
F' :/ _. 1
() o 1l+a sin’z (1)

Odivodnéni derivovani: predevsim je F(0) = 0 (tedy integral konverguje pro jedno pevné a = 0), a
zderivovand funkce mé integrabilni majorantu

1 1 1
‘ ) ‘: —— < ) ELl(O’E) Va > ap > -1,
1+ asin“z 1+ asin®z — 1+ agsin’z 2

derivovat tedy lze pro vSechna takova a. Protoze vSak ay > —1 mtze byt libovolné pevné, je nas vypocet

odtivodnén pro vSechna a > —1. V integrélu (1) provedeme substituci (integrovand funkce je suda v sinech

2
11’;2, sinz = 5%

_t
tg2z+1 T 2417

i kosinech) tgz =t, tj. do = a dostaneme

oo dt oo dt 1 e T
F'(a) :/ Z/ = { arctgt\/a—f—l] .
0 (1+t2)(1+“t2) o 18+l Vol o 2Va+1

1+¢2

a tedy

Fla)=mva+1+c.

Protoze v8ak 0 = F(0) = m 4+ ¢, mdme ¢ = —7 a

Fla)=n(Va+1-1) Va > —1.
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2. [8b] Spoctéte (pfimo nebo pomoci vhodné véty) kiivkovy integral
/(y2 — 22 de + (22 —2H) dy + (2 —y?) dz,
v

kde (7) je prinikem povrchu krychle (0,a) x (0,a) x (0, a) s rovinou z +y+2 = 2a, a > 0. P¥itom orientace
kiivky v ,vyhovuje pravidlu pravé ruky“ vzhledem k vektoru (1,1,1).

Reseni:
Kiivkovy integral (2. druhu) je tvaru f,y Tydx + Tody + T3 dz = f,yfdﬁ', kde tedy T = (y* — 22,22 —

2%, 2% — y?). K vypoctu pouzijeme Stokesovu vétu

/fdi:/rotfdg,
¥ S

kde plocha S je v tomto pripadé pravidelny Sestithelnik, lezici v roviné x +y + z = %a, jehoz obvodem
je geometricky obraz k¥ivky v. Vektor (1,1, 1) je normalovym vektorem k dané roviné a tedy k plose S, a
podle zadani tlohy je orientovan v souladu se znénim Stokesovy véty.

Méme rot T = (—2y — 2z, —2x — 2z, —2x — 2y) a tedy podle Stokesovy véty

. 1,1,1
/(yz—zz)dac-l-(zz—xz)dy+(a:2—yz)dz:/(—2y—2z,—2x—2z,—2x—2y)-Md‘g:
N

s (1,1, 1)]]
- /(—4x—4y—4z)ids— (@+y+2)ds=-2% [ 1a4s.
s V3 V3 §——~— V3 /s
=5a na S

Integral, ktery zbyva spocitat, nevyjadiuje nic jiného nez obsah pravidelného Sestithelnika, jimz plocha
S je. Jisté je mozno jej spocitat i vhodnou parametrizaci, je v8ak také mozné si stfedoskolsky zaradit,
M = ﬁhz a obsah
pravidelného Sestitthelnika o hrané h je pak Sestindsobkem tohoto ¢isla, tj. 3fh2 Zbyvé si uvédomit, ze
hrana nageho Sestitthelnika napfiklad spojuje stfedy sousednich stran podstavy krychle (0, a) x(0, a) x <0, ay,
tedy h = /()2 + (5)? = 7 Plocha sestithelnika pak vyjde 35[ , a tedy

L(y —Z)d$+(z —x)dy+(w —y)d = f 1dS__fj/%.\2[

Nevyslo by to nakonec tou vhodnou parametrizaci rychleji? :-) Zkuste si to.

a vzpomenout si, ze obsah rovnostranného trojuhelnika o strané h je

a’
— =—z-a".
2 2
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3. [6b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

1 2
1+ 2 2
®(y) ;:/ 2zy + y'")dz,
o ( 2 )

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C*({0,1)),y(0) = 0,y(1) = 1}. Najdéte viechna feseni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, ktera z feseni E-L
rovnice jsou lokalnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
Oznagime-li L(z,y,y') = 2zy + 1';””2 y'?, méme % =2x a gyL, = (1 + z?)y’. Euler-Lagrangeova rovnice
ma obecné tvar

d OL 0L

dz oy’ Oy’

tedy v nasem pripadé
((1+22)y) = 2.

Proderivovani vlevo by situaci podstatné zkomplikovalo, lépe je integrovat a obdrzet postupné

(1+2%)y = 2°+¢,
, 2 +c c—1
O e A e
y = x+(c—1)arctgr +d.

Z podminky y(0) = 0 ovSem plyne d = 0, naceZ z podminky y(1) = 1 plyne ¢ = 1. Dostaneme tak jediné
feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice na prostoru X:

y==zx.

Dodate¢na tivaha za 2 bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjistovani lokalnich extrémt. Spoctéme pro yo(z) = x:

0%’L ‘
P(z) = 57— (2, 30(2),5p(z)) = (L+2°) >0 v (0,1).
y')
Déle spocéteme
O*L d O0*L

Qz) = Tw(m,yo(x),y(’)(x)) - %m(%yo(m)ay(l)(@) =0,
pomocnd rovnice pro funkci w se tedy redukuje na
(14 2%)W' () = 1 = w(z) = crarctgx + ¢z .

Podminka w(0) = 0 #iké, Ze ¢o = 0 a tedy w(z) = ciarctgxz. Ma-li navic w nebyt identicky nulova,
musi byt ¢; # 0. Pak uZ oviem w nemd 7adny nulovy bod v (0,1). Protoze navic yo(z) € C*({0,1))
(nezapominejte ani na tuto podminku - podivejte se na pfislusnou vétu), je funkce yo(z) = x lokdlnim
minimem funkcionalu ®.
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4. [8b] Méjme f(z) = |cos §| na R.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Dosazenim x = 7 sectéte prislusnou c¢iselnou radu.

3. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni sectéte prisluSnou
¢iselnou radu.

Reseni: Funkce je sudd a na intervalu (—, ) se rovna funkci cos 5. Proto

2 & 2 T 4
bn:0, (LOZ—/ COSEdiL':*I:QSiIIE} =,
0 2 m 2

s 0 ™

a (v prvni rovnosti vyuZijeme 2 cos «a cos 8 = cos(a + ) + cos(a — §)):

2 [T x 1 [7 1 1
a, = - cos —cosnrdr = — cosx(n+7)+c05x(n—7)dx:
T Jo 2 T Jo 2 2

1 2 i ( +1)—+— 2 sin:ﬂ(n 1) i
— | ———sinz(n+ = - = =
T |2n+1 2 2n—1 2/,

1 2 sin (n + 1) + 2 sin (n 1)
= — T = m(ln— 5 =
m\2n+1 2 on —1 2
N————’ N —

=(-1" =(-1)r+t
oo m+1 2n—-1) « 4n? —1 mwdn2—-1"
Fourierova rada mé proto tvar
2 4 S n+1
Fe(z) ==+ =
r(z - 7r z:: coS NI,

a protoze zadand funkce po ¢stech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

Dosazeni bodu x = 7 dava

tedy po upravé

tedy po upravé



