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ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 16.1.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [7b] Spoctéte
o'} e—amQ _ e—ﬁwz
I(a,ﬁ):/ —dzx, a,f>0.
0

T

Reseni, varianta I: Pro pevné 3 > 0 formalné zderivujeme podle proménné a:

I 0 gmaa® (g2 % as’= 1 [ 1
87 = / w dl' = — / me_amz dgj [ = y] I / e_y dy = — 5 - (1)
Oa 0 x 0 20 Jo 20

Odiivodnéni derivovani: pro pevné § > 0 je I(5,8) = 0 (tedy integral konverguje pro jedno pevné a = f3),
a derivovana funkce ma integrabilni majorantu

|me*‘”2| < ze 7 ¢ L*(0,00), VYa>ag>0,

derivovat tedy lze pro vSechna takova a. Protoze vSak ag > 0 milze byt libovolné pevné, je nds vypocet
odtvodnén pro vSechna a > 0. Preintegrovanim (1) podle « dostaneme

I(0,8) = —3ma+ £(6).

protoze viak 0 = I(3,8) = —1 In 8+ f(3), mame f(8) = $1np, a tedy:

I(a,B) = lnﬁ—lna—llnﬁzln\/g, a,B8>0.
2 «a

(07

Reseni, varianta IT: Mo7n4 nékdo nemd piili§ rad hledani integrabilnich majorant :-). V tomto pifkladé
existoval postup, jak se tomuto vyhnout, pokud jste si vSimli, ze

t= o o
emow” _ =B’ _ [e‘tmz] : :/ 4 ( —tz ) dt = / (_1'26_”2)61757
t=03 8 dt 3

o0 70@ —e — Bz 7tac
I{a,B) = ——dz = )dtdz .
0

Trik spociva v prohozeni integra¢niho poradi pomoci Fubiniho vety. Tu je mozno bez problému pouzit,
protoze integrovana funkce neméni znaménko, a tedy dvojny Lebesguelv integral existuje. Proto

@ 1 27 =0 al
// et7") da dt = /[—e_m} dt:—/ —dtzln\/é, a,B>0.

a tedy
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2. [7b] Spoctéte plosny obsah té ¢asti plochy z = \/z2 + y2, ktera lezi uvnitt télesa 2 + y> < 4z — 3.

Reseni:

Plocha z = y/22 + y? je kuzelovd plocha, zatimco z? + y? < 4z — 3 lze upravit na (z — 2)% +y? < 1, tedy
jde o vélec, jehoz podstavou je jednotkovy kruh o stfedu [2,0]. Poéitame tedy povrch P ¢asti kuzelové
plochy, kterd lezi uvniti tohoto valce. Parametrizace x = z,y = y,2 = /22 + 92 je potom explicitni
parametrizaci této plochy a mnozinou, ve které ,ziji“ parametry x,y, je kruh (z — 2)? + y? < 1. Podle

toho, co vime o explicitné parametrizovanych plochéch, je! dS = (/1 + 22 + Z; dx dy. Tedy:

P:/ldS:// \J1+22+25dedy.
s (z—2)>+y><1

Spocteme

2 2
24 L2 z Yy _
1422 422 = 1+<m> +<\/$ZTZ/"> =2,
a tedy

P=v2 / ldedy =7V2,
(z—2)2+y2<1

nebot dvojny integral predstavuje obsah kruhu o poloméru 1 (a stfedu [2,0]), coz by ¢lovék mohl umét
zpaméti :-).

ndexem oznadujeme parcidlni derivovani.
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3. [8b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

2
L ! _§ 16
®(y) -—/1 (4yy 329 )d:v,

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C*((1,2)),y(1) = 1 — v/16,y(2) = 0}. Najdéte viechna reseni
Euler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za bonusové body) rozhodnout, ktera z feSeni
E-L rovnice jsou lokdlnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
Oznadime-li L(z,y,y') = 4yy' — %azy’ﬁ, mame % =4y a gyL, = 4y — 16zy". Euler-Lagrangeova rovnice
ma obecné tvar

d 0L 0L

dz dy' By’

tedy v nasem pripadé
(4y — 162y")' = 4y’ .
Vlevo neni nutno proderivovat, viimneme si pouze ¢lenu 4y’, ktery se vyskytuje na obou stranich a ktery

odec¢teme, nacez dostaneme (—16zy')’ = 0 neboli zy’® = ¢ = const. Proto

! —

_ 1
Y =cx ! = Yy =cx 5

il

= Yy=-c+ecxx

Okrajové podminky daji ¢; + ¢ =1 — \E’/E, c1 + /16 = 0. Odedtenim t&chto dvou rovnic dostaneme
1— /16 = c3(1 — ¥/16), tedy ¢3 = 1, nacez ¢; = —v/16 = —v/2* a jediné fefeni Euler-Lagrangeovy rovnice
ma tedy tvar

y=x5 — 25,

Dodate¢né tivahy za bonusové body:
1. bonusovy bod: Zkusime Jacobiho metodu zjistovani lokalnich extrémt. Spoétéme pro yo(z) = x5 —23;

>’L 1 Iz 4 ! 1/5
P(z) = W(w,yo(m),yo(m)) = —=5-16zy, = —-80 5) @< 0 v (L,2),

a protoZe nutnou podminkou minima je P(z) > 0 v (1,2), nemiize byt nalezené feSeni minimem daného
funkcionalu.

2. bonusovy bod aZ dva: Muze to vSak byt tfeba lokdlni maximum funkciondlu ®, coz vySetiime jako
minimum funkcionalu (—®). Zména znaménka u ® a tedy i u L zptsobi i zménu znaménka u P, nutni
podminka minima je tedy splnéna. Dale spocteme

Q) = G . v0(e) (@) = 5,0 (2), 5 0) = 0,

pomocnd rovnice pro funkci w se pak redukuje na
P(z)w'(z) =¢ => w(@) = ¢ + cax?
Tato funkce mé tu vlastnost (rozmyslete si), Ze pokud je identicky nenulova a pfitom w(1l) = 0, pak uZ
w(z) # 0 pro viechna = € (1,2). Protoze navic yo(z) € C?((1,2)) (nezapominejte ani na tuto podminku -
. oy o . 4 4 s . .
podivejte se na piislusnou vétu), je funkce yo(z) = 5 — 25 lokalnim minimem funkcionédlu (—®) a tedy
lokdlnim maximem funkciondlu ®.
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4. [8b] Funkce f spliiuje f(z) = sinh az na (0,7), a > 0.

1. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo mozno rozvinout do 27-periodické Fourierovy fady, obsahujici
pouze siny.

2. Spoctéte tuto fadu. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a proc.

3. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni sectéte ptisluSnou
¢iselnou tradu.

Reseni: Funkce je sama o sobé lich4 na (—, 7), neni proto nutno ji nijak modifikovat. Z lichosti dostavéame
—axr

2 [T 2 T et —¢e ,
ag =a, =0, b, = — sinh az sinnx de = —Im — "% dzr,
T Jo T 0 2

s vyuzitim vlastnosti komplexni exponenciely. Spoc¢téme nejprve

4 . 1 . a—in
az Gine g, am ginm _ 1) — : am (1) _ 1 ,
/0 e ¢ o a+in(e € ) a2+n2(e (=1) )

tedy

Im/ eaz einac d.’L‘ — (1 + (_l)nJrleaﬂ') .
0

a? +n?

Pouhou zadménou (—a) za a dostaneme

Im/ efaz eina; dl’ — (1 + (_1)”*‘1’167(1#) ,
0

a? + n?
a tedy
2 T 0T _ G 2 1 n 2 (=1)"Tin
b, = =Im — emdr == ——— [1 =14 (=1)"" (e —e )| = Zsinhan~———
"o /0 2 ) a2+n2[ + =D ) 7T e 2
Fourierova rada méa proto tvar
2 = (=)t
F = — S. h — B S. 9
() —sin aﬂ'nzzjl gy Snne

a protoze zperiodizovand sinhaz (oznaéme ji f) je funkce po &istech C' s vlastnimi jednostrannymi
limitami hodnot funkce i derivaci ve v8ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rada bodové pro

vSechna x € R a plati Fy(z) = % pro viechna z € R.
Parsevalova rovnost (v nasem piipadé = [ |f(z)[*dz = Y ,° | b2) dava:

2

1 T ' ) B D) ) 2 o0 n
; Slnh ar d.’E = ; Slnh aTm nZ::l m . (2)

-7

Protoze (spoctéte si) L [T sinh? az dz = (5“‘2}‘% —1), (a # 0!) dostaneme kone¢né:?
> 2 2 inh 2
Z o .7r2 (sm a7r_1>’ 0 £0. 3)
(a2 +n?)®>  4sinh®an 2am

n=1

2Pro a = 0 d4va Parsevalova rovnost (2) trividlni identitu 0 = 0, ale zkuste si ve vztahu (3) spo&itat na obou stranich

lin%. Co dostanete? Je to spravng? A uméli byste odivodnit, Ze limitni pFechod uvnit¥ nekone¢ného souttu je korektni? :-)
a—r



