Pisemka z 11.1.2006 — reSeni 1

ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 11.1.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Spoctéte

* arctgax
F(a) = —=—d >0.
(a) /0 20+ 29 x, a>0

(Névod: vypocet provedte pro a # 1, pak ukaZte, Zze F' je spojitd v a = 1 a tedy vysledek platiiproa = 1.)

Reseni: Nejprve formalné zderivujeme (nezapomeiite, ze se derivuje podle a):

o[ dz
F(“)_/O 1+ (1ta2) o

Derivovani je v poradku, nebot F(0) = 0 (tj. existuje 1 bod, ve kterém integral konverguje) a derivovana
funkce m4 integrabilni majorantu:

€ L'(0,00), Ya>0.

1 <
— 1422

(1+ a?2?)(1+ 22)

Integral pro F'(a) spo¢teme napiiklad rozkladem integrandu na parcidlni zlomky. Uvédomte si, Ze pro
a # 1 a pro a = 1 nastavaji pfi integrovani diametralné odligné situace. Je to vidét i z toho, ze pro a # 1
dostaneme rozkladem na parcidlni zlomky (spoctéte peclivé):

FI( ) /OO (12 1 1 1 d a2 1 " " o
a) = — x = —arctgazr — arctgzr| =
0 a?—-11+4+a?z?> a>—11+ 22 a2 —1a" 08 a2 —178 0
.7 a 1 _ ™
- o2\a2-1 a2-1) 2a+1)°
Proto F(a) = §In(a + 1) + ¢, nacez F(0) = 0 implikuje
F(a):gln(a+1) Va>0,a#1. (2)

Ukazeme-li spojitost funkce F' v bodé 1, bude vztah (2) platit i pro a = 1. Pozadovanou spojitost lze
obdrzet napiiklad takto: pro a € U°(1) je |a| < 1+ ¢, a déle obecné je |arctgy| < |y|. Proto

1+¢

arctg ax
<
— 1+ 22

z(1+ z?)

azx
z(1+ x?)

€ L'(0,00), Va € U*(1)

a funkce F je spojita! v bodé 1. Tedy

F(a):gln(a—f-l) Va > 0.

!Jing moznost: z (1) plyne, Ze F'(1) = [;~ ﬂjl% je vlastn{ (je to kone¢né ¢islo). Proto je F' je spojitad v bod& 1. :-)
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2. [8b] Spoctéte (pfimo nebo pouzitim nékteré z vhodnych vét) plosny integrél

/ zyz dy dz + y* dx dy
s

kde S je ,,vnéjsek“ povrchu utvaru, uré¢eného nerovnostmi “”4—2 +92<1,2< ”“;TQ +92,2>0.

Reseni: Samoziejmé miiZzete pocitat uvedeny plosny integral piimo, uvédomte si viak, ze vés Gekaji tii
integraly: pres eliptickou podstavu objektu, ptes ,svislé boky* eliptického vélce, a pfes ,horni parabolickou
poklicku“ (udélejte si geometrickou predstavu). Lépe neZz tii plosné integraly je pocitat jeden objemovy,

uzijeme-li identity:
/ TdS = / divT'dv .
s v

Samoziejmé [¢ TdS = JsTv dy dz+T, dz dx +Ts dz dy. V nasem pifpadé je tedy T = (zyz,0,y?), a proto
divT = Yz, a

=24 y?
A::/a:yzdydz+y2dxdy:/yde:// / yzdz | dedy.
s \% =22 1y2<1 \Jo

Posledni rovnost reflektuje vypocet objemového intergralu pomoci Fubiniho véty: primétem télesa je
2

eliptickd podstava, a pro kazdy bod z této podstavy integrujeme podle z mezi 0 a %~ + y? (podivejte se

do zadéani na nerovnosti pro z). Tedy:

2
A= // < +y> drdy.
+y2<12

Pro vypocet dvojného integralu pies elipsu se hodi modifikované polarni soufadnice x = 2rcosg, y =
rsin @ s jakobianem 2r. Pak
2 _rsin <p
A= / / ~(r)?drdp =0

diky ¢lenu fogﬂ sin ¢ de.
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3. [7b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

B(y) = /12 (xy’4 - 2yy'3) dz

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C*({1,2)),y(1) = 0,y(2) = 1}. Najdéte viechna feseni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru.

ResSeni:
Oznacime-li L(z,y,y') = 2y —2yy"™, mame % =2y a g;, = 4x2y'"® — 6yy'?. Euler-Lagrangeova rovnice
ma obecné tvar

d oL L

dz oy’ Oy’

tedy v nasem pripadé
(4xyl3 _ nyIQ)I — _2y13 .

Po proderivovani a tipravé dostaneme
0=y"y'(zy'—y) = y"=0 nebo y' =0 nebo zy —y=0.

Ony t¥i moznosti vedou postupné k fesenim y = ax + b nebo y = ¢ nebo y = dx. Okrajovym podminkam
pak vyhovi pouze feseni prvniho typu, a dostaneme jediné feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice:

y=z—1.

Dodateéna tivaha za bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjistovani lokalnich extrémi. Spoctéme pro yo(z) =z — 1:

0*L
P(z) = )2 (z,yo(x), Y (x)) = 122y — 12yyy = 12 >0 v (1,2).
Déle spocteme
_ 82‘[’ ! d 62[’ ' _ d 2y _ I
Qx) = 783/2 (,y0(x),yo(x)) — %m(%yo(w)ayo(m)) =0- %(—63/0 ) =12y5y0 =0,

pomocnd rovnice pro funkci w se tedy redukuje na
W'(x)=c => w(z)=c1 + .

Tato funkce mé tu vlastnost (rozmyslete si), Ze pokud je identicky nenulova a pfitom w(1l) = 0, pak uZ
w(z) # 0 pro vSechna z € (1,2). Protoze navic yo(z) € C?((1,2)) (nezapominejte ani na tuto podminku -
podivejte se na prislusnou vétu), je funkce yo(x) = 2 — 1 lokdlnim minimem funkciondlu ®.
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4. [7b] Funkee f spliwje: f(z) = Ona (—m,—7/2), f(z) = z na (0,7/2), navic je suda a 27-periodickd na R.
Rozvinte ji do Fourierovy fady, urcete, jakym zptsobem tato rada konverguje a k jaké funkci. Dosazenim
x = § do Fourierovy fady sectéte pfisluSnou ¢iselnou fadu.

Reseni: Ze sudosti dostavame

2 ™
b, =0, ao—f/ rdr = —,
T Jo
a dale
2 [T 1 ™ . TN
ap = — mcosnmdx:---:—z(200s—+7ms1n——2).
T Jo ™ 2 2

Fourierova rada mé proto tvar

Fy(z) =

ool

>
1 ™ ™
E — (2cos — si ——2)cos ,
+n:1 2 ( 9 + 7n sin 5 nx

a protoze zadané funkce (ozna¢me ji f) je funkce po ¢éstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami
hodnot funkce i derivaci ve vSech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rfada bodové pro vSechna
x € R a plati

flz+) + f(z—)

Fy(z) = 5

pro viechna z € R. (3)

P1i dosazeni bodu z = Z do (3) tedy na pravé strané rovnosti dostaneme I, nacez dostaneme
2 4

=1
g+7lz:17m?(2COS?+WnSin?_2)COS7?:Z'

Protoze sin 75* cos 73t = %sin mn = 0 pro vSechna n € N, mame odtud

i cos® T —cos 2
n2 T 16’
n=1

coz je jedna z moznych forem vysledku. Je viak mozno si je§té uvédomit, ze vyraz cos? 5t — cos I je

nenulovy pouze pro n = 4k + 2, a pak mé hodnotu 2, tedy

oo < o0 5
2 2 1 2

St ¢ Yamr

= (4k + 2) 16 = (2k+1) 8

coz je jednodussi a prehlednéjsi forma vysledku.



