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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 18.09.2006MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Rozviòte funkci z2 sin 1z � 1do Laurentovy øady o støedu 1.
Øe¹ení:Ze znalosti známé Taylorovy øady pro sinus (sinx = x� x33! + x55! �: : :) odvozujeme, ¾e pro v¹echna x = 1z�1 ,tedy pro z 6= 1, platí sin 1z � 1 = 1z � 1 � 13! (z � 1)3 + 15! (z � 1)5 � � � � : (1)
Zbývá jen faktor z2 pøevést do þøadyÿ o støedu jedna:

z2 = (z � 1 + 1)2 = (z � 1)2 + 2(z � 1) + 1 (2)
a obì øady (1), (2) vynásobit. Násobíme tedy øadu (1) postupnì tøemi faktory z (2) a vzniklé tøi øadyseèteme. To v¹e je mo¾né uvnitø mezikru¾í konvergence Laurentovy øady, jak praví jisté vìty z analýzy.Jediné omezení je z 6= 1, tedy pro 0 < jz � 1j <1 platí:

z2 sin 1z � 1 = (z � 1)� 13!(z � 1) + 15! (1� z)3 � � � �++ 2� 23!(z � 1)2 + 25! (1� z)4 � � � �++ 11� z � 13! (1� z)3 + 15! (1� z)5 � � � � =
= (z � 1) + 2 + �1� 13!

� 1(z � 1) � 23!(z � 1)2 �
� 13! � 15!

� 1(z � 1)3 � � � :
Vzorec pro obecný koe�cient an mù¾ou zájemci najít v Kopáèkovi (Pøíklady è. 4), nebo» z tìchto skriptpøíklad pochází. Ostatnì, vyskytl se pøesnì v tomto znìní u¾ v písemce dne 27.6.2006.
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2. [12b] Spoètìte integrál Z �

�� cosx(2� cosx)2 dxpomocí reziduové vìty. Výpoèet okomentujte (odùvodnìte) s odvoláním na tuto vìtu.
Øe¹ení:Jde o standardní typ integrace þracionální funkce v sinech a kosinech pøes interval délky 2�ÿ. Integrál sepøevede na køivkový komplexní integrál pøes obvod jednotkového kruhu z funkce:

1iz � 12�z + 1z ��2� z+ 1
z2 �2 = 2z2 + 2i(z2 � 4z + 1)2 :

Podle reziduové vìty jeZ �
�� cosx(2� cosx)2 dx = 2�i Xjz0j<1Resz=z0 2z2 + 2i(z2 � 4z + 1)2 = 4� X

jz0j<1Resz=z0 z2 + 1(z2 � 4z + 1)2 ;
proto¾e funkce f(z) := z2+1(z2�4z+1)2 je holomorfní v celé komplexní rovinì s výjimkou dvou izolovanýchsingularit, z nich¾ ¾ádná nele¾í na obvodu jednotkového kruhu. Koøeny kvadratického polynomu ve jme-novateli jsou toti¾ 2�p3, z nich pak le¾í uvnitø jednotkového kruhu pouze 2�p3. Poèítáme tedy reziduumv tomto bodì (je tam dvojnásobný pól f):Reziduum v 2 � p3 spoèteme podle vzorce pro reziduum ve dvojnásobném pólu: f násobíme výrazem(z � 2 +p3)2, jednou zderivujeme, podìlíme 1! a dosadíme z = 2�p3:
Res2�p3 f(z) = � z2 + 1(z � 2�p3)2

�0�����z=2�p3 = 2z(z � 2�p3)2 � (z2 + 1) � 2 � (z � 2�p3)(z � 2�p3)4
�����z=2�p3 == 2(2�p3)(�2p3)� 2(4� 4p3 + 3 + 1)(�2p3)3 = �8p3 + 12� 16 + 8p3�8 � 3p3 =

= 48 � 3p3 = p318 :
Celkovì je tedy výsledek Z �

�� cosx(2� cosx)2 dx = 4�p318 = 2�p39 :
Tento pøíklad je modi�kací pøíkladu è. 2 z 5.6.2006. Srovnejte postup.
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3. [12b] Spoètìte integrál Z 1

�1 4x arctg x(x2 + 2)3 dx :
Návod: Nejprve se pomocí integrace per partes zbavte arkustangenty. Výpoèet okomentujte (odùvodnìte)s odvoláním na vìty a postupy z pøedná¹ky.
Øe¹ení: Integrace per partes s u0 = 4x(x2+2)3 ) u = � 1(x2+2)2 , v = arctg x) v0 = 11+x2 dáváZ 1

�1 4x arctg x(x2 + 2)3 dx = �� 1(x2 + 2)2 arctg x�1�1 + Z 1
�1 1(x2 + 2)2 � 1x2 + 1 dx = Z 1

�1 dx(x2 + 2)2(x2 + 1) ;
hranièní èleny vypadnou, proto¾e arctg je v nekoneènu omezená a 1(x2+2)2 tam má nulovou limitu. Dostalijsme integrál z racionální funkce, která nemá póly na reálné ose, pøes celou reálnou osu. Proto¾e stupeòjmenovatele je alespoò o dva vìt¹í ne¾ stupeò èitatele, jde integrál pøes oblouk kru¾nice o polomìru R vhorní polorovinì k nule (pøi R! +1), podle modi�kovaného Jordanova lemmatu, a tedy podle reziduovévìty aplikované na obvod þhorního pùlkruhuÿ o polomìru R:Z 1

�1 dx(x2 + 2)2(x2 + 1) = 2�i �Resip2 +Resi � 1(z2 + 2)2(z2 + 1) :
Reziduum v i je reziduum v jednoduchém pólu, tedy dosazujeme do holomorfní èásti a do derivace neho-lomorfní èásti ve jmenovateli:

Resi 1(z2 + 2)2(z2 + 1) = 1(�1 + 2)2 � 2i = 12i :
Reziduum v ip2 je reziduum ve dvojnásobném pólu, tedy násobíme (z� ip2)2, jednou derivujeme, dìlíme1! a dosadíme ip2:

Resip2 1(z2 + 2)2(z2 + 1) = � 1(z + ip2)2(z2 + 1)
�0�����z=ip2 =

= �2(z + ip2)(z2 + 1)� 2z(z + ip2)2(z + ip2)4(z2 + 1)2
�����z=ip2 == (�4ip2) � (�1) + 8 � 2ip216 � 9 = 5ip216 = �5p216i :

Celkovì tedy Z 1
�1 4x arctg x(x2 + 2)3 dx = 2�i 12i � 5p216i

! = � � 5�p28 :
Tento pøíklad je modi�kací pøíkladu è. 3 z 5.6.2006. Srovnejte postup.


