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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 11.09.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Rozviòte funkci 6z2 � 10z + 2z(z2 � 3z + 2)
do Laurentovy øady o støedu 2 tak, aby èíslo 12 patøilo do oboru konvergence øady.
Øe¹ení:Nejprve rozlo¾íme na parciální zlomky:

6z2 � 10z + 2z(z2 � 3z + 2) = 1z + 2z � 1 + 3z � 2 :
Ze zadání úlohy plyne, ¾e hledáme Laurentovu øadu, konvergující v mezikru¾í 1 < jz�2j < 2. Zlomek 3z�2z rozkladu vý¹e u¾ tedy je èlenem této øady. Pro zbylé dva zlomky pou¾ijeme rozpis pomocí geometrickéøady, jako ji¾ v nìkolika døívìj¹ích písemkách:

1z = 12 + z � 2 = 121 + z�22 = 12
1X
n=0

�� z � 22
�n ;

tato øada konverguje pro jz � 2j < 2, a dále
2z � 1 = 21 + z � 2 = 2z�21z�2 + 1 = 2z � 2

1X
n=0

�� 1z � 2
�n = 1X

n=1
2(�1)n(z � 2)n ;

v¹imnìte si, jak jsme pøechodem promìnné do jmenovatele slo¾eného zlomku obdr¾eli kvocient geometrickéøady rovný 1z�2 , a tedy øada konverguje pro ��� 1z�2 ��� < 1, tj. pro jz � 2j > 1, jak jsme chtìli.Celkovì 6z2 � 10z + 2z(z2 � 3z + 2) = 1X
n=1

2(�1)n(z � 2)n + 3z � 2 + 1X
n=0

(�1)n(z � 2)n2n+1 :
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2. [11b] Spoètìte integrál Z �
��

sin2 x2 + cosx dx :
Øe¹ení:Jde o standardní typ integrace þracionální funkce v sinech a kosinech pøes interval délky 2�ÿ. Integrál sepøevede na køivkový komplexní integrál pøes obvod jednotkového kruhu z funkce:

1iz �
�z � 1z �2� 1�4�2 + z+ 1

z2 = �12i z4 � 2z2 + 1z2(z2 + 4z + 1) :
Podle reziduové vìty je

Z �
��

sin2 x2 + cosx dx = 2�i Xjz0j<1Resz=z0
�12i z4 � 2z2 + 1z2(z2 + 4z + 1) = (��) X

jz0j<1Resz=z0
z4 � 2z2 + 1z2(z2 + 4z + 1) ;

proto¾e funkce f(z) := z4�2z2+1z2(z2+4z+1) je holomorfní v celé komplexní rovinì s výjimkou tøí izolovaných singu-larit, z nich¾ ¾ádná nele¾í na obvodu jednotkového kruhu. Koøeny kvadratického polynomu ve jmenovatelijsou toti¾ �2 �p3, z nich pak le¾í uvnitø jednotkového kruhu pouze �2 +p3. Poèítáme tedy reziduumv tomto bodì (je tam jednoduchý pól f) a v bodì nula (je tam jednoduchý pól f).Reziduum v 0 spoèteme podle vzorce pro reziduum ve dvojnásobném pólu: f násobíme výrazem z2, jednouzderivujeme, podìlíme 1! a dosadíme z = 0:
Res0 f(z) = �z4 � 2z2 + 1z2 + 4z + 1

�0�����z=0 = (4z3 � 4z)(: : :)� (: : :+ 1)(2z + 4)(: : :+ 1)2
����z=0 = �4 :

Reziduum v 2�p3 spoèteme dosazením do holomorfní èásti a do derivace neholomorfní èásti jmenovatele:
Res�2+p3 f(z) = (p3� 2)4 � 2(p3� 2)2 + 12p3(p3� 2)2 = 84� 48p32p3(7� 4p3) = 2p3 ;

co¾ ov¹em dá tro¹ku poèítání (roz¹iøte poslední zlomek výrazem (7 + 4p3).Celkovì je tedy výsledek Z �
��

sin2 x2 + cosx dx = 4� � 2�p3 :
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3. [11b] Spoètìte integrál Z 1
0 x sin axx2 + b2 dx ; a > 0 ; b > 0 :

Øe¹ení:Integrovaná funkce je sudá, proto je R10 : : : = 12 R1�1, dále budeme integrovat funkci xeiaxx2+b2 a z výsledkuvezmeme imaginární èást. Budeme integrovat pøes þobvod horního pùlkruhu o polomìru Rÿ a po¹lemeR do nekoneèna, pro integrál pøes horní pùloblouk pou¾ijeme Jordanovo lemma: integrovaná funkce jetvaru f(z) exp(iaz), kde a > 0 a f(z) je racionální funkce, pøièem¾ stupeò jmenovatele je vìt¹í ne¾ stupeòèitatele. Kdy¾ to v¹ecko dáme dohromady, dostaneme:
Z 1
0 x sin axx2 + b2 dx = 12 Im Z 1

�1
xeiaxx2 + b2 dx = Im��i Resbi zeiazz2 + b2

� :
Reziduum spoèteme dosazením do èitatele a do derivace jmenovatele, tj. jako zeiaz2z ���z=bi = 12e�ab, a tedycelkovì je Z 1

0 x sin axx2 + b2 dx = �2 e�ab :


