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ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 27.6.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [6b]

a) Rozvinte funkci
1

z—1

2% sin
do Laurentovy fady v okoli bodu 1.
b) Urcete typ singularity v bodé z = 1 a reziduum v tomto bodé.

c¢) Jakou hodnotu mé koeficient a_3 u ¢lenu ﬁ?

Reseni:

. 7 7 ~ - . 9 3 . v v
a) Ze zna;lostl znamé Taylorovy fady pro sinus (sinz =z — % + & F...) odvozujeme, zZe pro viechna

z = ——, tedy pro z # 1, plati

z—17

sinl—l— ! + ! (1)
2-1 2-1 3(z—1p Blz—1p

Zbyva jen faktor z? pievést do ,fady“ o stfedu jedna:
2 =(z-14+1)2=(z-1)2+2(z-1)+1 (2)

a obé fady (1), (2) vynésobit. Nasobime tedy fadu (1) postupné tfemi faktory z (2) a vzniklé t¥i
fady seCteme. Jediné omezeni je z # 1, tedy pro 0 < |z — 1| < oo plati:

2% sin 1 = (2—-1)— L + L Fooo+
z—1 3(z—1) 5I(1—-=2)3
9 2 2
L TP A T R T A
1 1 1
+ _ + Fooo=

1—2 31(1—-2)%  B5I(1-2)°
1 1 2 1 1 1
:(”4”a+0_m>u—n_m@—w_<m_m>u_m””

Vzorec pro obecny koeficient a,, miZou zajemci najit v Kopackovi (Ptiklady ¢. 4), nebot z téchto
skript priklad pochézi.

b) Z tady, kterou jsem obdrZeli v bodu a) plyne, ze v z = 1 je podstatna singularita dané funkce.

Reziduum si precteme jako koeficient u ¢lenu —L-, tedy Res; 2?sin 15 =1— 4 = 5.

19

c) Z bodu a) plyne, ze koeficient u ¢lenu ﬁ v uvedené fadé mé hodnotu & — % = —355-

5!
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2. [10b] Naleznéte Fourierovu transformaci funkce

T
f(ﬂf):m, a>0.

Nezapomente zdtvodnit pribéh celého vypoctu.

Reseni:
Funkce _z¥-> neni prvkem prostoru L'(R), je vSak prvkem prostoru L?(R). Odtud plyne jednak, Ze jeji
Fourierova transformace musi byt pocitdna jako hlavni hodnota integralu, tj. jako

N R pe—2mizg

f(¢) = lim ——dz, (3)

R—+oo J_p 22+ a?

jednak, Ze vysledné transformace f({) nemusi byt spojita, bude vsak prvkem prostoru L?(R). Déle je
dobré si vSimnout, ze f je lich4, a tedy i jeji Fourierova transformace bude.
Integral v (3) spocteme pomoci reziduové véty:

=N R re2mizg e 2mizg ze—2mizg

_ . Pozor! . ) _ . _ s.2mal
f(§) = Rgr}rloo ey dx =" 2mi Res;, ey 2mi — = mie’" £€<0. (4

z=ia

Ono ,,Pozor!“ vy$e souvisi s omezenim § < 0 a znamend toto: integrujeme pies obvod ,horniho pllkruhu®
Z;TI; = P(é)(z;ﬁz . Aby piisludny integrél pres
horni polokruznici el k nule, musi byt jednak stupen Citatele P mensi nez stupen jmenovatele @ (coZ je)
a jednak v exponencidle tvaru e®¥* musi byt 8 > 0. Vypocet (4) tedy plati pouze pro & < 0.

Pro £ > 0 miZeme bud obdobné jako v (4) pocitat pomoci reziduové véty, oviem tentokrat integrujeme
pres obvod ptlkruhu, lezictho v dolni poloroviné - diky opac¢nému probihdni obvodu této kfivky vSak
nesmime zapomenout nasobit vysledek faktorem (—1). Nebo miZeme vyuZit znalosti o symetrii (lichost

a v uvedené chvili pouzivdme Jordanovo lemma na funkci 2

f) a dostat rovnou
F(&) = —mie™m, £>0. (5)

Pro ¢ = 0 dostaneme

0)= 1 ———dx =0 6
f(0) A Eraed =0 (6)
nebot se integruje lichd funkce pies kone¢ny interval symetricky kolem nuly.!

Celkové lze shrnout (4)—(6) pod spoleény zéapis

F(6) = —misign€ e72™l | ¢ eR. (7)

1P¥{padné té7 lze argumentovat tim, %e fmusi byt lichd a tedy nulovad v nule.
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3. [14b] Spoctéte integral
/ <1 ) 2z d
—arc —— ax.
0o T &2 +3
Ndvod: nejprve se pomoci per partes zbavte arkustangenty. U obdrzeného standardniho typu integrace

nezapomente overit v8echny predpoklady, za kterych se da pocitat pomoci reziduové véty. Specifikujte
pres jakou kiivku a jakou funkci integrujete.

Reseni: Provedeme doporucenou integraci per partes:

*1 2z oop. 2z ™ o0 1 222 + 6 — 42>
—arctg ——dzr = |lnz-arctg ———| — Inzx - - - dx =
0o T z2+3 2+ 3], 0 1+ (w2+3)2 (z2 + 3)2

N

~~
=0

© (222 —6) Inz
= / 7( 7 )2 dx ,
o x*+10z*+9
to, ze hranic¢ni ¢len je nulovy, je ovSem potieba poradné spocitat, nejsou to Gplné samoziejmé limity.
Budeme potrebovat vsechny 4 kofeny jmenovatele: jde o bikvadratickou rovnici, tj. piseme-li y = 2, je

Y12 = _IOiV 100=36 — _ 544 tj. y; = —9, y» = —1 a ony 4 kofeny jmenovatele jsou odmocniny z téchto
Cisel, tedy i3z +i. Dale muzeme pokracovat dvéma zpusoby.

Metoda I. Integral je tvaru fo (z) Inz dz, kde f je suda funkce, kterd nemd pdly na redlné ose. Navic
je podilem dvou polynomi, pficemz stupen jmenovatele je o dvé vétsi nez stupen citatele. Tyto vS8echny
tfi podminky jsou pfedpokladem pro vypocet zaloZeny na integrovani funkce typu f(z)In z pres k¥ivku v
komplexni roviné, sestavajici ze ctyr ¢asti: tsecky na redlné ose od bodu —R do —e¢, z oblouku ptlkruznice
o stfedu 0 a polomeéru e (ktery leZi v horni poloroviné a je obihany po sméru hodinovych rudicek), asecky
na redlné ose od bodu € do R, a kone¢né z oblouku pilkruznice o stfedu 0 a poloméru R (ktery lezi v
horni poloroviné a je obihany proti sméru hodinovych ruéicek). Pak vime (viz Kopackova skripta nebo
poznamky z cviceni), Ze za uvedenych predpokladu je

/ flz lnxdac—Re(m Z Res f(z lnz):—ﬂ'lm( Z Res f(z lnz) (8)

Im 2>0 Im 2>0

Proto spoc¢itame rezidua v bodech i a 3i. Obecné je dobré si uvédomit, ze vSechny singularity jsou jed-
nondsobnymi kotfeny jmenovatele, Ze je jich vic nez jedna, a Ze tedy je dobré si nejprve udélat vypocet
obecné: je-li zy jednondsobny kofen jmenovatele, mame

2 _ 2 _
Res. Inz(22° —6)  2Inz(z*—3)

22 -3
= In zq o
0244102249 423 4+ 20z

z=2o a 220(28 + 5) .

(9)

Pocitdme rezidua v bodech i a 3i podle vzorce (9), zarovenn vSak podle vzorce (8) v8ak bereme do Gvahy
jen jejich imagindrni ¢asti:

R, := Im (Resif(z)lnz) =1Im (lnz 274_35)) =Im (%Z . ﬁ) =0,
Ry = Im (Resmf(z) lnz) =1Im (ln(?n') %) =Im ((1n3—|— %Z) . #1_24)) -
- Im(1n3-6'1(2_i4))=_%1n3'

Celkové tedy podle (8):

*1 2 (222 —6) Inx
= arct do = [ X =2 0T, 0—71 3) = “m3. 10
/0 z a3 /0 2+ 1022 +9 ( n) . (10)

Na nasledujici strané je uvedena jesté jedna metoda vypoc¢tu tohoto integralu.
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Metoda II. Integral je tvaru fooo f(z) Inzdx, kde f je nemd pdly na (0,00). Navic je podilem dvou
polynomt, pricemz stupen jmenovatele je o dvé vétsi nez stupen citatele. Tyto vSechny podminky jsou
predpokladem pro to, Ze je moZno pouZit i ono obecnéjsi (tim padem obecné slozit&jsi) integrovani funkce
typu f(z)In? z po obvodu ,,téméF celého mezikruzi“ o polomérech € a R. Pak vime (viz Kopackova skripta
nebo poznamky z pednasky), ze za uvedenych predpokladi je

/000 f(z) Inzder = —%Re (;CRes f(2)In? z) . (11)

Pozor, nezapomeiite, %e bereme tu vétev logaritmu, pro kterou je Im ln z € (0, 27).

Spocitame tedy rezidua ve v8ech bodech +i a £3i, pouZijeme k tomu opét modifikaci postupu (9) (pozor!
tentokrat se bere logaritmus na druhou!), zaroven si v8ak mizeme uvédomit, ze podle (11) budeme brat
do Gvahy pouze realné casti rezidui, coz vyusti v nulovy pfispévek od rezidui v bodech +i:

R, = Re (ln2(i) ﬁ) — Re ((%)2 : _8—?) =0,

. 2y 13\ _ dmiye 4y _
By = Re(ln( 2 —2i(—1+5)) _Re(( 2 ) —Si) =0,
zatimco
-9-3 mi\2 —12 T
R 12 ) —————— ) = 1 — ) = =1
R Re( n(30) 6i(—9+5)) Re(( n3+ 2) —242') g 3
o 235973 \_ dmiye —12y 3«
R_3 = Re(ln( 3i) —6i(—9+5)) —Re((ln3+ 2 ) 242')_ 5 In3.
Celkové tedy podle (11):
*1 2z © (222 —6) Inx 1(nw 3 T
/o marctgx2+3da: /0 x4+10m2+9dm 2<2 n3 5 n3> 5 n3, (12)

coz je bohudik totéz jako (10). ®




