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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 27.6.2006MA pro F, 3. semestr

1. [6b]
a) Rozviòte funkci

z2 sin 1z � 1do Laurentovy øady v okolí bodu 1.
b) Urèete typ singularity v bodì z = 1 a reziduum v tomto bodì.
c) Jakou hodnotu má koe�cient a�3 u èlenu 1(z�1)3 ?

Øe¹ení:
a) Ze znalosti známé Taylorovy øady pro sinus (sinx = x� x33! + x55! � : : :) odvozujeme, ¾e pro v¹echnax = 1z�1 , tedy pro z 6= 1, platí

sin 1z � 1 = 1z � 1 � 13! (z � 1)3 + 15! (z � 1)5 � � � � : (1)
Zbývá jen faktor z2 pøevést do þøadyÿ o støedu jedna:

z2 = (z � 1 + 1)2 = (z � 1)2 + 2(z � 1) + 1 (2)
a obì øady (1), (2) vynásobit. Násobíme tedy øadu (1) postupnì tøemi faktory z (2) a vzniklé tøiøady seèteme. Jediné omezení je z 6= 1, tedy pro 0 < jz � 1j <1 platí:

z2 sin 1z � 1 = (z � 1)� 13!(z � 1) + 15! (1� z)3 � � � �+
+ 2� 23!(z � 1)2 + 25! (1� z)4 � � � �+
+ 11� z � 13! (1� z)3 + 15! (1� z)5 � � � � =
= (z � 1) + 2 + �1� 13!

� 1(z � 1) � 23!(z � 1)2 �
� 13! � 15!

� 1(z � 1)3 � � � :
Vzorec pro obecný koe�cient an mù¾ou zájemci najít v Kopáèkovi (Pøíklady è. 4), nebo» z tìchtoskript pøíklad pochází.

b) Z øady, kterou jsem obdr¾eli v bodu a) plyne, ¾e v z = 1 je podstatná singularita dané funkce.Reziduum si pøeèteme jako koe�cient u èlenu 1z�1 , tedy Res1 z2 sin 1z�1 = 1� 13! = 56 .
c) Z bodu a) plyne, ¾e koe�cient u èlenu 1(z�1)3 v uvedené øadì má hodnotu 15! � 13! = � 19120 .
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2. [10b] Naleznìte Fourierovu transformaci funkce
f(x) = xx2 + a2 ; a > 0 :

Nezapomeòte zdùvodnit prùbìh celého výpoètu.
Øe¹ení:Funkce xx2+a2 není prvkem prostoru L1(R), je v¹ak prvkem prostoru L2(R). Odtud plyne jednak, ¾e jejíFourierova transformace musí být poèítána jako hlavní hodnota integrálu, tj. jako

bf(�) = limR!+1
Z R
�R xe�2�ix�x2 + a2 dx ; (3)

jednak, ¾e výsledná transformace bf(�) nemusí být spojitá, bude v¹ak prvkem prostoru L2(R). Dále jedobré si v¹imnout, ¾e f je lichá, a tedy i její Fourierova transformace bude.Integrál v (3) spoèteme pomocí reziduové vìty:
bf(�) = limR!+1

Z R
�R xe�2�ix�x2 + a2 dx Pozor!= 2�iResia ze�2�iz�z2 + a2 = 2�i ze�2�iz�2z

����z=ia = �ie2�a� ; � < 0 : (4)
Ono þPozor!ÿ vý¹e souvisí s omezením � < 0 a znamená toto: integrujeme pøes obvod þhorního pùlkruhuÿa v uvedené chvíli pou¾íváme Jordanovo lemma na funkci ze�2�iz�z2+a2 =: P (z)ei�zQ(z) . Aby pøíslu¹ný integrál pøeshorní polokru¾nici ¹el k nule, musí být jednak stupeò èitatele P men¹í ne¾ stupeò jmenovatele Q (co¾ je)a jednak v exponenciále tvaru ei�z musí být � > 0. Výpoèet (4) tedy platí pouze pro � < 0.Pro � > 0 mù¾eme buï obdobnì jako v (4) poèítat pomocí reziduové vìty, ov¹em tentokrát integrujemepøes obvod pùlkruhu, le¾ícího v dolní polorovinì - díky opaènému probíhání obvodu této køivky v¹aknesmíme zapomenout násobit výsledek faktorem (�1). Nebo mù¾eme vyu¾ít znalosti o symetrii (lichostbf) a dostat rovnou bf(�) = ��ie�2�a� ; � > 0 : (5)
Pro � = 0 dostaneme

bf(0) = limR!+1
Z R
�R xx2 + a2 dx = 0 ; (6)

nebo» se integruje lichá funkce pøes koneèný interval symetrický kolem nuly.1Celkovì lze shrnout (4){(6) pod spoleèný zápis
bf(�) = ��i sign � e�2�aj�j ; � 2 R : (7)

1Pøípadnì té¾ lze argumentovat tím, ¾e bf musí být lichá a tedy nulová v nule.
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3. [14b] Spoètìte integrál Z 1
0 1xarctg 2xx2 + 3 dx :

Návod: nejprve se pomocí per partes zbavte arkustangenty. U obdr¾eného standardního typu integracenezapomeòte oveøit v¹echny pøedpoklady, za kterých se dá poèítat pomocí reziduové vìty. Speci�kujtepøes jakou køivku a jakou funkci integrujete.
Øe¹ení: Provedeme doporuèenou integraci per partes:Z 1

0 1x arctg 2xx2 + 3 dx p.p.= �lnx � arctg 2xx2 + 3
�1
0| {z }=0
�Z 1

0 lnx � 11 + 4x2(x2+3)2 �
2x2 + 6� 4x2(x2 + 3)2 dx =

= Z 1
0 (2x2 � 6) lnxx4 + 10x2 + 9 dx ;

to, ¾e hranièní èlen je nulový, je ov¹em potøeba poøádnì spoèítat, nejsou to úplnì samozøejmé limity.Budeme potøebovat v¹echny 4 koøeny jmenovatele: jde o bikvadratickou rovnici, tj. pí¹eme-li y = x2, jey1;2 = �10�p100�362 = �5� 4, tj. y1 = �9, y2 = �1 a ony 4 koøeny jmenovatele jsou odmocniny z tìchtoèísel, tedy �3i, �i. Dále mù¾eme pokraèovat dvìma zpùsoby.Metoda I. Integrál je tvaru R10 f(x) lnx dx, kde f je sudá funkce, která nemá póly na reálné ose. Navícje podílem dvou polynomù, pøièem¾ stupeò jmenovatele je o dvì vìt¹í ne¾ stupeò èitatele. Tyto v¹echnytøi podmínky jsou pøedpokladem pro výpoèet zalo¾ený na integrování funkce typu f(z) ln z pøes køivku vkomplexní rovinì, sestávající ze ètyø èástí: úseèky na reálné ose od bodu �R do �", z oblouku pùlkru¾niceo støedu 0 a polomìru " (který le¾í v horní polorovinì a je obíhaný po smìru hodinových ruèièek), úseèkyna reálné ose od bodu " do R, a koneènì z oblouku pùlkru¾nice o støedu 0 a polomìru R (který le¾í vhorní polorovinì a je obíhaný proti smìru hodinových ruèièek). Pak víme (viz Kopáèkova skripta nebopoznámky z cvièení), ¾e za uvedených pøedpokladù jeZ 1
0 f(x) lnx dx = Re��i X

Im z>0Res f(z) ln z
� = �� Im� X

Im z>0Res f(z) ln z
� : (8)

Proto spoèítáme rezidua v bodech i a 3i. Obecnì je dobré si uvìdomit, ¾e v¹echny singularity jsou jed-nonásobnými koøeny jmenovatele, ¾e je jich víc ne¾ jedna, a ¾e tedy je dobré si nejprve udìlat výpoèetobecnì: je-li z0 jednonásobný koøen jmenovatele, máme
Resz0 ln z(2z2 � 6)z4 + 10z2 + 9 = 2 ln z(z2 � 3)4z3 + 20z

����z=z0 = ln z0 z20 � 32z0(z20 + 5) : (9)
Poèítáme rezidua v bodech i a 3i podle vzorce (9), zároveò v¹ak podle vzorce (8) v¹ak bereme do úvahyjen jejich imaginární èásti:

R1 := Im�Resi f(z) ln z� = Im� ln i i2 � 32i(i2 + 5)
� = Im��i2 � �1� 32i(�1 + 5)

� = 0 ;
R2 := Im�Res3i f(z) ln z� = Im� ln(3i) �9� 36i(�9 + 5)

� = Im�� ln 3 + �i2 � � �126i � (�4)
� =

= Im� ln 3 � 12i6 � (�4)
� = �12 ln 3 :

Celkovì tedy podle (8):Z 1
0 1x arctg 2xx2 + 3 dx = Z 1

0 (2x2 � 6) lnxx4 + 10x2 + 9 dx = �� �0� 12 ln 3� = �2 ln 3 : (10)
Na následující stranì je uvedena je¹tì jedna metoda výpoètu tohoto integrálu.
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Metoda II. Integrál je tvaru R10 f(x) lnx dx, kde f je nemá póly na h0;1). Navíc je podílem dvoupolynomù, pøièem¾ stupeò jmenovatele je o dvì vìt¹í ne¾ stupeò èitatele. Tyto v¹echny podmínky jsoupøedpokladem pro to, ¾e je mo¾no pou¾ít i ono obecnìj¹í (tím pádem obecnì slo¾itìj¹í) integrování funkcetypu f(z) ln2 z po obvodu þtémìø celého mezikru¾íÿ o polomìrech " a R. Pak víme (viz Kopáèkova skriptanebo poznámky z pøedná¹ky), ¾e za uvedených pøedpokladù jeZ 1

0 f(x) lnx dx = �12Re
�X
z2CRes f(z) ln2 z

� : (11)
Pozor, nezapomeòte, ¾e bereme tu vìtev logaritmu, pro kterou je Im ln z 2 (0; 2�).Spoèítáme tedy rezidua ve v¹ech bodech �i a �3i, pou¾ijeme k tomu opìt modi�kaci postupu (9) (pozor!tentokrát se bere logaritmus na druhou!), zároveò si v¹ak mù¾eme uvìdomit, ¾e podle (11) budeme brátdo úvahy pouze reálné èásti reziduí, co¾ vyústí v nulový pøíspìvek od reziduí v bodech �i:

Ri := Re� ln2(i) �1� 32i(�1 + 5)
� = Re���i2

�2 � �48i
� = 0 ;

R�i := Re� ln2(�i) �1� 3�2i(�1 + 5)
� = Re��3�i2

�2 � �4�8i
� = 0 ;

zatímco
R3i := Re� ln2(3i) �9� 36i(�9 + 5)

� = Re�� ln 3 + �i2
�2 � �12�24i

� = �2 ln 3 ;
R�3i := Re� ln2(�3i) �9� 3�6i(�9 + 5)

� = Re�� ln 3 + 3�i2
�2 � �1224i

� = �3�2 ln 3 :
Celkovì tedy podle (11):Z 1

0 1x arctg 2xx2 + 3 dx = Z 1
0 (2x2 � 6) lnxx4 + 10x2 + 9 dx = �12

��2 ln 3� 3�2 ln 3� = �2 ln 3 ; (12)
co¾ je bohudík toté¾ jako (10). ,


