
Písemka z 20.6.2006 { øe¹ení 1
Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 20.6.2006MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Uka¾te, ¾e Hermiteovy polynomy splòují vztah
H 0n(x) = 2nHn�1(x)a ¾e øe¹í (Hermiteovu) rovnici�e�x2H 0n(x)�0 = �2ne�x2Hn(x) ; n = 0; 1; 2; : : :

V obou pøípadech pova¾ujte za známou de�nici Hermiteových polynomù
Hn(x) = (�1)nex2 dndxn (e�x2)a také rekuretní formuli pro nì.

Øe¹ení:a) Z de�nice Hermiteových polynomù plyne
H 0n(x) = �(�1)nex2 dndxn (e�x2)�0 = (�1)n2xex2 dndxn (e�x2) + (�1)nex2 dn+1dxn+1 (e�x2) == 2xHn(x)�Hn+1(x) = 2nHn�1(x) :Poslední rovnost vyu¾ívá rekurentního vztahu pro Hermiteovy polynomy, tj. vztahu

Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x) = 0 : (1)
b) Spoèteme (i s vyu¾itím znalosti derivace z pøedchozího bodu)�e�x2H 0n(x)�0 + 2ne�x2Hn(x) =

= �(�1)n2x dndxn (e�x2) + (�1)n dn+1dxn+1 (e�x2)�0 + 2ne�x2Hn(x) =
= (�1)n2 dndxn (e�x2) + (�1)n2x dn+1dxn+1 (e�x2) + (�1)n dn+2dxn+2 (e�x2) ++2ne�x2Hn(x) == (2n+ 2)e�x2Hn(x)� 2xe�x2Hn+1(x) + e�x2Hn+2(x) == e�x2� 2(n+ 1)Hn(x)� 2xHn+1(x) +Hn+2(x)| {z }

= 0 díky (1), kde uva¾ujeme (n+1) místo n.

� = 0 :
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2. [10b] Spoètìte integrál (ve smyslu hlavní hodnoty)

v.p. Z 1
�1 sinx(x2 + 1)(x� �) dx :

Nezapomeòte øíci, jak je integrál ve smyslu hlavní hodnoty de�nován. Nezapomeòte také zdùvodnit prùbìhcelého výpoètu.
Øe¹ení:Jde o standardní typ integrace, integrál budeme poèítat jako imaginární èast integrálu

v.p. Z 1
�1 eix(x2 + 1)(x� �) dx = lim"!0+

Z
(�1;1)nU"(�)

eix(x2 + 1)(x� �) dx :
Proto¾e integrovaná funkce má singularitu na reálné ose (a to pól násobnosti 1, tj. þsprávnouÿ singularitu),musí se integrál poèítat ve smyslu hlavní hodnoty (de�nice je obsa¾ena v rovnosti vý¹e).1 Integrujemefunkci eiz(z2+1)(z��) pøes køivku v komplexní rovinì, sestávající ze ètyø èástí: úseèky na reálné ose od bodu
�R do � � ", z oblouku pùlkru¾nice o støedu � a polomìru " (který le¾í v horní polorovinì a je obíhanýpo smìru hodinových ruèièek), úseèky na reálné ose od bodu �+ " do R, a koneènì z oblouku pùlkru¾niceo støedu 0 a polomìru R (který le¾í v horní polorovinì a je obíhaný proti smìru hodinových ruèièek).Proto¾e jsou v¹echny singularity na reálné ose maximálnì póly øádu 1 (co¾ v na¹em pøípadì je), a proto¾eje integrovaná funkce tvaru eaizP (z)Q(z) , kde a > 0 a P a Q jsou polynomy, stupeò Q > stupeò P (to v¹e jepotøeba pro Jordanovo lemma a to v¹e je v na¹em pøípadì splnìno), máme:

v.p. Z 1
�1 eix(x2 + 1)(x� �) dx = 2�iResi eiz(z2 + 1)(z � �) + �iRes� eiz(z2 + 1)(z � �) =: R :

Obì rezidua jsou v pólech 1. øádu, a tedy reziduum spoèteme dosazením do holomorfní èásti funkce a doderivace pøíslu¹ného èlenu ve jmenovateli:
Resi eiz(z2 + 1)(z � �) = e�12i(i� �) ; Res� eiz(z2 + 1)(z � �) = ei��2 + 1 ;tak¾e R = �e(i� �) + �iei��2 + 1 = �

�(i+ �)e(�2 + 1) + �(i cos� � sin�)�2 + 1 :
Z tohoto èísla staèí vzít imaginární èást a dostat (proè pøed tím na¹ím integrálem nakonec nepí¹u v.p.,zatímco pøed integrálem s komplexní exponencielou ano? - viz poznámku pod èarou)Z 1

�1 sinx(x2 + 1)(x� �) dx = Im �v.p. Z 1
�1 eix(x2 + 1)(x� �) dx

� =
= ��e(�2 + 1) + �(�1)�2 + 1 =
= �

��2 + 1
�1e + 1� :

1Je dobré si v¹imnout, ¾e reálná funkce, kterou integrujeme, vlastnì ¾ádný pól v bodì � nemá - existuje tam vlastní
její limita, nebo» sinus má v bodì � pøesnì jednonásobný koøen. Nemuselo by tedy v zadání ani ve výsledku ono v.p. pøed
integrálem být. Tím, ¾e v¹ak integrál poèítáme komplexnì, vneseme tam pomocí eix také funkci kosinus, která u¾ koøen v �
nemá, tedy je nutno výpoèet provádìt skuteènì ve smyslu v.p.
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3. [14b] Spoètìte integrál Z 1

�1 eaxe2x + 1 dx ; 0 < a < 2 :
Návod: integrujte pøes obvod obdélníka o vrcholech �R, R, R + 2�i, �R + 2�i, a poté po¹lete R ! 1.Zdùvodnìte alespoò þslovnìÿ, které dva integrály pùjdou k nule. Za zcela pøesné odùvodnìní budoubonusové body.
Øe¹ení: Integraèní køivka je tedy ' = '1 u '2 :� '3 :� '4, kde'1(t) = t ; t 2 (�R;R) ; '2(t) = R+ it ; t 2 (0; 2�) ;'3(t) = t+ 2�i ; t 2 (�R;R) ; '4(t) = �R+ it ; t 2 (0; 2�) :Funkce f(z) = eaze2z+1 má singularity pøesnì v tìch bodech, ve kterých je e2z = �1, tj. 2z = �i + 2k�i,neboli z = �i2 + k�i, k 2 Z. Uvnitø obdélníka, jeho¾ obvod jsme právì popsali, le¾í v¹ak jen dva z tìchtobodù a sice �i2 a 3�i2 . Podle reziduové vìty, aplikované na tento obdélník, platí tedy (integrál Ij odpovídáintegrálu pøes køivku 'j):Z R

�R eat dte2t + 1| {z }
I1

+Z 2�
0 i ea(R+it) dte2R+2it + 1| {z }

I2

�
Z R
�R ea(t+2�i) dte2t + 1| {z }

I3

�
Z 2�
0 i ea(�R+it) dte�2R+2it + 1| {z }

I4

= 2�i X
z2f�i2 ; 3�i2 gResz eaze2z + 1 :

Pozdìji uká¾eme, ¾e I2 ! 0, I4 ! 0, pokud R ! +1 a 0 < a < 2. Z integrálu I3 lze vytknout �e2�ai,èím¾ dostaneme I1. Po limitním pøechodu R! +1 tedy dostaneme�1� e2�ai� Z 1
�1 eate2t + 1 dt = 2�i X

z2f�i2 ; 3�i2 gResz eaze2z + 1 = 2�i e�ia22e�i + e 3�ia22e3�i
! = ��i�e�ia2 + e 3�ia2

� :
Pozor, pro a = 1 jsou obì strany této rovnosti rovny nule, pro tuto hodnotu budeme tedy muset vypoèítatná¹ integrál jinak. Nejprve v¹ak a 6= 1, kdy tedy máme:Z 1

�1 eate2t + 1 dt = ��ie�ia�e��ia2 + e�ia2 �e�ia�e��ai � e�ai� = ��i 2 cos �a2
�2i sin�a = �2 sin �a2 : (2)

Pro a = 1 lze v¹ak zadaný integrál spoèíst pøímo, substitucí ex = y, ex dx = dy:Z 1
�1 ex dxe2x + 1 = Z 1

0 dyy2 + 1 = harctg yi10 = �2 ;
a tedy (2) je koneèný výsledek pro v¹echna 0 < a < 2.Zbývá ukázat, ¾e I2 ! 0, I4 ! 0, pokud R! +1 a 0 < a < 2. Integrandy obou integrálù lze odhadnouttakto:

� I2 : ���� i ea(R+it)e2R+2it + 1
���� = eaR

je2Re2it + 1j � eR(a�2) ! 0 pro R!1, pokud a < 2.
� I4 : ���� i ea(�R+it)e�2R+2it + 1

���� = e�aR
je�2Re2it + 1j � e�aR ! 0 pro R!1, pokud a > 0.

V¹imnìte si nìkolika vìcí: za prvé se ukazuje, proè bylo zadáno 0 < a < 2. Za druhé si v¹imnìte, ¾ezatímco ve jmenovateli prvního integrandu jde èlen e2R k nekoneènu, a tedy jmenovatel se pro velká Rþchová jakoÿ e2R, ve jmenovateli druhého integrandu jde èlen e�2R k nule, a tedy jmenovatel se pro velkáR þchová jakoÿ 1, nikoli þ jako e�2Rÿ. Jednou z chyb bylo, ¾e nìkteøí øe¹itelé mechanicky odhadovali druhýintegrand výrazem typu e�aR�2R.Pøesnìj¹í (þmatematickéÿ) odùvodnìní by mohlo vypadat napøíklad takto: v pøípadì I2 mámeeaR
je2Re2it + 1j � eaRe2R � 1 = e(a�2)R1� e�2R ! 0 pro R!1 pokud a < 2,

v¹imnìte si, jak je udìlaná ta nerovnost: zvìt¹ujeme zlomek, tj. vezmeme nejmen¹í mo¾ný jmenovatel. Vpøípadì I4 jde jmenovatel v absolutní hodnotì k jedné, tedy je v jisté chvíli (pro R > R0) urèitì vìt¹í ne¾napø. 12 , proto e�aRje�2Re2it+1j � 2e�aR ! 0 pro R!1 pokud a > 0.


