Pisemka z 20.6.2006 — reSeni

ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 20.6.2006

MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Ukaite, ze Hermiteovy polynomy spliuji vztah
H) (z) =2nH,_(x)

a 7e Tesi (Hermiteovu) rovnici

!
(eiﬁH,',L(w)) = —2ne " Hy,(z), n=0,1,2,...

V obou pripadech povazujte za znamou definici Hermiteovych polynomu

2 d” _a?
Hyfa) = (-1 ()
a také rekuretni formuli pro né.
Reseni:
a) Z definice Hermiteovych polynomi plyne
n x> d" —z? ! n z2 d" —z? n > dn+1 — g2
H (z) = ((_1) o (e )) = (=D)"2ze”” (e ) + (F)e (e =

= 2zH,(z) — Hpy1(x) =2nH,_1(z).

Posledni rovnost vyuziva rekurentniho vztahu pro Hermiteovy polynomy, tj. vztahu

Hpii(z) —22Hp(z) + 2nHy_1(z) = 0.
b) Spocteme (i s vyuzitim znalosti derivace z predchoziho bodu)

(e_wzH,'z(a:))l + Qne_wan(a:):

ar e drtt s\ 2
= (V2 e )+ () () o 2ne H(a) =
d” 2 danti 2
= (=D"2—(e7" )+ (-1)"2

ffw(eﬂ )+ (=1) W(

n dn+2 6722)-}-

+2ne*w2Hn(:c)

= (2n+ 2)6722Hn($) - Qme*g”zH,H_l(x) + e*IQHn_,_Q(m) =
= (2(n +1)H,(2) — 20Hy1 (2) + Hn+2(a:)) =0.

= 0 diky (1), kde uvazujeme (n+1) misto n.
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2. [10b] Spoctéte integral (ve smyslu hlavni hodnoty)

/°° sin x d
V.p. . —($2 gy P T .

Nezapomente Fici, jak je integral ve smyslu hlavni hodnoty definovan. Nezapomente také zdivodnit pribéh
celého vypoctu.

Reseni:
Jde o standardni typ integrace, integral budeme pocitat jako imaginarni cast integralu

v.p. / ¢ _dr= lim / I S— Y
oo (B2 + 1) (z — ) e—0-+ (22 + 1)(z —m)
(—00,00)\U= ()

Protoze integrovand funkce mé singularitu na redlné ose (a to pdl nasobnosti 1, tj. ,,spravnou” singularitu),
musi se integral pocitat ve smyslu hlavni hodnoty (definice je obsazena v rovnosti vyse).! Integrujeme

iz

funkci 0 pres kfivku v komplexni roviné, sestavajici ze Ctyr ¢asti: iseCky na redlné ose od bodu

(EEsy el
—R do m — ¢, z oblouku ptlkruznice o stfedu 7 a poloméru ¢ (ktery lezi v horni poloroviné a je obihany
po sméru hodinovych rucicek), tsecky na realné ose od bodu 7+ do R, a kone¢né z oblouku ptilkruznice
o stfedu 0 a poloméru R (ktery leZi v horni poloroviné a je obihany proti sméru hodinovych rucicek).
Protoze jsou v8echny singularity na redlné ose maximéalné pély fadu 1 (coz v nasem piipadé je), a protoze

je integrovana funkce tvaru %, kde a > 0 a P a @ jsou polynomy, stuper ) > stupen P (to vSe je

potieba pro Jordanovo lemma a to vSe je v nasem p¥ipadé splnéno), mame:

o] eim eiz eiz
p. —  —  dr=2miResi————— +miRes, ——— = R.
o [ G & = 2R e e e

Obé rezidua jsou v pdlech 1. fadu, a tedy reziduum spoc¢teme dosazenim do holomorfni ¢asti funkce a do
derivace prislusného ¢lenu ve jmenovateli:

R eiz 671 R eiz eiﬂ'
€s; = €Sy —— = — ;
(2 D(z—-7m) 2i(i—m)’ 24+ 1)(z—7) w2+1

takze )
Re_ T . mie'™  w(i+7w)  w(icosm —sinm)
Ce(i—-m) w41 e(m?+1) T+ 1

Z tohoto ¢isla staci vzit imaginarni ¢ast a dostat (pro¢ pred tim naSim integralem nakonec nepiSu v.p.,
zatimco pfed integralem s komplexni exponencielou ano? - viz pozndmku pod ¢arou)

[ wtemat = (v [ s 1)<w ) =
-7 w(—1)

1Je dobré si viimnout, #e redlna funkce, kterou integrujeme, vlastné Zadny pdl v bod& 7 nem4 - existuje tam vlastni
jeji limita, nebot sinus mé v bodé 7 pFesné jednondsobny kotfen. Nemuselo by tedy v zaddni ani ve vysledku ono v.p. pied
integralem byt. Tim, %e vSak integral po¢itame komplexné, vneseme tam pomoci € také funkci kosinus, kterd uz kofen v
nemd, tedy je nutno vypocet provadét skutetné ve smyslu v.p.
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3. [14b] Spoctéte integral

oo eaw
/m€2m+1dx, O0<a<?2.

Ndvod: integrujte pies obvod obdélnika o vrcholech —R, R, R + 2wi, —R + 27i, a poté poslete R — oo.
Zdavodnéte alespon ,slovné“, které dva integraly pdjdou k nule. Za zcela presné odtvodnéni budou
bonusové body.

Reseni: Integra¢ni kiivka je tedy ¢ = 1 + 2 = 3 = @4, kde

(pl(t):tv tE(—R,R), §02(t):R+Zta t€(072ﬂ-)a
p3(t) =t + 2w, te(—R,R), w4(t) = —R+it, t e (0,2m).
Funkce f(z) = % mé singularity pfesné v téch bodech, ve kterych je e2? = —1, tj. 2z = mi + 2kmni,

neboli z = %’ + kmi, k € Z. Uvnit¥ obdélnika, jehoz obvod jsme pravé popsali, lezi v§ak jen dva z téchto
bodii a sice Zt a 22t Podle reziduové véty, aplikované na tento obdélnik, plati tedy (integral I; odpovidé
integralu pfes kiivku ¢;):

R et dt 21 ; ea(RAit) gy R eo(t+2mi) g4 2m ; ea{—R+it) gy e0%
/ T / SR L] / 5 - / —smp gy =2 ), Resi g
RE —}—1} 0o € +11 e +11 Jo e +1 e** +1

J—R se{zi 8xi

- ~~ -~ ~~ 2072

Iy Iy I3 Ig

Pozdéji ukdzeme, ze I, — 0, Iy — 0, pokud R — +o00 a 0 < a < 2. Z integralu I3 lze vytknout —e?™®,
¢imz dostaneme I. Po limitnim prechodu R — +o00 tedy dostaneme

at az

0 mia 3mia
2rai € _ . e _ .l ez e 2 _ X mia 3mia
(1—67““) /_mmdt—Qﬂ'l E Reszm—%m (26”1—{_2637”) = =T (e 2 +e 2 ) .

ze{%t, 374}

Pozor, pro a = 1 jsou obé strany této rovnosti rovny nule, pro tuto hodnotu budeme tedy muset vypocitat
nas integral jinak. Nejprve v8ak a # 1, kdy tedy mame:

o eat emin (em 2 4 2" 2 cos =2 T
/ dt = —7i ( ) = —mi 2 = . (2)

o €t +1 emia (e=mai — gmai) —2isinma  2sin 5t

Pro a = 1 1ze vsak zadany integral spocist piimo, substituci e* = y, e* dx = dy:

/°° e dx /°° dy [ " ]00 T
- = = |arc =—
m62m+1 0 y2+1 gyo 2,

a tedy (2) je kone¢ny vysledek pro vSechna 0 < a < 2.

Zbyva ukazat, ze I, — 0, Iy — 0, pokud R — +00 a 0 < a < 2. Integrandy obou integrali 1ze odhadnout
takto:

Z'ea(RJrit) ekt R(a—2)
ol : R 1 = TR 7] e — 0 pro R — oo, pokud a < 2.
iea(7R+it) e ol R
. — ~ p G
o], 2P 1| T 2Rt 1 1] e —+0 pro R — oo, pokud a > 0.

Vsimnéte si nékolika véci: za prvé se ukazuje, pro¢ bylo zaddano 0 < a < 2. Za druhé si vSimnéte, ze
zatimco ve jmenovateli prvniho integrandu jde ¢len e2f k nekone¢nu, a tedy jmenovatel se pro velkd R
,chova jako® e?F, ve jmenovateli druhého integrandu jde ¢len e~2# k nule, a tedy jmenovatel se pro velka
R ,chové jako“ 1, nikoli ,,jako e~2£“. Jednou z chyb bylo, Ze nékteii fesitelé mechanicky odhadovali druhy
integrand vyrazem typu e~ *f—2F,

Piesnéjsi (,matematické*) odiivodnéni by mohlo vypadat napiiklad takto: v pfipadé I mame

ol ekt e(a72)R

- < =
|e2Re2zt +1] = e2R _ 1 1 —e 2R

vSimnéte si, jak je udélana ta nerovnost: zvétsujeme zlomek, tj. vezmeme nejmensi mozny jmenovatel. V
piipadé I, jde jmenovatel v absolutni hodnoté k jedné, tedy je v jisté chvili (pro R > Ry) ur¢ité vétsi nez

— 0 pro R — oo pokud a < 2,

napf. %, proto % <2 R 50 pro R — oo pokud a > 0.




